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En général, résoudre une équatiofi@tientielle ordinaire est flicile.

Partant de ce constat, Henri Poincaré développa au XIXeeoteda théorie des
systemes dynamiques. Il introduisit de nouveaux objetsdgficomprendre le compor-
tement asymptotique de la solutidh(x) d’une Equation Dfférentielle Ordinaire (oU
x € X est la condition initiale dans I'espace des phases).

En physique, notamment en mécanique céleste, I'espacendssgX est souvent
compact, a cause de la conservation de I'énergie. PourifienjEtude, Poincaré prit
donc pourX la variété compacte la plus élémentaire, a sasbiDe plus, il discrétisa
la situation en prenartte Z. Il fut ainsi conduit a étudier I'action d# sur $* par
homéomorphismes.

Une généralisation naturelle de ce cadre consiste ensoitesadérer I'action d’'un
groupe d’homéomorphismes du cerElgénérique.

Deux directions d’études sont alors possibles : une prensigsitue dans un cadre
différentiel. On regarde les sous-groupe®i ($1). Une seconde considére I'aspect
topologique et se place seulement d&mmea ($1). Nous allons ici illustrer chacun
des deux aspects.

1 Rappel des propriétés de base

La propriété de trichotomie est a la base de tous les dévetoppts qui vont
suivre :

Proposition 1 (trichotomie) SoitT" un sous-groupe de Homg@?). Alors on a tou-
jours une, et une seule, de ces trois possibilités :

1. Il existe une orbite finie.
2. Toutes les orbites sont denses.

3. Il existe un compadi-invariant K c S8, infini, diférent de$?, et tel que les
orbites des points de K sont denses dans K. Cet ensemble Kigstucontenu
dans 'adhérence de toute orbite et homéomorphe & un ensateliCantor. On
dit que K est un minimal exceptionnel.

Le cas 3 est pathologique. Pour s’en débarasser, on le raméraes 2 en utilisant
une semi-conjugaison. Elle permet d’associgb an homomorphisme minimab a
valeurs dans les homéomorphismes du cercle obtenu en gomfiries composantes
connexes du complémentaire e



Définition : SoitI” un groupe e, ®, deux homomorphismes dedansHomea ($1).
On dit que®d; estsemi-conjugué@ @, s'il existe une application continue croissahte
de degré 1, du cercle dans lui-méme telle que pourjaut’, on a®;(y)h = hd,(y).

Proposition 2 SoitI" un groupe etb un homomorphisme dé dans Homep(S?) tel
que ®(I') ait un minimal exceptionnel K. Alors il existe un homomospied deT’
dans Homeg(S?) tel que® soit semi-conjugué & et tel qued(I’) ait des orbites
denses dans le cercle.

Le théoréme de Poincaré classifie les groupes cycliquestbmorphismes en
fonction d’un invariant dynamique, le nombre de rotation :

Définition-Propriété 3 (nombre de rotation) Soit f € Homeq(5?) et f un relevé
guelconque de f dansle revétementunivelﬂzéhveo,(sl) de Homeg($Y). Soit xe R.

La quantité(f"(x) — x)/n admet une limite quand n tend vers l'infini, indépendante de
x, qu'on noter(f) et qu’on appelle nombre de translation deDe plus, comme deux
relevés ne gférent que par un entier, alors il en est de méme de leurs naniee
translation. On appelle alors nombre de rotation de f la skasler(f) moduloz. On

le notep(f).

Théoréme 4 (Poincaré)Soit f € Homeq(S?) etp(f) son nombre de rotation. Alors
les assertions suivantes sont vraies :
— p(f) est rationnel si et seulement si f a une orbite périodiquendee cas,
si K ¢ $8! est un fermé invariant par f, alors f posséde au moins un point
périodique sur K.
— Sip(f) estirrationnel, alors f est semi-conjugué a la rotation duae d’angle
po(f). Side plus les orbites de f sont denses, alors cette serugaiaon est en
fait une conjugaison.

2 Les groupes de dféeomorphismes du cercle engen-
drés par des éléments proches des rotations

2.1 Motivations

Dans la propriété de trichotomie, le cas 3 est pathologi@Queva chercher des
conditions sffisantes pour I'exclure. Un premier résultat dans ce seng ¢sébréme
de Denjoy : il dit essentiellement que lorsduest cyclique, infini et que le générateur
posséde stisamment de régularitéd? ), le cas 3 ne se produit pas.

En revanche, si” n'est pas cyclique, le cas 3 peut se produire méme si les dif-
féomorphismes sont de clasS&. Un exemple élémentaire est donné par Sacksteder
[Sac]:

Exemple de motivation: Plagons-nous sur le cerdRy 27 et considérons le groupe
G engendré par les filéomorphismes du cercleet g définis par :

f(xX) = x+ 2/3 (mod 2) pouix € [0, 2]

o(x) = x/3sixe[0,1]
g(x) = 3x—10/3 six e [4/3,5/3]



g(x) est définie ailleurs sur [@] de sorte qug soit de class€®, queg(2) = 2 et
queg! existe et soiC™ surS?.

Construisons alors le Cant&r comme suit : & la premiére étape, on supprime les
intervalles ouverts 113, 2/3], ]1,4/3[ et 15/3, 2[. Aux étapes suivantes, on procede
comme d’habitude (on coupe les intervalles en trois et oo celui du milieu).
Alorsonala:

Proposition 5 K est un ensemble minimal sous I'action de G.

Pour exclure le cas 3 dans le cBswon cyclique, on doit donc ajouter d’'autres
hypothéses. Un résultat classique dans ce sens est lernig@dePlante (cf. [Li0]) :
si un groupd” de diféomorphisme€? est de type fini et s'il préserve une mesure de
probabilité suis?, alors il "admet pas de minimal exceptionnel.

Ici, 'exclusion du cas 3 va étre obtenue en mettant une aon# sur une partie
génératrice du groupe : il fiit qu'ils soient "proches" des rotations. On peut voir ces
résultats comme une extensioB#f ($1) d’un résultat dont on dispose sur PSIK2;
dans la théorie des groupes fuchsiens on montre (cf. [BeaJytilisant I'inégalité de
Jorgensen, que si un sous-groupe discret a deux génératkuet un minimal excep-
tionnel, alors on ne peut pas conjuguer simultanément d8h&fR) les deux généra-
teurs d’un tel groupe en des éléments "proches des rotations

2.2 Absence de minimal exceptionnel et Ergodicité
Définition : Soit f € Diff°%(S?). On pose :

n-1

W(f) = sup) " llog(f’(a,1)) - log(f’ (&)

i=0

ou le supremum est pris sur tous kesiplets de pointsg < ... < a, = ag cycliquement
ordonnés su$! et sur tous les entiers naturels

On I'appelle la variation totale du logarithme de la déridéd . f est dite de classe
C'°9 sj W(f) < co.

Théoréme 6 (NavagNav]) En classe C'°9. Il existe une constantg > O telle que, si
I" est un sous-groupe deﬁﬁg(sl) engendré par un ensemblé de diféomorphismes,
dont au moins I'un d’entre eux a un nombre fini de points péqoes, et tels que
W(f) < Ag pour tout f e T'%, alorsT n'admet pas de minimal exceptionnel.(o iy
est la variation totale du logarithme de la dérivée de f)

Corollaire (Duminy [Nav]) : En classeC?. Il existe une constani& > O telle que, si
I" est un sous-groupe de fHi($') engendré par un ensemdié (pas nécessairement
fini) de djféomorphismes, dont au moins I'un d’entre eux a un nombre @mpaints
périodiques, et tels qué”’ (x)| < do pour tout fe I'l, alorsT n’admet pas de minimal
exceptionnel.

Remarque: 1o ~ 0.199 etdp ~ 0.165. On ne sait pas si ces constantes sont optimales.
Le théoreme de Duminy peut étre vu comme un résultat de iséatmpologique

par des perturbations petites au S€As en dfet, pour une rotation, seuls les cas 1 et 2
de la propriété de trichotomie se produisent.



Par ailleurs, on sait qu'une rotation d’angle irrationngitaur$* de maniére ergo-
dique par rapport a la mesure de Lebesgue (Rappelons qtiefael” sur$* est er-
godique par rapport & une mesursi les sous-ensemblgsmesurables di-invariants
ont une mesure nulle ou totale).

L'ergodicité est également stable par cette perturbation :

Théoréme 7 (Navas)SoitI" un groupe de gféomorphismes du cercle engendré par
une famillel’™® d’éléments qui vérifientf”|| < §o pour tout f € T', ou la constant@g
est celle définie précedemment. Supposons de pluE glaepas d’orbite finie et que
les points périodiques d’au moins I'un de ses générateursisolés. Alord" agit sur

$! de maniére ergodique par rapport a la mesure de Lebesgue.

En modifiant un peu la preuve du théoréme ci-dessus, on oleiéait suivant : si
a > 0 etsil" c Dif f1**($1) admet un minimal exceptionnkltel que pour toup € K,
il existeg € I' tel queg’(p) > 1, alorsLeb(K) = 0.

Cela éclaire le probléme ouvert suivant :

Des Cantors minimaux de mesure positive peuvent-ils aftpangaour des sous-
groupes de type fini dBif f 2($1) ?

Pour finir cette partie, disons un mot de I'hypothése destpqariodiques isolés
pour un générateur.

Elle a I'air superflue. Il est raisonnable d’espérer s’enadébser : enféet, le théo-
réme de Morse-Smale dit en particulier que @#sdifféomorphismes a points pério-
diques isolés forment un ensemble Baire-gras. En fait, @pense positive a la ques-
tion suivante sfiirait [Nav] :

Existe-t-il une constantdl € N telle que pour toul” ¢ Homeaq ($1) sans orbite
finie et non semi-conjuguée a un groupe de rotations, potisy@eme de générateurs
Iy c T, pourtoutp € S, il existe f € TN telle quep ne soit pas un point périodique
pourf? (U™ =(f eI, f=fi,o..0fi, fi e n<N})

3 Le groupe des homéomorphismes du cercle

3.1 Des méthodes dynamiques pour des résultats topologicuet
algébriques

L'utilisation d’arguments de nature dynamique permet deaidtrer de nombreux
résultats de nature topologique ou algébriquetdomea($?). On propose ici d’en
donner un apergu :

Muni de la topologie de la convergence uniforri@meaq (1) est un groupe topo-
logique. On a envie de le considérer comme un groupe de Ligngengion infinie afin
de bénéficier des résultats de cette théorie. Mais une fiesuttés est que contraire-
ment au cas d’un groupe de Lie, il n’est pas vrai qu’un élérdetomeq ($t) proche
de l'identité soit dans un sous-groupe a 1 parameétre.fien, é € Homea ($) peut
étre inclus dans un flot topologique si et seulemep{t) = 0 ou f est conjugué a une
rotation.



Malgré celaHomeaq ($*) partage beaucoup de propriétés communes avec les groupes
de Lie de dimension finie. Plus exactement, on peut M@imea ($') comme un ana-
logue en dimension infinie de PSLID.

En dfet, les groupes de Lie admettent un sous-groupe compactmabii unique
a conjugaison pres. De plus, l'inclusion dedans le groupe de Lie est une équiva-
lence d’homotopie. Dans le cas de PSIRR,le sous-groupe compact maximal est
SO(2R)/{ +Id}, isomorphe aR/Z et le quotient de PSL(R) par son sous-groupe com-
pact maximal est contractile puisqu'il s'identifie au degplén supérieuH.

Pour le groupe des homéomorphismes du cercle, on obtientsigigats similaires :

a conjugaison prés, le groupe des rotatiSii¥2, R) est 'unique sous-groupe maximal
compact deHomeq (S?) et I'inclusionS 2, R) — Homea($?) est une équivalence
d’homotopie.

Par ailleurs, on sait qu’'étant donné un choix générique éas ge Baire) de deux
éléments de SL(R), le sous-groupe qu’ils engendrent est libre. Il en est deengour
Homeq (SY).

Enfin, tout élément delomeq (S') peut s’écrire comme un produit de deux com-
mutateurs. Cela nous permet aussi de déduireHmimeq (St) est simple. On peut
donc le considérer comme un analogue d’un groupe de Lie simgpbupes pour les-
quels on dispose d’'une théorie puissante.

3.2 Action de réseaux sur le cercle

On passe maintenant & I'étude de I'action de réseaux surdkecRappelons qu’un
réseaul’ d’un groupe de LigG est un sous-groupe discret tel que le volume du quo-
tientG/T est fini pour la mesure de Haar. En dimension supérieure & ackions de
réseaux sur le cercle se comportent de maniére assez iRgdexemple, le théoreme
de Witte [Wit] dit que si" est un sous-groupe d’indice fini de SLZ),(n > 3), alors
tout homomorphismé : T' — Homea (S') a une image finie.

On présente ici un résultat du méme genre dans le cadre dmuségaelconques.
On énonce le théoreme de Ghys [GhO1] pour SR§3mais il est encore vrai pour
SL(nJR) (n > 3) et méme pour une classe de groupes plus générale.

Théoréme 8 (Ghy$Gh99]) SoitT" un réseau de SL(R). Alors toute action d& sur
le cercle a une orbite finie.

Schéma de la preuve
Premiére étape : Il sufit de trouver une mesure invariante sous cette action

Deuxiéme étape : I'application de Furstenberg
Rappelons qu’un drapeau B€ est la donnée d’un plan vectorigj deR3 et d’'une
droite vectorielleE; contenue dang,.

L'ensemble des drapeaux, muni de la topologie natureltejyresvariété compacte,
gu’on noteDr. C'est un espace homogene sous I'action de R)3,e groupd’” agit
naturellement suR® et donc suiDr.

Prob($?) , I'espace des probabilités sur le cercle, est un espaagsatéie compact
sur lequeHomeq (S') agit naturellement, ainsi quévia ’lhomomorphisme.

On munitDr de la tribu des parties mesurables au sens de Lebesgue etrin mu
Prob($?) de la tribu des boréliens.



Cette étape consiste a construire une application mesugabDr — Prob($?) ,
I'application de Furstenberg, qui est équivariante sosstgions d& sur la source et
le but.

Pour démontrer le théoréme, ilffiialors de montrer que I'applicatianprend une
valeur constantg@, presque partout par rapport a la mesure de LebesguBrsugn
effet, I'équivariance d¢ montrera que cette probablilitéest invariante pa®(I').

On suppose donc maintenant par I'absurde que I'applicgtinlest pas constante
sur une partie de mesure de Lebesgue totale.

Troisiéme étape : I'applicationy a valeurs dans les masses de Dirac

On montre que les valeurs prises gaont toujours des atomes. On modifie alors
¥ de sorte a ne conserver comme information que I'emplacemerie cercle de ses
atomes dont l'intensité dépasse un certain seuil qu’ort piEalablement donné. On
obtient ainsi une application : Dr — §! , aveck > 0, & valeurs dans I’espasé des
parties & k éléments du cercle, qui est mesurable au senshésdiee et équivariante
presque partout sous les actiondtsur la source et le but.

Quatrieme étape : I'ordre cyclique des triplets de points sule cercle
On considere I'espace X des triplefs2( E3, E3) de plans distincts d&* qui s'in-
tersectent sur une méme droke.

C’est encore un espace homogene sous I'action de B)(3Jn point de X dé-
termine trois drapeaux. L'application permet de définir une application mesurable
équivariantey® : X — (Si)3. La contradiction cherchée va résulter de I'ergodicité de
I'action del sur X, qui sera incompatible avec la non ergodicité de cedlE dur les
triplets de points du cercle : un triplet de points discmmtut en ffet étre orienté posi-
tivement ou négativement, et cette partition est invaeaous I'action déiomeaq (1)

4 Une généralisation du nombre de rotation : la classe
d’Euler bornée

L'objectif de cette partie est de construire un invarianbamyique associé a une
action de groupe sur le cercle qui prolonge le nombre deiootétf. [Gh01], [Gh87]).

4.1 Lacohomologie d’'un groupe

SoitI" un groupe e un groupe abélien.
Définition : On appell&k-cochaine homogeémeT toute applicatiort : T — Atelle

que pour touy € T, c(yyo, ..., Yvk) = c(y0, ..., k). Lensemble des k-cochaines est noté
CKT, A).



On associe & une uniquek-cochaine inhomogeéne: I'* — Atelle que
(Y0 s YK) = SV ™Y1 Y1 Y25 +o0s Vi1 VK)-

Définition : On définit 'application cobordy : C¥(I", A) — C<*1(T", A) par :

k
kG0, s Y1) = D (= 1) Y0 oo Fis s 1)
i=0

On ady,10dyx = 0. On peut donc définir le groupe de cohomolddi¢r’, A) comme
étant le quotient des cocycles (le noyauwdé par les cobords ('image d&_; ).

En degré 2, la cohomologie nous permet de construire laectiigailer :
considérons une extension centraleldpar A (ie une suite exacte avefA) c
Z[n):

0 ALTAro1

S'il existe une sectiors : I' — T" qui soit un morphisme, alors I'extension est
triviale : " est isomorphe & x A.

Mesurer la non-trivialité de I'extension revient donc a omes I'obstruction a trou-
ver une sectiors qui soit un morphisme. On choisit alors une sectiogt on regarde
cly1,y2) = S(y1y2)ts(y1)s(y2). On observe que appartient a Keip et est donc a
valeurs dang\ (& isomorphisme prées).

On obtient ainsi une applicatian: T? — A qui nous donne une 2-cochaine homo-
génec: T3 - A

La cochainec est un cocycle dont la classe de cohomologie ne dépend pas du
choix des. On l'appelleclasse d’Eulerde I'extension. Elle paramétrise les classes
d’'isomorphismes des extensions centralesgarT.

4.2 Laclasse d’Euler d’'une action de groupe sur le cercle

On considere un homomorphismde: I' — Homeaq (8') et I'extension centrale
0 - Z — Homeq(8') — Homeq($!) — 1

On peut tirer en arriére cette extension gaet considérer I'ensemble des élé-
ments ¢, f) € T’ x Atels qued(y) = p(f)

I" est une extension centrale BeparZ. La classe d’Euler de cette extension est
appelée classe d’Euler deet notéesu(®). C’est un invariant dynamique.

Mais le probléme, c’est quel?(Z,Z) = 0. La classe d’Euler ne détecte pas le
nombre de rotation.

4.3 Laclasse d'Euler bornée

Pour sauver le nombre de rotation, il faut remarquer que clegjuasi-morphisme
et que cette propriété le caractérise :

Définition : SoitT" un groupe. Un quasi-morphisnfe: I' — R est une application
telle qu’il existe une constant® telle que pour tous;, v, dansl’, on ait :

IF(y1y2) — F(y1) — F(y2)| < D.



Proposition 9 Soit F : ' — R un quasi-homomorphisme. Alors il existe un unique
réelr tel que la suite Fn) — nr soit bornée.

Proposition 10 Le nombre de translation est 'unique quasi-homomorphisme
7 : Homeq($!) — R dont la restriction aux sous-groupes monogeénes est un
homomorphisme et qui prend la valelen la translation parl.

On veut utiliser cette caractérisation. Pour cela, on a@siles k-cochaindsor-
nées Comme précédemment avec les k-cochaines, on construibupgde cohomo-
logie HX(T, A).

Regardon$i2(Z, Z) : soitc : Z? — Z un 1-cocycle borné. Voyons-le comme un
cocycle quelconque. Puisqi?(Z,Z) = 0, alors on ac(n, p) = du (ot du(n, p) =
u(n+ p) — u(n) — u(p)) avecu : Z — 7.

Le fait quec soit borné est équivalent au fait quaoit un quasi-morphisme. C’est
plutdt bon signe.

En dfet, d’aprés la proposition 9, il existe un uniqie R tel quev(n) = u(n) — ng
soit borné. On a bien = dv. Maisv n’est pas a priori a valeurs da#s On pose alors
w(n) = u(n) — Lnd], qui est borné lui aussi mais qui est cette fois-ci a valears#.

On ac(n, p) = dw(n, p) + co(n, p) aveccy(n, p)) = (N + p)] — LO(N)] — L6(p)..

On peut ensuite montrer qugetc, sont cohomologues si et seulememn si¢ est
entier. Par conséqueM(Z, Z) ~ R/Z.

Maintenant, pour retomber sur nos pieds, il faut d’abordyey une classe d’Euler
bornée pour les homéomorphismes qui coincide avec cellg dians le cas d’'une
rotationR, d’angleé.

Autrement dit, il faut trouver un cocycletel que son pullback pab, : 1 — Ry
soit cohomologue &,.

Choisissons une sectiontelle que 0< ¢(f)(0) < 1 et posons :

c(f1, f2) = o(fafo) o (fr)o(fo).

Alors c vérifie les propriétés voulues.

De plus, E] est un invariant dynamique. On dispose éieed’un résultat de classi-
fication analogue a celui de Poincaré :

Définitions: SoitI" tel qued(I') admet une orbite finielaéléments. Chaque élément de
@(T") permute ce& points cycliqguement de sorte que I'on obtient un homomanpiei
r: T — Z/kz. Deux orbites finies d®(I') ont le méme nombre de points et définissent
le mémer. On appelle ce la structure cyclique des orbites finies

Réciproquement, considérons les homomorphismds— Z/kZ et leurs actions
correspondantes sur le cercle par rotations d’okdiees classes damg(r, Z) de ces
actions forment legléments rationnelde HA(T', Z).

Théoreme 11 (GhydGh01]) Soient®; et ®, deux homomorphismes d’'un groupe
dans Homeg(S1). Supposons que les classes d’Euler bornBgeu) et ®;(eu) soient
égales a la méme classe ¢ danﬁﬂ 7). Alors on a deux possibilités :

Si ¢ est une classe rationnelle, alabg(I') et ®,(I') ont des orbites finies avec la
méme structure cyclique. L

Si ¢ n'est pas rationnelle, alors les homomorphismes mini@ssocié®; et @,
sont conjugués.

Réciproguement , sb;(T") et @,(I') ont des orbites finies avec la méme structure
cyclique ou bien s’ils n'ont pas d’orbite finie et leurs honmphismes minimaux as-
sociés sont conjugués (par un homéomorphisme présergaigtitation) , alors ils ont
la méme classe d’Euler bornée.
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