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Introduction

En 1796, GAUSs découvre le moyen de construire, a la régle et au compas, un polygone régulier &
17 coteés, qu’il donne dans Disquisitiones Arithmeticae [3]. Nous n’exposerons pas ici cette construc-
tion fastidieuse et sans grand intérét théorique'. Il montre plus généralement qu’on peut découper
le cercle & la régle et au compas en n parties égales si et seulement si n est de la forme 2%, o > 2,
ou 2%p1py..pr ot @« € N et les p;, pour i € {1,...,k} sont des nombres de Fermat premiers et
distincts, c’est-a-dire premiers de la forme 22" + 1 avec r € N, grace a sa théorie des nombres cy-
clotomiques. Sa théorie s’applique en outre & une classe beaucoup plus large que celle des fonctions
circulaires (sin, cos, ...), et il connait une grande partie de la théorie de ces fonctions, actuellement
connues sous le nom de fonctions elliptiques, sur lesquelles ABEL et JACOBI ont ensuite travaillé.

Aprés s’étre intéressé au cas du cercle, GAUSS exhibe une méthode qui permet de diviser la
lemniscate en cing parties de méme longueur a la régle et au compas, ce qui prouve qu'’il pressentait
a I’époque la multiplication complexe des fonctions elliptiques.

Fortement intrigué par les travaux de GAUSS et le mystére qui les entoure, ABEL se penche sur
ces derniers et pose les fondements de la théorie des fonctions elliptiques, avec notamment le résultat,
trés proche de celui de GAUSS, disant qu’on peut diviser la lemniscate & la régle et au compas en n
parties égales si n = 2%, o > 2, ou n = 2%pps...pr oU a € N et les p;, pour ¢ € {1,...,k}, sont des
nombres premiers de Fermat distincts.

Dans un premier temps, nous formaliserons la notion de construction a la régle et au compas,
et nous établirons le Théoréme de GAUSS par des moyens modernes, & l'aide de la théorie des
corps d’une part et grace a la théorie de GALOIS d’autre part, puis nous nous intéresserons & une
étude succincte des fonctions elliptiques, pour finalement démontrer le Théoréme d’ABEL et sa
réciproque grace a cette classe de fonctions.

Voir [1] pour la méthode utilisée par GAuss, ainsi qu’une construction plus élégante due & H. W. RicHMOND en
1893.



Chapitre 1

Théoréme de (GAUSS

Dans ce chapitre, nous définirons les nombres constructibles et exposerons une démonstration
du Théoréme de Gauss. Nous noterons C(A,r), ou 7 > 0, le cercle de centre A et de rayon r,
et si a € C, P, le point du plan complexe d’affixe a, i.e de coordonnées (JRe(a), Im(a)). On notera
encore Aff(P) l'affixe du point P, autrement dit P = Pag(p).

1.1 Nombres constructibles

1.1.1 Définitions

On se donne deux points distincts O et I du plan, appelés points de base et on cherche &
caractériser les points que ’on peut construire & I’aide de la régle et du compas, & partir de ceux-ci.
On définit ainsi par récurrence un ensemble de points, appelés points constructibles a la régle et au
compas. On commence par

QO = {07]}7

et on définit ensuite 2,41 a partir de 2,,. On a droit & deux types de constructions : on peut soit
tracer la droite qui passe par deux points de 2, soit tracer le cercle de centre un point et de rayon
la distance entre deux points de €2,,. De tels cercles et droites sont dits constructibles a la régle et
au compas. On prend alors pour 2,47 'ensemble des points d’intersection de deux tels éléments.
On définit enfin 'ensemble des points constructibles a la régle et au compas par

0= UQn.

neN

Pour simplifier, on appellera constructibles les objets constructibles & la régle et au compas.

Il est alors clair que le symétrique I’ de I par rapport a O est constructible, ainsi que la
médiatrice de [II'] et le point .J image de I par la rotation de centre O et d’angle 7.
Pour formaliser ceci, nous sommes conduits & le définition suivante :

Définition 1.1.1 Un point o € C est dit constructible & la régle et au compas ou plus simplement
constructible s’il est laffive d’un point constructible du plan dans le repére (O,1,J).

Cette définition permet de travailler dans C, plutét que sur le plan, et ainsi, de se ramener a
des propriétés plus algébriques que géométriques.

1.1.2 Propriétés immeédiates

On a aisément la proposition suivante :

Proposition 1.1.1 Si les droites concourantes D et D', les points A et B, ainsi que o € C sont
constructibles, il en est de méme de :

— la perpendiculaire 4 D passant par A

— la paralléle 6 D passant par A

— le milieu de [AB]

— la médiatrice de [AB]



— les bissectrices des angles déterminés par D et D’
— le cercle de centre A et de rayon |a
— le cercle de diamétre [AB].

Preuve. Ceci résulte de constructions élémentaires, et du fait que |a| est la longueur du segment [OC] si « est
l’affixe de C. g

Remarque. On a alors immédiatement que a est constructible si et seulement si PRe(a) et IJm(a)
le sont, en considérant les paralléles aux axes, et si a est constructible, il en est de méme de |al.

1.1.3 Corps des nombres constructibles

On s’intéresse maintenant & la structure de ’ensemble des nombres constructibles. On se place
dans le cas ou O est le point d’affixe 0, et I celui d’affixe 1.

Proposition 1.1.2 L’ensemble, noté C, des nombres constructibles est un sous-corps de C conte-
nant Q + iQ.

Remarques.

i. Tout sous-corps de C contient 1, donc Z par stabilité par addition et donc Q par stabilité par
passage a l'inverse.

ii. De la propriété et de la remarque précédente, il résulte que a est constructible si et seulement
si a lest.

Preuve. Montrons dans un premier temps que C est un sous-corps de C.

Il est clair que C C C.

Comme 1 est affixe de I, il est dans C. De méme, J = P; donc ¢ € C.

Le nombre —a est ’affixe du symétrique de P, par rapport a O, une des intersections de C(O, |a|) et de (OP,),
et a + b est affixe d’'une des intersections de C(Pq,|b|) et de la paralléle & (OP,) passant par P, donc C est un
sous-groupe de (C, +).

Comme

(z + 1y).(u + v) = zu — yv + i(zv + yYu),
il suffit de montrer que pour a, b réels, ab € C. Or dans ce cas, P, est 'intersection de (OI) et de la paralléle & (JPy)
passant par Pjq.

Enfin, si a € R*, Py, est l'intersection de (OI) et de la paralléle & (I P;,) passant par J. Et sia € C*, a = |a|e?®
ol Ti\ est constructible, donc par multiplication e?? 1’est aussi, ainsi que e~ et finalement % = ‘}T‘e*ie aussi. On
a ainsi un sous-corps de C.

Le deuxiéme point de la proposition est simple, i € C et Q C C donc Q[i] = Q+1iQ C C, ce qui termine la preuve.

|

Proposition 1.1.3 Le corps C est stable par passage a la racine carrée, c’est-a-dire que, si a € C
et a = b2, alors b € C.

Preuve. Commencons par le cas réel. Soit a € C MR, montrons que v/a € C.
Considérons A = Pj4, le cercle de diamétre [OA] et I’intersection P de ce cercle avec la paralléle & (OJ) passant
par I du demi-plan supérieur. Alors OP A est rectangle et homothétique & OIP et PIA, ce qui montre que

P IA
10 1P
donc IP = +/a et \/a = Jm(Aff(P)) est constructible.
Dans le cas général, a = |a|e’? et ses deux racines sont =+ |a\ei%, et comme P 9 est une des intersections du
€

cercle trigonométrique et de la bissectrice de (OI) et (OP.:0), si a est constructible, e?® aussi (comme précédemment),
.0 -0
puis €'2 et enfin £4/|ale’2. O

1.2 Caractérisation des nombres constructibles

On verra deux caractérisations des nombres constructibles, la premiére & 1’aide de tours d’ex-
tensions quadratiques de Q et la seconde en utilisant la théorie de Galois.



1.2.1 Premiére approche

On rappelle que L est une extension du corps K, notée K C L, si K est un sous-corps de L. En
considérant L comme un K-espace vectoriel, on définit le degré de L sur K si la dimension de L
en tant qu’espace vectoriel est finie, comme étant cette dimension, notée [L : K]. Dans ce cas, on
parle d’extension finie. Pour une extension de degré 2, on parlera d’extension quadratique. On a la
propriété classique, pour des extensions finies K C L et L C M, K C M est finie et

[M:K]=[M:L]L:K].

Si K C L est une extension de corps, a € L est dit algébrigue sur K s’il annule un polynoéme
non nul de K[X], il est dit ¢transcendant (sur K) dans le cas contraire. Tout nombre algébrique a
admet un polyndme minimal sur K, i.e un polyndme irréductible unitaire qui I’annule. On définit
alors le degré de a (sur K) comme le degré du polynéme minimal, ou encore [K(a) : K|, car K(a)
est engendré, en tant que K-espace vectoriel, par la base des (a’) pour 0 <i <n — 1.

Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant,

Théoréme 1.2.1 Le complexe o est constructible si et seulement s’il existe une tour d’extensions
quadratiques
QcLyc..cL,

telle que o € Ly,.
Nous commencons par établir le lemme suivant

Lemme 1.2.1 Soient o, 8,7 trois compleves avec o # (3. Alors les coefficients des équations carté-
siennes de (P, Pg) et de C(Pn, PgP,) sont respectivement dans Q(i, o, &, 8, ) et Q(4, o, &, 5, 5,7, 7).

Preuve. La droite (P.Pg) a pour équation
vi(—a+a+B-B8)+yB+B8—a—a)+i(af—ab)
et le cercle C(Pq, PgPy)
a—+a a—a -
@V + -5 ) - B-NB-7)=0
qui sont bien de la forme voulue. O

Puis nous montrons le théoréme 1.2.1.

Preuve. (=) NotonsO0,1,4,a1,as,...,ar = «les affixes des points qui ont servi & construire le point Py, Ko = Q(4)
et pour j € {1,...,k}, K; = Q(i,a1,a1,®2,...,a;,a;). Le nombre i n’est pas indispensable, mais on peut tout de
méme ’ajouter pour simplifier les choses.

On a déja la tour d’extensions Q C Ko = Q) C K1 C ... C K et a € K. 1l suffit donc de montrer que

V] S {O, ,k - 1}, [Kj+1 : KJ} S {1,2}

pour conclure, en considérant ensuite les L; ordonnés et tels que {L;,j € {1,...,n}} = {Kj,j € {1,...,k}}, car on
sait déja que Q C Q(¢) est quadratique.

On a

Kj1 = Kj(ojy1,0541) = Kj(Re(aj41), Im(ej41))

Distinguons les trois cas possibles :

— Le point Po,, est & U'intersection de deux droites, alors Me(a;+1) et Im(a;+1) sont solutions d’un systéeme
linéaire a coefficients dans K; d’aprés le lemme, donc restent dans K et K11 = Kj.

— Le point Pa;,, est a l'intersection d’une droite et d’un cercle dont les équations ont leurs coefficients dans Kj
d’apres le lemme. Grace a ’équation de la droite, on peut exprimer une des inconnues x comme combinaison
linéaire & coefficients dans K; de I’autre (y) et de 1. On reporte = dans ’équation du cercle et on trouve que y
est solution d’une équation de degré 2 a coefficients dans K; donc [K;(y) : K;] < 2. Et comme = € K;(y), on
a [Kj+1 : KJ} S 2.

— Le point Py, est al'intersection de deux cercles dont les équations normalisées (i.e. dont les coefficients de x?
et y2 sont égaux a 1) ont leurs coefficients dans K; d’aprés le lemme. Alors on se raméne au cas précédent en
soustrayant une des équations a 'autre.

Dans tous les cas, on trouve bien que [Kj;;1 : K;] < 2.

(<) Réciproquement, si on dispose d’une tour d’extensions quadratiques Q = Lo C L1 C ... C Ly, alors
Vj € {0,..,n},L; CC

En effet, Lo C C et si Ly C C, montrons que Lj1 C C. Soit a € Lj11\Lj, alors il est algébrique de degré 2 sur L,
et il existe u, v dans L; tels que a? + 2au + v = 0. Ainsi

a=—-uzxb

2

ol b est tel que b2 = u? — v. D’aprés la proposition 1.1.3, a € C. O

Nous déduisons, de ce théoréme, un corollaire, connu sous le nom de Résultat de WANTZEL,
permettant de montrer rapidement qu’un nombre n’est pas constructible.



Corollaire. Tout nombre constructible est algébrique sur Q et son degré est une puissance de 2.

Preuve. Soit a constructible. On considére la tour du théoréme ; alors, d’une part,
[Ln: Q)= [Ln:Lp-1]...[L1: Q] =2"

et d’autre part,
[Ln : Q] = [Ln : Q()][Q(e) : Q]
d’ou le résultat, car [Q(c) : Q] |2™. O

On en déduit notamment que les nombres constructibles sont algébriques, et donc, en notant Q
la cloture algébrique de Q dans C, on a Q(i) € C C Q. On a, en particulier, que C est dénombrable vu
que Q P’est. Ceci permet, par exemple, de montrer que la quadrature du cercle ou la duplication du
cube sont impossibles, car il reviennent & construire 7 qui est transcendant et {/2 qui est algébrique
de degré 3 sur Q'.

Corollaire. L’ensemble C est le plus petit sous-corps de C stable par passage a la racine.
Preuve. En effet, C est stable par passage a la racine et si K ’est, C C K car si a € C, on dispose d’une tour
d’extensions quadratiques Q = Lo C L1 C ... C Ly, avec a € Ly, et

vje {07 ...,?’l},L]' CK

En effet, Lo C K et si Lj C K, montrons que Ljy1 C K. Soit a € Ljy1\Lj, alors il est algébrique de degré 2 sur Ly,
et il existe u, v dans L; tels que a® 4 2au + v = 0. Ainsi

a=—-uxb

ot b est tel que b2 = u? — v. Par stabilitée, b € K et a aussi. ]

1.2.2 Deuxiéme approche

Nous utiliserons ici la théorie de GALOIS pour caractériser les complexes constructibles. Rappe-
lons ici quelques résultats basiques dont nous nous servirons.

Commencons par un résultat trés classique dont nous adapterons la démonstration au cas plus
complexe de la lemniscate en fin de rapport.

Proposition 1.2.1 Soit {,, une racine primitive n-iéme de 'unité, alors Q C Q((,) est galoisienne

de groupe de GALOIS
Gal (Q(Cn)/Q) ~ (Z/nZ)* .

Preuve. 1l est clair que I’extension est galoisienne, car Q(¢y) est le corps de décomposition du polynéme sépa-
rable X" — 1.

Appelons U, ’ensemble des racines n-iémes de 'unité et p, ’ensemble des racines primitives n-iémes de ’'unité.
On sait que

G i= Gal (%) /g)

agit par permutation des racines de X™ — 1 donc
*
G — AUt(Un) ~ (Z/nZ) ~ Un-

L’identification étant

Aut(Un) =~ hn,
o = o(Gn)
Ainsi, si
Z *
G % ( /nZ) ’
alors on peut décomposer?
fn = pig, U p,

avec u} et p2 non triviaux et stables par G.
De plus, on sait que le n-iéme polynéme cyclotomique,

on(X) =[] (X -0 ez[x].
CEUn
Donc on peut écrire ¢, = F1F? avec pour i valant 1 ou 2,

Fix)= [] (x-¢ ezx],

Ceut,

1Voir [1] pour des énoncés similaires plus complets.
20n sépare les orbites qui sont au moins au nombre de deux par hypothése.



le fait que ces polynomes sont a coefficients entiers provenant déja du fait qu’ils sont invariants par G donc a
coefficients rationnels, ensuite du Lemme de G auss?, les polynomes considérés étant unitaires et Z intégralement
clos.

Maintenant, on peut trouver ¢ € ul et p premier tels que ¢P € u2. En effet, on prend n € ul et § € u2, alors
il existe des nombres premiers p1,...p; tels que 6 = nP1-Pk, et on prend alors ( = nP1"Pi et p = p;411 pour un
certain j € {0,...k — 1} (dans le cas j = 0, on prend ¢ = 7).

Par suite, les polynomes F1(X) et F2(XP) ne sont pas premiers entre eux, et leur pged D € Z[X] est unitaire.

On réduit enfin modulo p et on trouve

¢_n — F1[p2

avec ¢, séparable car il divise X™ — 1 qui est séparable étant donné que sa dérivée vaut nX"—! #£ 0 et que pAn =1
vu que ¢P € pp. _

Mais D # 1, il a donc une racine dans une cléture de Fp. Sa puissance p-iéme est donc racine de F'1 et F2, ce
qui est impossible car ¢, est séparable.

C’est donc que

G~ (Z/nz)*,

ce qu’on voulait démontrer. O

On en déduit

Corollaire. Le polynome ¢,, est irréductible et est donc le polynéme minimal de (, sur Q. Il est

aussi de degré
o (Gal (U)/q)) = (n),

ou ¢ représente l'indicatrice d’EULER.

On rappelle 3 présent, sans démonstration*, un résultat utile sur les extensions composées,

Proposition 1.2.2 Si K C L et K C Lo sont galoisiennes, alors il en est de méme de K C L1NLy
et K C L1Ly. De plus, on a

Gal (LlLQ/K) = Gal (Ll/K) X Gal(F10E2 /) Gal (LQ/K) )
ot G1 X G4 désigne le produit fibré de G1 par Go au-dessus de G.
En particulier, si on considére z1, s, ...x, algébriques sur Q tels que pour tout i € {1,...,n},
Q C Q(z:)

est galoisienne, alors Q C Q(x1, ...x,) est aussi, car Q(x1,...zy,) = Q(z1)Q(z2)...Q(x,,).
Par la suite, on utilisera le résultat simplifié ou L; N Ly = K et donc

Gal (LlLQ/K) = QGal (Ll/K) x Gal (L2/K) s

avec ici un produit classique.

On revient maintenant & la caractérisation des nombres constructibles

Théoréme 1.2.2 Un nombre compleze est constructible si et seulement s’il est dans une extension
galoisienne de Q dont le groupe de Galois est un 2-groupe.

Preuve. Nous utilisons la caractérisation vue & la section précédente.
(=) Soit « constructible. Alors il existe une tour d’extensions quadratiques Q C Ly C ... C Ly, telle que a € Ly,.
Montrons alors par récurrence sur n qu’il existe une extension galoisienne Q C K telle que L, C K et

o(on (1))
soit une puissance de 2.

Le cas n = 1 est immédiat en prenant K = L car une extension quadratique est toujours galoisienne. Il suffit
donc de montrer que si
QCKCL et KCF,
N—— ——
de 2 de 2r

30n rappelle que si A est un anneau intégralement clos (c’est-a-dire A intégre et intégralement clos dans son
corps des fractions Frac(A)) et que P = QR, avec P € A[X] unitaire et Q, R € Frac(A)[X] unitaires, alors en fait
Q,R € A[X].
Plus généralement, si A C B est une extension d’anneau et P = QR, avec P € A[X] unitaire et Q,R € B[X]
unitaires, alors les coefficients de @ et R sont entiers sur A.

4Voir [4] pour une démonstration de ce résultat.



avec Q C F galoisienne, alors il existe
LCE
N——
de 2s
pour un certain s, avec Q C E galoisienne, en appliquant ceci & K = Ly, et L = Lp11.
On peut alors écrire L = K (y/a) pour un certain « € K. Soit

P(z) = H (:732 —o(a)) € Qlz],

CEwWn

oll wq est l'orbite de a sous I’action de Gal(F'/Q), car il est invariant par Gal(F/Q). De plus, P est séparable car
les o(a) sont non nuls et distincts deux & deux.

Soit

E = Deck (P),

alors [E : K] est une puissance de 2 car P est un produit de facteurs quadratiques, et v/a € E puisque id € Gal(F/Q),
et par suite L C E avec [E : L] = [F : K]/2 = 2° pour un certain s.

Enfin, comme Q C F est galoisien, F' = Decg(Q), et si R = PV Q € Q[z], alors R est séparable et ses racines
sont celles de P et @, donc E = Decg(R) et Q C E et galoisienne.

(<) Si « est dans une extension galoisienne Q C L de degré 27, alors un Théoréme de CaucHY affirme
qu’il existe, dans G := Gal(L/Q), un sous-groupe d’ordre 2, noté H. Alors G/H est d’indice 2; on le note Hi. Mais
comme H; est trivial ou encore un 2-groupe, on peut recommencer et trouver

H, ={id} C Ho,—1 C ... C Hi1 C Hy =G,

avec [H;11 : H;] = 2 et alors
Q=L cpn-1c . cLfr cpfo=p,
d° 2 ds 2
avec a € L, ce qui montre bien que « est constructible. O

1.3 Théoréme de GAUSS

Nous pouvons maintenant démontrer le Théoréme de GAUss. Enoncons-le tout d’abord pré-
cisément :

Théoréme 1.3.1 (de GAuss) Un polygone régulier a n cotés est constructible a la régle et au
compas si et seulement si n est de la forme 2%, o > 2, ou 2%p1ps..px ot o € N et ou les p;,
pour i € {1,....,k}, sont des nombres de Fermat premiers et distincts.

Preuve. Nous allons nous servir de la caractérisation qui fait intervenir la théorie de Gavrors. Il est clair que le

probléme revient a chercher tous les ¢, = eiQTW constructibles, pour n > 3.
On sait que Q C Q(¢n) est galoisienne, et Gal (2(¢n) /g) est isomorphe & (#/,7)" donc est d’ordre o(n). Si

k
-
=0

est la décomposition élémentaire de n, on voit que n convient si et seulement si

k

pn) =[] -

i=0
est une puissance de 2, ce qui est le cas si et seulement si
Vi € {07 ""k}7p?i - p?iil = p?iil(pi - 1)
en est une, i.e. soit p; = 2 et «; est quelconque (le cas a; = 0 revient & dire que p; fn), soit p; # 2, a; =1 et p; est
de la forme 2™ 4 1.
Mais comme les seuls nombres premiers de la forme 2™ + 1 sont des nombres de Fermat (car si m admet un
facteur impair g, alors 2™ + 1 = (2% )9 — (—1)7 se factorise par 2% + 1 d’aprés BERNOULLI) et, compte tenu de la
condition m > 3, on a bien le résultat annoncé. O

Nous nous intéressons maintenant & une seconde preuve qui peut sembler plus compliquée a
premiére vue, mais qui sera utile pour la suite, car nous démontrerons le Théoréme d’ABEL en
suivant le méme schéma.



Preuve. Soit C = {(z,y) € R?, 22 + y2 = 1} le cercle unité de R?, et

é_.R/Qﬂ'Z — C
ot —  (cost,sint)

11 est clair que & est bijective, et on bénéficie donc d’une structure de groupe sur C' par transfert de celle de R/27Z.
Concrétement, (cosz,sinz) + (cosy, siny) = (cos(z + y), sin(z + y)), c’est-a-dire en utilisant les formules d’addition
pour sin et cos,

(a,b) + (¢, d) = (ac — bd, ad + bc),

le neutre de C étant £(0) = (1,0).
Par une récurrence immédiate, on voit qu’il existe des fonctions polynomiales f, et gn, dans Z[z,y] telles

que n(z,y) = (fr(z,y),9n(2,9)) (fr+1(z,y) = 2fn(z,y) — ygn(x,y) €t gnti1(z,y) = yfu(,y) + xgn(z,y)). Ainsi
I’ensemble

Cn = {(x,y) e, fn(xvy) =1let gn(x,y) = 0}
des points du cercle d’ordres divisant n est isomorphe a

1 2
Cn ~ —R/277Z ~ (-”Z) /2L ~ Z/nZ.
n n

En particulier Cy, est fini. Soit maintenant o € Autg(C) un automorphisme de C laissant Q invariant, alors

o(fn(@,y)) = fu(o(@),0(y)) et o(gn(z,y)) = gn(o(z),0(y)),

donc
oic, : Cn — Ch.

Mais comme Cy, est fini, si (a,b) € Cn, alors ’ensemble
Ya ={o(a), o € Autg(C)}
est fini; c’est donc que a est algébrique sur Q, car il est annulé par
[[ &X-o(a)ealx],
0ES,

et de méme b ’est aussi.
On peut donc considérer ’extension galoisienne

QC Ka,
ol
Kn = Q(a1,a2,...an,b1,...,bn),

en appelant (a;,b;) les éléments de Cy,, ainsi que Gy, = Gal(K,/Q).
Alors G, agit sur C, en préservant la structure de groupe de Cj, car la loi est définie & partir de fonctions
polynémiales & coefficients rationnels, donc on a un morphisme

) Gn — Aut(Cn)
LN ((a,b) — (o(a), a(b)))

De plus, il est clair que ¢ est injectif car o € Ker(¢) doit fixer tous les a; et tous les b; donc Ky, ; c’est donc
que o = id. Ainsi
Gn = ¢(Gn) < Aut(Cp) = Aut(Z/nZ) ~ (Z/nZ)*,

et on conclut de la méme fagon que lors de la preuve précédente. O



Chapitre 2

Fonctions elliptiques

Nous avons besoin des fonctions elliptiques pour résoudre notre probléme ; nous en ferons ici
une bréve présentation’.

2.1 Définitions et généralités

2.1.1 Reéseaux et classes de résidus

On s’intéresse aux sous-groupes discrets de C, ce sont les sous-groupes additifs 2 de C dont tous
les éléments non nuls sont uniformément minorés, i.e.

30 > 0/Vw € Q\{0}, |w| > 0.

On a alors trois types de sous-groupes discrets, le sous-groupe trivial {0}, les sous-groupes
cycliques, de la forme < w >= wZ avec w # 0, et les sous-groupes que ’on appelle réseauz, de la
forme < wy,ws >= w17 + waZ ol {w1,ws} est libre sur C, c’est-a-dire wy # 0 et z—f e C\R.

C’est ce troisiéme type de sous-groupes qui est le plus intéressant. Notons déja que ses généra-
teurs wy et ws ne sont pas uniques. En effet, aw; + bws et cwi + dws conviennent aussi dans le cas
ol ad — bc = *+1.

Définition 2.1.1 Deuz réseauz sont dits semblables si ['un est le produit de I’autre par un complexe
non nul. La relation de similitude est clairement une relation d’équivalence, dont les classes sont
appelées formes de réseaux.

Par la suite, on notera ) 'ensemble des conjugués de 2, c’est-a-dire Q = {@,w € Q}. Nous
définissons maintenant quelques types remarquables de réseaux.

Définition 2.1.2 On dit que le réseau Q est réel si Q = Q.

Les réseaux réels sont donc
— les réseaux de la forme < wy,wg > ol w1 € R et we € iR
— les réseaux de la forme < w,w > avec w € RUiIR

Définition 2.1.3 On appelle réseau carré un réseau de la forme < w,iw >.
Définition 2.1.4 On appelle réseau triangulaire un réseau de la forme < w, jw >.

Le point & noter sur ces réseaux est que ce sont les seuls pour lesquels il existe « € C\{—1,1}
tel que Q = af).

Définition 2.1.5 Un réseau Q) est dit & multiplication complexe si le sous-anneau de C,
{a € C,a0) C O}
contient strictement Z.

De facon plus informelle, un réseau & multiplication complexe est tel qu’il existe des homothéties
d’angle distinct de 0 mod. 7 qui envoient le réseau & 'intérieur de lui-méme.

LPour une présentation plus détaillée, voir par exemple [2] ou [6].
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Remarque. Par exemple, les réseaux carrés et triangulaires sont & multiplication complexe.
On se donne & présent un réseau €.

Définition 2.1.6 On appelle classe de résidus modulo © ou plus simplement classe de résidus un
ensemble de la forme z+Q = {z+w,w € Q}. Les classes de résidus forment un groupe abélien pour
laddition

C+D+E+Q)=(+2)+Q

Notation Pour plus de commodité, on notera la classe de résidus de z,
(2)=24+9Q

Il est maintenant logique de définir les régions fondamentales. Si le réseau est < wi,ws >, les
classes de résidus sont les translatés du réseau et les régions fondamentales sont des parallélo-
grammes

z 4+ {uw +ows,u,v €eR0<u<1,0<v <1}

ou z € C ou encore d’une des trois formes similaires avec l'inégalité large de 'autre coté. Le plus
simple des domaines fondamentaux, et le plus pratique, étant bien entendu

{uw; + vwa, u,v ER,0<u<1,0<v <1}

Dans toute la suite, pour f : C — C, nous introduisons la notation

> fw)

we

> fw)

we\{0}

pour la somme

Lorsque le réseau ne portera aucune ambiguité, nous noterons cette somme simplement ' f(w),

ainsi que ) f(w) = > cq f(w).

Proposition 2.1.1 Pour tout réseau §) et tout entier n > 3, la série S,(Q) = > w™
absolument.

" converge

Remarque. Ce résultat semble assez proche de celui concernant les séries de RIEMANN Y 72 kin
pour n > 2, mais la condition n > 3 ici se comprend bien car on somme sur un réseau en dimension
deux plutot qu’en dimension un.

Preuve. Comme le suggére la remarque, nous allons utiliser le résultat suivant,
(e o)
1
n= 2
k=1
converge absolument pour tout n > 2.
Notons Q =< wi,ws >, et regroupons les termes par paquets de 8r éléments situés sur le "parallélogramme"

P = {uwy + vwa, u,v € Z, |[u| <7, |v| < r,max{|ul, |v|]} =}

Xr = Z W_n7

we P

Si 'on appelle

on a o
Sn(Q) =) %,
r=1

Soit maintenant
h = inf{uwi + vwa2,u,v € R, |u| < 7, |v| < r,max{|u|, |v|} =r},

alors h > 0 et tous les éléments a € P, vérifient |a| > r.h, ainsi

5, < o
rh"
et
Sn(Q) < 8h™ ™1
d’out le résultat. O
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Remarque. Par un simple changement de variable, on remarque que pour tout a € C,
Sp(aQ) =a™"8,(Q)

En particulier, dans le cas d’un réseau carré, on a = i) donc S, (£2) = 0 pour tout n ¢ 4N et
si Q est triangulaire, Q = jQ donc S,(2) = 0 pour tout n ¢ 6N (car on sait déja que c’est le cas
si n & 2N).

2.1.2 Fonctions elliptiques

Définition 2.1.7 On appelle fonction elliptique une fonction f méromorphe sur C doublement
périodique, c’est-a-dire qu’il existe un réseau € tel que

Vz e C,Vw e Q, f(z +w) = f(2).
Cela revient a dire que f ne dépend que des classes de résidus modulo €.

En particulier, les zéros d’une fonction elliptique non identiquement nulle sont isolés, d’apreés le
principe des zéros isolés, car C est simplement connexe.

Il est alors légitime de se demander si de telles fonctions non constantes existent, ce que nous
ferons dans la section suivante ; mais en attendant, établissons quelques généralités sur les fonctions
elliptiques.

Proposition 2.1.2 Une fonction elliptique sans pole est constante.

Preuve. En effet, cela découle immédiatement du Théoréme de LIOUVILLE car une fonction elliptique est

entiére et bornée sur tout compact donc sur C par périodicité. O

Corollaire. Deux fonctions elliptiques qui ont le méme réseau de périodes, les mémes poles et
zéros aux mémes ordres, sont proportionnelles.

Preuve. Sil’une est nulle, les deux le sont.

I
g
qu’en les poles de f et en les zéros de g. Or les ordres des zéros et poles de f et g étant les mémes, g n’a pas de

Sinon, soient f et g ces deux fonctions, alors le quotient < est une fonction elliptique qui ne peut avoir des poles

poles, et on conclut avec la proposition 2.1.2. O

Proposition 2.1.3 L’ensemble des fonctions elliptiques de réseau de périodes Q, noté M(C/Q)
forme un corps.

Preuve. Cela résulte notamment du fait que C est connexe, donc I’ensemble des fonctions méromorphes sur C

est un corps2. O

Remarque. D’un autre point de vue, M(C/Q) est le corps des fonctions méromorphes sur la
surface de RIEMANN ©/q, ce qui justifie la notation.

Rappelons maintenant quelques résultats classiques de la théorie de ’analyse complexe :

Proposition 2.1.4 Soient U un ouvert simplement connexe délimité par un contour fermé C et f
une fonction continue sur U, méromorphe sur U sans zéros ni poles sur C. Soient a1, ..,Q;j Ses
zéros d’ordres respectifs mq,...,m; et bi,...,by ses poles d’ordres ni,...,n, dont les résidus sont
notés ri,...,ri. Alors on a :

1. i
/ f= 22'7727“1
¢ =1

211 s’agit d’un résultat classique découlant du principe des zéros isolés (si une fonction méromorphe n’est pas
identiquement nulle, ses zéros sont isolés donc son inverse est méromorphe).
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1. E ; .
/C? = 2177(;7711 — ;nl)

f'(2) . -
z dz = 2in(y mya; — nyby)
gt = e 3
Ce que nous appliquons aux fonctions elliptiques :

Proposition 2.1.5 Soit f une fonction elliptique non constante de réseau de périodes 2. On appel-
le (a1), ..., (a;) ses classes de zéros d’ordres respectifs m1,...,m; et (b1), ..., (bx) ses classes de poles
d’ordres ny, ..., ng dont les résidus sont notés ry,...,ri. Alors on a :

: k
i > qr=0
e gy = Zf:l i
1. E{Zl mia; = Ele niby (mod Q)

Preuve. On applique la proposition 2.1.4 & un contour
C = z 4 8{uw1 + vwa|(u,v) € [0,7]%}
choisi de telle fagon que, sur ce contour, f n’ait ni zéros ni poles, ce qui est possible car ses zéros et poles sont en
quantité dénombrable.
On a alors

/ f= / (Fu) — f(u+ ws))du + (F(u+wr) — f(u))du =0,
C [z,z4w1]

[z,2+ws]

-

d’ou 1.
De méme

car fTI est aussi elliptique, donc on a .
Pour 14, on calcule de la méme facon, et en notant g: z — zj;/((zz)) ,on a
f'(w)
g(u) — g(u + w2) = —ws
f(u)
et L % )
f(z 4+ twr
(g(u) —g(u+ w2))du = —wy | " —2dt
/[z,z+w1] 0 f(z + twl)
Et comme ¢ : t — f(z + tw1) est C et ne s’annule pas sur [0, 1], on peut la relever en e®. Alors e?(0) = ¢o(1),
/
de plus £ = ¢’ donc
%
f 2 4 s1) — 6(0) € 2in.
z —+ tw1

On obtient alors
/ (g(u) — g(u + w2))du € 2irwaZ
[z,z4w1]

et de méme
/ (g(u +w1) — g(u))du € 2imw1Z
[2,24wo]

/C z];/((zz)) dz € 2imQ,

ce qui est le résultat voulu. O

d’oul

2.1.3 Ordre d’une fonction elliptique

Proposition 2.1.6 Soit f une fonction elliptique non constante et z € C, alors f — z admet un
nombre n de classes de zéros (comptées avec leur ordre de multiplicité) indépendant de z. De plus,
la somme de ces n zéros ne dépend pas non plus de z (mod ).

Preuve. Cela résulte de la proposition 2.1.5 (44 et iii). En effet, f et f — 2 ont les mémes poles aux mémes ordres
donc autant de classes de zéros (comptées avec leur ordre de multiplicité), et la somme de ces zéros est la méme
(modulo ), ce qui permet de conclure. O

Définition 2.1.8 Le nombre n de la proposition 2.1.6 est appelé ordre de la fonction elliptique.
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Remarques.

i. L’ordre d’une fonction elliptique est ainsi son nombre de classes de zéros, ou encore son nombre
de classes de poles (comptés avec multiplicité).

ii. L’ordre d’une fonction elliptique dépend du réseau de référence. En effet une fonction de réseau
de périodes 2 d’ordre n est d’ordre 4n si elle est considérée comme fonction elliptique de réseau
de périodes 2. On veillera donc & considérer le réseau constitué de toutes les périodes de la
fonction pour parler de son ordre.

La proposition 2.1.5 montre ainsi qu’il n’existe pas de fonctions elliptiques d’ordre 1. En effet,
une telle fonction aurait une unique classe de poles, d’ordre 1, dont le résidu est nul, ce qui n’est
pas possible.

De méme, les fonctions elliptiques d’ordre 2 ne peuvent étre que de deux types :

i. Soit elles ont une classe de poles, d’ordre 2, de résidu nul.

ii. Soit elles ont deux classes de poles, d’ordre 1, dont les résidus sont opposés.

Proposition 2.1.7 Soit f une fonction elliptique d’ordre n. Alors il n’y a qu’un nombre fini de
complezes z tels que f — z admette des zéros d’ordre supérieur a 2.

Preuve. Les seuls points ott f — z peut avoir un zéro au moins double sont les zéros de f’ qui sont en nombre
fini car f’ est elliptique. Il y a donc moins de z qui conviennent que de zéros de f’. La proposition en résulte. O

2.2 La fonction p de WEIERSTRASS

Nous nous intéressons maintenant & l’existence de fonctions elliptiques, en introduisant la fonc-
tion p de WEIERSTRASS, et nous montrons que toute fonction elliptique s’écrit simplement en
fonction de cette derniére.

2.2.1 Définition de g

Dans toute la suite, nous noterons f(:|€2) lorsqu’une fonction elliptique est définie en fonction
d’un réseau {2 mais nous 'omettrons lorsqu’il n’y aura aucune ambiguité.

Définition 2.2.1 Soit Q un réseau et ©(-|Q2) la fonction

sz(zm):%JFZ/(ﬁ_%)

weN

Cette fonction est appelée fonction de WEIERSTRASS.

Proposition 2.2.1 Pour tout réseau ), la fonction p(-|Q2) converge uniformément sur les compacts
de la forme

D(0, R)\ | D(w,7)

we

ot D(a,d) est le disque de centre a € C et de rayon d € RT.

Preuve. On écrit que

1 1 1 1 1) = z 1 (2 2)
(z—w)? w2 w2\ (1-2)2 S w3 (1 £)2 w/’
Ensuite, si |z| < R, et |w| > 2R, |2 Z| < % et [L— 2> %, donc
1 1 10R
(z—w)?2 w2 w3
Or il n’y a qu’un nombre fini N de w € Q tels que |w| < 2R, donc, en appelant wg celui de plus petit module, on
a uniformément en u,
1 1 1
uQ < N[ =+ +10R Y ' < oo,
o] <N (5 + o )+ R YD

d’ou la proposition. O
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La fonction de WEIERSTRASS est une fonction clairement méromorphe, elliptique, en faisant le
changement w — w 4 « dans la somme qui définit g, o a € €.

On a ainsi une fonction non triviale, bien définie, dans M(C/?). On remarque que p(-|Q2) est
paire®, d’ordre 2, car elle n’a qu’une classe de poles, & savoir §2, et ces poles sont doubles.

Comme la série
d (z—w)?
we

converge uniformément sur les compacts D(0, R)\ . D(w,r) 4, on peut dériver terme & terme

la série qui définit p(-|Q2) et on trouve

P12 ==-2> (—w)

weN

we

Cette expression montre facilement que @’ (.|2) est d’ordre 3, avec une seule classe de poles, tous
triples, €.

Remarque. On peut ainsi continuer et une récurrence triviale montre que pour tout n > 3, on a

P (1) = ()" (n+ 1) Y (—w)

weN

et que p(™(.|Q) est d’ordre n + 2, et posséde une unique classe de poles, tous d’ordre n + 2, €.

2.2.2 Equation différentielle satisfaite par ¢

On se donne un réseau 2 et on définit § = min(jw|,w € Q\{0}). On notera simplement p la
fonction p(+|Q) dans toute cette section, ainsi que S, = > w™™.
Notons encore ga = g2(2) = 6054 et g3 = g3(2) = 140S6.

Proposition 2.2.2 La fonction p satisfait a I’équation différentielle

72

" =40 — g2 — g3 (2.1)

Preuve. Reprenons dans I’expression qui définit g,

1 11 1 )

et remarquons que si |z| < 6,

i.e., car la famille est sommable, et que les Ssx41 sont tous nuls,

p(z) = — + Z (2k + 1)Sap 2 22
k=1

La série des dérivées convergeant uniformément sur D(0, d), on obtient,

2 e}
ga’(z) = —Z—3 + Z 2k(2]€ + 1)52k+2 Z2k71

L’idée consiste maintenant a annuler les puissances négatives pour se ramener & une fonction elliptique entiére.
Pour cela, donnons les expressions aux premiers ordres, pour z € D(0, ),

1
p(z) = — + 35422 4+ 5S62% + 0(29)
z

2
©'(2) = ——5 + 654z + 208623 4+ O(2%)
z

3En faisant w — —w dans la somme qui la définit.
40n procéde de fagon similaire. Il n’y a qu’un nombre fini de w tels que w < 2R et si w > 2R, |z — w| > |w].
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Ainsi,

1 98

03 (2) = =5 + — + 1556 + O(=?)
z z
4 24

o (2) == — ;94 — 8056 + O(2?)
z z

Et enfin,
o (2) = 46°(2) + 920(2) + g5 = O(=?),

On voit sur le membre de gauche que la fonction ainsi trouvée est elliptique, de réseau de périodes 2. De plus,
comme p et @', elle ne peut avoir de pole qu’en 0, et le membre de droite, qui est son développement au voisinage
de l’origine, montre qu’elle n’en a pas. On conclut & ’aide du Théoréme de LiouviLLe® qu’elle est constante, et
nulle, car elle ’est en 0. O

On peut alors explicitement calculer les sommes S; en remarquant d’une part que les Sgp11
sont toutes nulles et que les expressions des Sy, se trouvent en écrivant que les coefficients du
développement précédent sont tous nuls.

Sinon, il peut étre plus commode d’utiliser le fait que p” = 6p? — %gg. Par récurrence, il est
immédiat que les Sap,, pour p > 2, s’expriment polynémialement en g, et gs, mais ce qui est le plus
remarquable, c’est que les coefficients, rationnels, sont indépendants de (2.

On a de plus que la donnée de g5 et g3 détermine entiérement la fonction g, car c’est le cas pour
tous les points de

U Pw,s) =c,

ainsi que 2 qui est I’ensemble de ses poles.
Enfin, la donnée de g3 /g3 détermine la forme du réseau puisque si

9(Q) _ ga(@)°

g3 Q) gs()*

alors il existe a € C tel que a* = g2(Q)/g2(Y), et donc g2(Q) = a2g2(Q) = g2(aQ) et de
méme g3() = g3(a)), donc au final Q = af).

1l sera donc souvent utile de calculer les coefficients g2 et g3, et compte tenu de la remarque sur
les réseaux carrés et triangulaires, on sait déja que Sg¢ = 0 donc g3 = 0 si on a un réseau carré,
et Sy = 0 donc go = 0 pour le réseau triangulaire.

2.2.3 Quelques propriétés usuelles

On considére toujours un réseau 2 =< wy,ws >.

On commence a remarquer que, pour « € C* et n € N, on a
P (a-aQ) = a7 (|0),

ce qui est immédiat lorsqu’on écrit les expressions®.

Ceci sera utile notamment lorsqu’on utilise des réseaux carrés, auquel cas
p(i-) = —p() et (i) =i'()
ou des réseaux triangulaires,
p() =Je() et o) =¢'().

On connait les poles de p et ', qui sont situés sur les points du réseau, et sont d’ordre respective-
ment 2 et 3, et on s’intéresse aux zéros.

On sait, d’aprés la proposition 2.1.5, que pour tout complexe «, il y a exactement deux classes
(éventuellement confondues) de points z tels que p(z) = « et la somme de ces deux classes est nulle
(c’est-a-dire égale au réseau lui-méme). En d’autres termes, pour tout a € C,

{z€Clp(z) =pla)} = (a) U(-a),

ou on rappelle la notation (a) = a + Q.

5Voir la proposition 2.1.2.
6Voir la derniére remarque de la section "Définition de ".
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Remarques.
i. Compte tenu de la proposition 2.1.5, il n’est pas nécessaire de distinguer le cas a € €2, les points
tels que p(z) = oo étant simplement les poles de .
ii. Ce résultat est bien en accord avec la parité de .

On voit ainsi que dans le cas (a) = (—a), a € Q, i.e.

w1 w2 w3
@e{(3):(3): ()}
avec w3 = —wj — we, ON a un point stationnaire de p, et en conséquence un zéro de g’. Or nous
avons trouvé trois classes distinctes de zéros de g’ qui est d’ordre 3, donc on les a tous.

Notons, pour ¢ € {1,2,3},
€ = ( ) ) )
on a alors les propriétés suivantes :
— Les e; sont tous distincts, encore parce que p est d’ordre 2, donc on a aussi g5 # 27g3 en
regardant le discriminant.

— Les e; sont racines de
4a° — 92T — g3

en évaluant (2.1) en w;.
— On a les relations entre coefficients et racines, en particulier e; + es + e3 = 0.

On passe aux formules d’addition et duplication qui joueront un role essentiel par la suite.

Proposition 2.2.3 (Formule d’addition) Soient z;, zo € C\Q tels que (21) # (£22). Alors on a

: (2.2)

Preuve. On considére la fonction elliptique d’ordre 3

f=¢ —ap—b
ot les nombres a et b sont choisis de telle maniére que f s’annule sur (z1) et (z2), ce qui est possible en prenant
o P (=) p(z1)e'(22) — p(22)p(21)
p(21) — p(22) p(21) — p(22)

car la condition (z1) # (£22) revient exactement & la condition p(z1) # p(z2).
En remplacant dans (2.1) o’ = f + ap + b, il vient

(f +ap +b)* = 49 — 920 — g.
Evaluons ceci en z tel que f(z) = 0, on trouve
4p(2)* — a’p(2)? — (2ab + g2)p — (B> + g3) = 0.

Ainsi, les racines du polynéme 4X3 — a2 X? — (2ab + g2) X — (b% + g3) sont les valeurs de p(z) pour z dans une
classe de zéro de f. Or ces trois classes sont (z1), (22) et (—z1 — 22), car leur somme doit &tre nulle, étant donné que
la somme des poles 1’est.

Enfin, la somme de ces racines, p(z1) + p(22) + p(z1 + 22), est égale a ia2, d’ou le résultat. O

Proposition 2.2.4 (Formule de duplication) Soit z € C\Q, alors on a

a5 2
0(22) = —20(2) + i (gé;) (2.3)

Preuve. La preuve est quasiment la méme; on considére encore la fonction elliptique

f=¢" —ap—0
ot les nombres a et b sont choisis de telle maniére que f et f’ s’annulent sur (z), ce qui est possible en prenant
W2 9?2 —p(2)" (2)
o' (2) o' (2)

Les racines du polynéme 4X3 —a?X?2 — (2ab+ g2) X — (b + g3) sont toujours les valeurs de p(z) pour z dans une

classe de zéros de f. Ces trois classes étant (z), () et (—2z), la somme des racines, 2p(z) + p(2z), est égale a %aQ.

On peut aussi appliquer (2.2) & z et z + € et faire tendre € vers 0. O
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Remarque. On peut trouver des formules similaires pour g’ en dérivant (2.2) et (2.3).
Si on définit & présent
E = {(z,y) € C*/y* = 42 — gox — g3} U {0}
alors

Proposition 2.2.5 L’application

C/Q — E
§ 2750 = (p(2),9'(2))

est bijective

Preuve. On remarque que £ est injective, car si (21) # (22), (21), (22) # (0) et p(21) = p(22), alors (z1) = (—22)
et finalement p’(z1) = ©’(22) implique que

e0e{(3)-(3)-(F))

11 est par ailleurs clair que £ est surjective, car si (z,y) € E\{oo}, il existe z € C tel que x = p(z) et on a

ce qui est contradictoire.

alors y = +¢'(z) a cause de (2.1), et quitte a changer z en —z, on a le résultat. |

Par suite, F peut étre muni d’une loi de groupe par transfert de structure, c’est-a-dire

(p(21), 9" (21)) + (p(22), 9 (22)) = (p(21 + 22), 9" (21 + 22))

ce qu’on peut explicitement exprimer a ’aide des formules (2.2) et (2.3).

Remarquons que le neutre de F est £(0), c’est-a-dire oo.

Grace & cette bijection, on peut facilement trouver les points dont ’ordre divise n € N* donné.
En effet, en appelant E,, le sous-groupe des éléments dont ’ordre divise n de F, on a, comme

FE =~ C/Q,

n ~ ~ n
donc #E, = n?.

Plus explicitement, en faisant la convention

(9(0),'(0)) = £(0) = o,

B, = {(p (a“’lTJ“b‘”) o (“‘”17”“’2» abe {0,...71—1}}.

Par exemple,
E2 = {007 (615 0)7 (625 0)7 (635 O)}7

en reprenant les notations introduites en début de section.

2.3 Le corps M(C/Q) des fonctions elliptiques

On a déja vu précédemment que ’ensemble M(C/Q) des fonctions elliptiques de réseau de
périodes donné ) formait un corps. C’est donc un sous-corps de M(C), corps des fonctions méro-
morphes sur C, contenant les fractions rationnelles en p et ¢, c’est-a-dire C(p, ). Nous verrons
ici plus en détail la structure de ce corps.
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2.3.1 Fonctions elliptiques d’ordre 2

Commencons par étudier les fonctions elliptiques d’ordre 2.
Il est assez clair que les fonctions de la forme

ap(-—20)+b
cp(-—20)+d

avec ad # bc sont elliptiques d’ordre 2. En effet, si ¢ = 0, c’est évident. Sinon, les poles d’une
telle fonction sont les zéros du dénominateur qui ne sont pas zéros du numérateur, car les poles
du numérateur sont "annulés" par ceux du dénominateur. Or la condition ad # bc impose que le
numérateur et le dénominateur ne s’annulent pas au mémes points. On sait que g est d’ordre 2,
donc cette fonction aussi.

Nous nous intéressons maintenant & la réciproque.

Proposition 2.3.1 Les fonctions elliptiques d’ordre 2 sont les fonctions de la forme

ap(-—20)+0b
cp(-—20)+d
avec ad # be.

Preuve. Soit f une fonction elliptique d’ordre 2. Montrons qu’elle est de la forme désirée.

Si la fonction f posséde un pole double, en zq, alors elle s’annule sur deux classes (éventuellement confondues)
du type (20 + @), (20 — ). Ainsi la fonction elliptique p(- — 2z0) — p(a) posséde les mémes poles et zéros aux mémes
ordre que f, et on conclut, grace au Théoréme de LiouviLLe,® que f est proportionnelle & p(- — 20) — p(a), le
coefficient de proportionnalité étant bien sir non nul.

Si f posséde deux classes distinctes de poles simples, notées (zo + ) et (20 — 3), alors elle s’annule sur deux
classes (éventuellement confondues) du type (z0 + @), (20 — @)”. La fonction elliptique

p(- — 20) — p(a)
p(- — 20) — p(B)
posséde les mémes poles et zéros aux mémes ordres que f, donc ces deux fonctions sont proportionnelles.
De plus p(a) # p(B) car sinon (o) = £(8), ce qui permet de conclure. |

2.3.2 Fonctions elliptiques quelconques
Nous cherchons ici un résultat similaire pour les fonctions paires.

Proposition 2.3.2 Toute fonction elliptique paire s’exprime comme une fraction rationnelle en la
fonction p. La réciproque étant immédiate, l'ensemble des fonctions elliptiques paires de M(C/9Q)
est donc C(p(-|92)).

Preuve. On considére une fonction elliptique paire f. Notons (da1),...,(£a;) ses classes de zéros d’ordres res-
pectifs m1,...,m; et (£b1),..., (£by) ses classes de poles d’ordres respectifs n1,...,n difféerentes de (0). Dans le cas
ott on a (a;) = (—a;) ou (b;) = (—b;), c’est-a-dire que a; ou b; appartient & (%Q) \Q, avec a; ou b; d’ordre m, on
a m pair et on fait comme si on avait deux classes d’ordre m/2.

Si on appelle

J k
o= mi—» n;
=1 =1

on a en 0 un pole d’ordre o, un zéro d’ordre —o ou ni I’un ni I’autre, suivant que o est strictement positif, strictement
négatif ou nul.
Maintenant, la fonction

[T (p — plas))™
k ;
i:l(p — (b))
posséde les mémes zéros et pdles aux mémes ordres, donc, une fois de plus, on conclut a ’aide du Théoréme de

LIOUVILLE. |
Nous sommes maintenant en mesure d’étudier toutes les fonctions de M(C/Q).
Proposition 2.3.3 Toute fonction elliptique s’écrit comme une fraction rationnelle en o et ¢,
c’est-a-dire
M(C/Q) = C(p(-1Q), 0'(-2)) = Cp(|2)) + ' (1T (p(-[))
ou de fagon plus synthétique
M(C/Q) =C(p,¢') = C(p) + ¢'C(p)

"Toujours en raison de la proposition 2.1.5.
8Voir la proposition 2.1.2.
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Preuve. La seconde égalité provient juste de (2.1), car ¢’ est de degré 2 sur C(p). Ainsi
C(p, ¢') = C(p)(p") = Clp) + ¢'C(g)-
On considére une fonction elliptique f, et on montre qu’il existe P, Q € C(X) tels que
f=Plp)+¢'Qp).
On applique pour cela la proposition 2.3.2 aux fonctions paires

frpe) e I
§

et on écrit que
f=3 G +sen+ey (P15
5

ce qui permet de conclure. O

Proposition 2.3.4 Toute fonction elliptique vérifie une équation quadratique dont les coefficients
sont dans C(p).

Preuve. On sait qu’il existe P,Q € C(X) tels que
f=Plp)+¢'Qp)

Compte tenu de la proposition 2.2.2, on a
(f = P(0)?* = Q(p)* (49° — 920 — 93) ,

d’ou la proposition. O
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Chapitre 3

Théoréme d’ABEL

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au coeur du probléme, le Théoréme d’ABEL, que nous
exposerons clairement puis démontrerons, ainsi que sa réciproque en fin de chapitre.

3.1 Présentation du probléme

3.1.1 La lemniscate

1l existe plusieurs définitions équivalentes de la lemniscate. Géométriquement, on se donne deux
points distincts du plan A et B et on définit la lemniscate comme le lieu géométrique des points M
dont le produit AM.BM est égal au carré de la demi-distance de A & B.

On peut donc aisément obtenir une équation cartésienne de la lemniscate £ ; en se plagant dans

un repére orthonormé tel que A = (—%, 0), B= (@, 0) et que la constante soit %, on obtient :

M(z,y) e L < \/(a: ?)2+y§/(az+§)2+y2:%
& (x_§) ( i) Fyt P20 1) =1
< +97)° =a% —y?

et de méme, on a I’équation polaire de la lemniscate :
2 _ o9
p° = cos(20).

La représentation de la lemniscate est la fameuse figure "infini".

3.1.2 La fonction ¢

Comme nous nous intéressons 4 la longueur de la lemniscate, il est naturel de considérer I’abscisse
curviligne s. On a ds? = dp? + p2dh? et p.dp = — sin(260).d6, donc p?dp? = (1 — p*).dH? et enfin
d
ds = —2 .
1—pt

On peut donc mesurer la longueur de l'arc de lemniscate, de 'origine & un point du premier
quadrant,

:/ﬁ (3.1)

car s croit avec p lorsqu’il décrit [0, 1]. Ainsi, si on appelle

1
w=2 [ —,
/0\/1—754

on voit que la longueur totale de la lemniscate est 2w, et on peut remarquer que w correspond, dans
le cas de la lemniscate, & 7w pour ce qui est du cercle.
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FiG. 3.1 — Représentation de la lemniscate

De plus, il est aussi possible d’exprimer p en fonction de s sur [0, &] car s croit strictement

avec p sur [0,1]. On appellera ¢ : [0, §] — [0, 1] Papplication® qui & s associe
p=9(s).
En considérant la surface de RIEMANN
V(C) ={(z,y) e C*|y* =1~ "}

associée a la courbe d’équation 42 = 1 — %, on peut considérer (3.1) comme une intégrale sur V(C),
A savoir
dx

Y

Y
qui est bien définie au moins au voisinage de 0, sur le disque de rayon 1.

La proposition suivante constitue un point primordial.

Proposition 3.1.1 La fonction ¢ peut étre prolongée en une fonction elliptique sur C de réseau
de périodes < (1 +i)w, (1 —)w >.
De plus, ce prolongement, toujours noté ¢ est

g2z [] (1—2—1) 11 <1—;—i>_1,

aEANP BEA'NP
ot A =wZ[i], N = w (1 + Z[i]), et P =R% +iRy.
Preuve. Notons provisoirement
24 2N\t
Pz z H (17£> H (17@) .
aEANP BeEA'NP
Cette fonction est bien définie et méromorphe sur C. De plus, elle est w-antipériodique, et on a facilement
Y(=s) =—¢(s) et P(is) = ih(s).
Comme ¥ ((1 £i)w + s) = —(Fiw + s) = —¢ (Li(w F 18)) = Fiy(w F is) = Liy(Fis) = ¥(s), on a bien
Y e MC/ <1+ iw, (I —iw>).

111 s’agit de la notation utilisée par ABEL, GAuss préférait la notation sinlemn(s) et on trouve encore parfois sl(s)
pour "sine of the lemniscate".
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Montrons maintenant qu’il existe A € C tel que ¥'2 = 1 — \)* et alors

¢:z~uw(5)
o

ou p* = X vérifiera ¢'2 = 1 — ¢* donc sera localement inversible, d’inverse f df ce qui permettra de conclure que ¢
peut étre prolongée a C en une fonction elliptique. Cela est équivalent a voir que

7\ 2
X = (g) -y 2+ a2 =0.

Y
Cette fonction est elliptique de réseau de périodes A et de poles les points de A U A’ a ’ordre 2. Mais en fait,
’
comme ﬁ((zz)) = % + O(23), x n’a pas de pole en 0, et de méme en tout point de A par périodicité.
’ .
2 1+, dont le résidu est? —1, que ¥~2 n’a pas de pole en ce point et que ¥ en

Comme paun pole simple en =
a un, simple, de résidu qu’on peut noter sA~! car il est non nul, on voit que x ne peut avoir en lgiw qu’un pole
simple, ce qui est impossible car ce serait une fonction elliptique d’ordre un. Par suite, la fonction x est entiére, donc
constante, et nulle, car en O(z2) au voisinage de 0.

Il suffit maintenant de montrer que A = 1. Mais comme on sait que ¢ est elliptique, il est légitime de faire
les calculs qui conduisent & la proposition 3.1.4, grace a laquelle on voit que w est un zéro de ¢. Etant donnée
I’expression de ¢, il est clair qu’elle n’a pas de zéro sur ]0, &]. Ses seuls zéros réels sont donc les points de wZ. Et
comme ¢(iz) = i¢(z), le réseau de ses zéros est carré, c’est donc que

wZ[i] = £ 2[4
“w

donc p = £1 ou pu = +i, ce qu’on cherchait. O
On a donc en particulier :

Proposition 3.1.2 La fonction ¢ est d’ordre 2. Ses zéros sont les points de A = wZli] et ses poles
sont ceur de A' = w (L + Z[i]).

Preuve. Etant donnée ’expression de ¢, il est clair que ses zéros et poles sont simples et sont les points respec-
tivement A et A’.

On a donc immédiatement 1’ordre de ¢ étant donné que son réseau minimal de périodes est < (1+)w, (1 —i)w >

et qu’il n’y a que deux zéros dans une région fondamentale de ce réseau. O

Essayons maintenant de caractériser un peu mieux la fonction ¢, en donnant quelques résultats
découverts par ABEL.

Proposition 3.1.3 On a :

Preuve. On sait, pour calculer
/ dt
s= [ ——,
1—t2
2z
1422’

2\ 2
—e = (12
1+ 22
L’idée naturelle est donc d’essayer avec t = p? et = = u?, il vient alors

202 2 1—ut\2
5 u V2u of 17p4=( u)

qu’il est judicieux de poser

car alors

T P AT a -
Ainsi _ dp "
dp=\/§mdu donc T :\/5\/14-—1#1'
On retrouve presque la méme intégrale, & un facteur prés et & un signe prés. On pose alors
1+
u = W%
ce qui permet d’avoir

p:(l—f—i)fu, 1_p4:(ﬂ)2 o dp — (1 +4) dv .
Vot 1— ot 1ot V1ot

2Ceci est un résultat général : si une fonction méromorphe f admet un péle d’ordre k en u, alors on peut 1’écrire
!’ 7
f(z) = (zg—(i))k avec g méromorphe sans pole en u et donc J;((ZZ)) = gg((zz)) — qu.
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Ainsi en intégrant, on trouve

/” dt (1+,)/“ dt
= 1 R
0o V1-—1t4 0o V1-—t4

et donc, en appelant

v dt
B 0 1T—¢%
que v = ¢(s) et
A (1 +i)$(s)
p=6((1+1i)s) = S0
V1= ¢%(s)
ce qui est le résultat attendu. O

Proposition 3.1.4 (formule de duplication de FAGNANO) La fonction ¢ satisfait d

26(5)y/T= ()

2 =
Preuve. On procéde de la méme maniére en remplacant 7 en —i, ce qui n’influence en rien les calculs précédents
et il vient
A (1 —1i)g(s)
1-— = . 3.3
$((1- ) = =2 (3.3)
On applique maintenant successivement (3.2) et (3.3), ce qui donne
- N1 —iys) = LD —D)s)
6(29) =6 (1491 =) = Tr .
puis comme . )
by —A(s) (14 ¢4(s)
P = i T (- i)
b(zs) - 20 1=6%s) _ 20()yT—4T)
VI—¢%(s) 1+ ¢%(s) L+gt(s)
O

On peut aussi montrer plus généralement la formule d’addition suivante?,
Proposition 3.1.5 (formule d’addition) La fonction ¢ satisfait, pour s et t complezes, a
P(s)y/1 — () + o(t) /1 — ¢*(s)
1+ ¢%(s)0(t) '

On est donc finalement conduit au probléme suivant :

Os +1) =

Probléme. Pour quels n € N, les

¢(2k7”) k{0, n—1}

sont-ils constructibles ?

Remarque. On peut voir que ce probléme est trés proche de celui traité au premier chapitre, o
il s’agissait de chercher tous les n € N tels que

2k
sin <Tﬂ) ke {0,..,n—1}

soient constructibles.

3.2 Démonstration du théoréme

Dans cette section, nous démontrerons le résultat suivant découvert par ABEL :

Théoréme 3.2.1 (d’ABEL) I est possible de diviser la lemniscate 4 la régle et au compas en n
parties égales sin = 2% a > 2, ou n = 2*p1pa..px, 00 & € N et oa les p;, pouri € {1,....k} sont
des nombres premiers de Fermat distincts.

Par commodité, nous introduisons ’ensemble, noté N, des nombres n de la forme n = 2%, o > 2,
oun = 2%ps..pr o @ € N et ot les p;, pour i € {1,...,k} sont des nombres premiers de Fermat
distincts.

3Voir [6] pour une démonstration.
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Remarque. Ainsi le Théoréme d’ABEL devient : il est possible de diviser la lemniscate en n
parties égales sin € N.

3.2.1 Equation différentielle vérifiée par ¢

Nous considérons ici le réseau carré ) =< 2w, 2iw >, car nous n’avons pas encore besoin du
fait que ¢ est mieux qu’elliptique de réseau de périodes . Appliquons la proposition 2.2.2, en
notant p = p(-|Q) la fonction de WEIERSTRASS associée.

Proposition 3.2.1 La fonction o vérifie I’équation différentielle

. 1
O =49 — <p. (3.4)

Preuve. 1l suffit de montrer que go = 1/4 et g3 = 0. Or on a déja remarqué, en raison de I'invariance du réseau
carré par rotation d’angle 7/2, que gz = 0. Il reste donc & calculer gs.

Rappelons que
g2 = 60 > a4
a€<2w,2iw>\{0}
11 suffit donc de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.2.2 On a

a€<w,iw>\{0}

Pour cela, nous partitionnons le réseau < %, z% > en trois, de la fagon suivante : notons A = wZ[i], nous avons

%A:AU K‘”J;w>+A}u{(§+A)u (%+A>:|

A A

Définissons maintenant ¥ = S4(A), ' = S4(A’) et ¥ = S4(A”). On a alors

16 =X+ + %"

et comme?

1+iA’:A”

il vient ¥/ = —4%/, et finalement ¥/ = —5X.
Pour trouver la derniére relation dont nous avons besoin, nous reprenons ’expression de la fonction ¢ trouvée

par ABEL, , e
s 1,675 I, 63

acANP BeEA'NP

oi P =R} +iRy.

D’ou, en considérant les dérivées logarithmiques, et en multipliant par z,

¢’ (2)
#(2)

puisque la dérivée du terme In (1 — ;—i) —1In (1 — Z—i) vaut —4z3 (a—14 — %) + O(27), et que ¥ = 4S4(A N P)

et X/ = 4S4(A' N P).

¢l

Il s’agit donc de développer z°g pour conclure. Comme on sait que

z

=14+ =)t +0(2%),

¢(z) 4t
z= e
/o V1-—tt

il vient ¢/2 =1 — ¢*.
Notons ¢(z) = z + az® + O(z9) au voisinage de I’origine, alors ¢’(z) = 1 + 5az* + O(28) et en remplacant dans
I’équation différentielle, on trouve a = —1—10, et enfin ¥/ — ¥ = —%.

Finalement, ¥ = 1—15, ce que ’on cherchait. O

4C’est I’ensemble des 252 + i%, donc bien le réseau indiqué.
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3.2.2 propositions préparatoires

Rappelons que, le réseau étant carré, on a les relations

p(i)=—p() et (i) =ip'(")
De plus, en appliquant (2.2) & z et iz, pour z € C\, il vient

"(2)—g' (iz 2
D(L+1)2) = —p()— pliz) + 4 (£0=)

i (p'<z>)2
8 \ p(z)

et finalement, en utilisant ’équation différentielle vérifiée par g,

. 2 2) — 1

p((1+1i)z) = —%% (3.5)
Et de méme, on obtient , )

pl-i) = g (36)

Proposition 3.2.3 Si p(a) est constructible, il en est de méme de p(a/2).

Preuve. Supposons p(a) constructible, alors en appliquant (3.5) & z = ﬁ, on voit que p (%) satisfait & une

équation quadratique dont les coefficients sont constructibles, donc p (%) est constructible. On procéde de méme

en faisant z = § dans (3.6) en remarquant que 151 = ﬁ, ce qui permet de conclure de la méme maniére. O

Proposition 3.2.4 Pour A\ € Q et n € N* tels que \27" ¢ Q,
A
Y on

Preuve. Le résultat est clair sin = 1 car p(w), p(iw), et p ((1 + 7)w) sont les racines de 4X3 — iX, c’est-a-dire :I:i
et 0, qui sont, tous les trois, constructibles®.

est constructible.

Ensuite la proposition précédente permet de conclure & I’aide d’une récurrence élémentaire. O
On peut maintenant relier la fonction ¢ a la fonction p grace & la proposition suivante :
Proposition 3.2.5 On a

p(a) est constructible si et seulement si ¢(«) est.

Preuve. (=) Les classes de zéros de ¢ sont (0), (w), (iw) et ((1+i)w) et ses classes de poles sont (1;%)),

(%w), (#w) et (3'23iw) (cf proposition 3.1.2). Ainsi, si on pose zg = %w et z1 = %w, on voit que

o o(2)
Y o) p0)) (0(2) — e )

posséde les mémes zéros et poles au mémes ordres, donc ces deux fonctions sont proportionnelles,

Y
v (%)
Comme p (%), ainsi que p(z0) et p(z1) sont constructibles, p’ (%) est aussi grace & I’équation (3.4), donc ¢ (%)

2
aussi, ce qui permet de conclure, car p(«) constructible implique p’(a) constructible, puis ¥ (a) et enfin ¢(a) construc-
tibles.

¢ =

(<) Comme on I’a vu lors de la proposition 3.1.1, la fonction ¢ € M(C/ < (1 + i)w, (1 — i)w >). On considére
donc le réseau 2 =< (1 + 4)w, (1 — ¢)w > ainsi que la fonction associée

F= ().
De Q = (1 +14)Q, on tire
G = 2ip (1+7)). (3.7)

5Voir la derniére remarque précédant la proposition 2.2.
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1—14
2

Dans (~2, ¢ admet pour classes de poles (%w) et ( w) et pour classes de zéros (0) et (w), ainsi on déduit

toujours du corollaire de la proposition 2.1.2 que

p—pw)
(z) = A ﬁ/ K
avec A constructible en évaluant en § car g(w) et o (%) sont constructibles étant donné (3.7).
Posons maintenant zo = 15iw. Alors les zéros de @' étant (20), (22) et (w), il vient, encore grace au Théoréme

de LIOUVILLE et en évaluant en g,

P F—plw)
4 (p — p(20)) (¥ — p(22))
On voit alors que, si ¢(«) est constructible, {(a) Pest aussi, ainsi que g(a) en reprenant la formule (3.5). O

Gréace a la proposition 3.2.5, on cherche maintenant a résoudre le probléme suivant, :

Probléme. Pour quels n € N les

2%
o (Tw) ke {0,..,n—1}

sont-ils constructibles ?

3.2.3 Preuve

On reconsidére a présent
1
E={(z,y) € C*/y* = 4a® — 2z} U{oo}

ainsi que la bijection

C/Q — E
§:z 705 0 = (p(2),9'(2)),

introduite dans la section 2.2.3, et on va suivre le méme schéma que celui utilisé pour la seconde
preuve du Théoréme de Gauss®.
On rappelle que le sous-groupe des éléments d’ordre divisant n de F,

En ~ Q/nQ

et en particulier, F,, et fini, de cardinal n2. Si de plus, on convient que (p(0), p’'(0)) = £(0) = oo,
alors on peut écrire explicitement F,,

E, = {(@ <“Zib 2w> o <“J;ib 2w>) L abe {0, .n— 1}}. (3.8)

En appliquant les formules d’addition (2.2) et duplication (2.3), on voit qu’on peut 13 aussi
trouver des fonctions rationnelles f, et g, dans Q(z,y) telles que n(z,y) = (fu(z,y), gn(z,y)).
On consideére alors o € Autg(C) un automorphisme de C laissant Q invariant, donc

o(E,) C E,,

et comme F,, est fini, on voit, comme dans la preuve du Théoréme de GAUSS, que les points
de E,, sont & coordonnées algébriques au-dessus de @ (ou infinies).
On considére ainsi ’extension galoisienne

Q € Kn,

Kn - Q(alv az, "'an2ab15 "'7bn2)a
en appelant (a;, b;) les éléments de F,, et G,, = Gal(K,,/Q) son groupe de GALOIS.

6Voir la section 1.3.

27



Alors G, agit sur E, en préservant la structure de groupe de FE,, car la loi est définie & partir
de fonctions polynomiales & coefficients rationnels, donc on a un morphisme

" G, — Aut(Ey)
Fo = ((a,b) = (a(a),0(0)))
De plus, la encore, ¢ est injectif car o € Ker(yp) doit fixer tous les a; et tous les b; donc K,
c’est donc que o = id. Ainsi

G~ 9(Gy) < Aut(E,) ~ Aut (?/n0) .
Or Q = 2wWZ + 2iwZ =~ 2wZ & 2wZ, donc

Q/nﬂ ~ Z/nZ @Z /nZa

et
Gy ~ ¢(Gr) < Aut(E,) ~ Aut (“/nz @ /nz) = GLa (“/4z) -

Hélas, nous ne pouvons pas conclure comme nous ’avions fait dans le cas du Théoréme de
GAUSS, car nous ne possédons pas assez d’informations sur ¢(G,,), et de plus, on sait que l'ordre
de GLg (%/nz) m’est jamais une puissance de 2...

Mais il reste encore une donnée dont nous ne nous sommes pas servis, a savoir que Q = Z[i](2w),
et comme Z[i] est un anneau, {2 posséde une structure de Z[i]-module de rang 1, et donc C/ est
aussi un Z[i]-module, et enfin, par transfert de structure via ¢, E devient également un Z[i]-module.

Reéutilisant & nouveau les deux relations

i) =—p() et o'(i) =ig'(),
on voit que
i(z,y) = (=, 1y).
On caractérise maintenant F, en tant que Z[i]-module.
Proposition 3.2.6 On a

E, ~ zy ni[i]
Z[i]—module

Preuve. On reprend la définition de E,,

En ~ (£9) /a ~ Qo = HIE /00 ~ 20 / i)
Z[i]—module Z[i]—module Z[i]—module
ce qui est le résultat souhaité. O

Si on appelle & présent F = Qi) et F,, = F(a1,...,an2,b1,...,b,2) = FK,, alors on a les
extensions suivantes
QCF et QC Ky,
—— —_—

7)2Z Gn
donc d’apreés la proposition 1.2.2, comme F N K, = Q,

FCF,
est galoisienne de groupe de GALOIS
Gal(Fn/F) = gn :Z /QZ X Gn (39)

De plus G,, laisse F' fixe donc en particulier ¢ et donc son action sur E, préserve la structure
de Z[i]-module. On a donc un morphisme injectif de G,, vers

Autz (En),

le caractére injectif venant toujours de la méme raison.
La proposition 3.2.6 permet de voir que

Auty)(En) =~ Autg (Zm/nl[i]) ~ (Z[i]/nzm) .
Nous serons en mesure de conclure une fois démontrée la proposition suivante :

Proposition 3.2.7 Le groupe

(0 )

est un 2-groupe si et seulement sin € N.
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Preuve. Soit z + iy € (Z[i]/nz[i])*, alors = — iy € (Z[i]/nz[i])”, et donc x2 + y? est inversible dans Z/nZ.
Réciproquement, si z2 + y? est inversible, (z + iy) :2:52 =

L’idée est maintenant d’adapter la fonction indicatrice d’EULER & notre cas, posons pour cela

@(n)=o ((Z[i]/nZ[i])*) :

La fonction ¢ est multiplicative : en effet, soient p et g premiers entre eux, on bénéficie de ’application

1 donc = + iy est inversible.

A gz = D g X2 gz
zP9 + i@?q — (EP + 2‘@,177511 + Zg‘l)

Le fait qu’il s’agisse d’un morphisme est clair, le caractére bijectif provient du Lemme Chinois, c’est-a-dire du
fait que
Z/qu ~* /vt x” /qz-
Ainsi
20/ pazti) 0 Loz <P /gy

(9 i)~ (M )" ()

&(pa) = ¢(p)&(a)-
11 reste donc a calculer @(p®) pour p premier et @ € N. On peut déja remarquer que pour a > 1,

donc

ce qui implique bien

¢(*) = p* ¢ (p),

car 22 + y? est inversible modulo p® si et seulement s’il est inversible modulo p. Les inversibles de Z[i]/paz[;) sont
donc exactement ceux de Z[i}/pz[i] modulo p et il y en a p*~! pour chaque classe modulo p.

Calculons donc maintenant @(p) pour p premier. z réel est inversible si et seulement si 2 ’est dans Z/pZ,
c’est-a-dire = € (Z/pZ)*. De méme, iy est inversible si et seulement si y € (Z/pZ)*.8

On s’intéresse maintenant aux = + ¢y avec x et y non nuls. Comme p est premier, z € {1,...,p — 1} est inversible,
donc

{z+iy|lz,ye{l,...,p—1}} ={z(1 +ia)|z,a € {1,...,p — 1}},

et z(1 4 ia) est inversible si et seulement si 1 + a? 1’est. On a donc

@(p) = (p— 1)(2 + Card{a € {1,....p — 1}|p f1 +a?}).

Card{a € {1,...,p—1}|p f1+a®} =p—1— Card{a € Z/pZ|a® = -1},

Up

et comme Z/pZ est un corps, u < 2. Si —1 est un carré et p # 2, c’est-a-dire p = 1(mod. 3) alors up =2, carily a
deux racines opposées distinctes, si —1 n’est pas un carré, up =0, et si p =2, up = 1.

Finalement, si
s
o= TTo
=1

est la décomposition élémentaire de n, alors

() = o(n) [[(pi +1 - up).

i=1
11 est maintenant clair que si ¢(n) est une puissance de 2, @(n) aussi et n € N d’aprés ce qu’on a fait dans la
preuve du Théoréme de GAuss.
Réciproquement, si n € N, ¢(n) est une puissance de 2 et pour i tel que p; # 2, p; +1—up, = p; — 1 est bien une
puissance de 2 et si p; = 2, p; + 1 — up, = p; = 2 est encore une puissance de 2, donc @g(n) est aussi une puissance
de 2. O

Grace a cette proposition et & la caractérisation des nombres constructibles ayant recours & la
théorie de GALOIS?, on vient de voir que si n € N, alors G,, est un 2-groupe, donc G,, aussi & I’aide
de (3.9) et les coordonnées des points de E,, sont constructibles, car incluses dans K.

Or c’est exactement dire que les p (afllb 2w) et o’ (%w 2w), avec a,b € {0,...n—1} sont construc-
tibles d’aprés (3.8), et en particulier les

2%
o (Tw) ke {0,..,n—1}

sont, constructibles, le théoréme 3.2.1 est donc démontré.

7C’est immeédiat en remarquant que si (x + iy)~! = a + b, alors a — ib = (x —iy) L.

80n aurait aussi pu simplement dire que si un réel ou un imaginaire pur est inversible, son inverse est du méme

type.
9Voir la proposition 1.2.2.
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3.3 Reéciproque

Passons maintenant & la réciproque. Nous allons "copier" la preuve de la proposition 1.2.1
comme énonceé a la fin du chapitre 1. Commencons par définir 'ensemble E! (correspondant & pu,,)
des éléments qui engendrent E,, comme Z[i]-module,

E;z = {(xvy) € En| < (m,y) >Z[i]—m0du1e: En}

On sait que

et que le groupe
(Z[Z]/nZM)

est un 2-groupe si et seulement si n € A/, d’aprés la proposition 3.2.7.
On introduit encore
A, =A{z |3y, (z,y) € B}

11 suffit alors de montrer la proposition suivante, car si on peut diviser la lemniscate en n parties
; * >
égales, alors I';, sera un 2-groupe, donc (ZM/ nZ[i]) aussi et n € N.

Proposition 3.3.1 Soit F = Q[i] et x € A]

', alors Uextension F' C F(x?) est galoisienne de groupe
de GALOIS

I, = Gal (F(Ig)/F) R~ (Zm/nzm)* /{41, +i}-

Nous aurons besoin pour cela de trouver les nombres premiers de Z[i],

Proposition 3.3.2 Les nombres premiers de Z[i] sont :
— les nombres +1 +14
— les a + ib avec a® + b* premier dans Z congru ¢ 1 modulo 4
— les £p et tip ou p est un nombre premier dans N congru a 3 modulo 4

Preuve. On sait déja que si z € Z][i], alors |2|2 € N.

Remarquons que les unités de Z[i] sont +1 et 44 car ce sont bien des unités et si xy = 1, alors |z|?|y|? = 1
donc |z|? est inversible dans Z, donc vaut 1.

Ensuite, Z[i] est factoriel donc ses nombres premiers sont ses irréductibles.

Il est clair que si |2|? est irréductible dans Z, alors z est irréductible dans Z[i], car si z = zy, |2]?> = |z|?|y|?.
Ainsi les a + ib, tels que a® + b? est premier dans N, sont premiers dans Z[i]. Il y a &1 44 et les a + ib avec a? + b2
premier dans Z congru & 1 modulo 4, car si a € Z, a2 =0 (mod. 4) ou a2 = 1 (mod. 4).

Cherchons & présent les nombres premiers p de Z[i] qui sont dans N. Ils sont premiers dans N et congrus a 3
modulo 4 car sinon, d’aprés le Théoréme des deux carrés'®, on peut trouver a et b tels que (a + ib)(a — ib) = p.

Réciproquement, si p = (a + ib)(c — id), avec a + ib et ¢ — id non inversibles, alors bc = ad et p = ac + bd,
donc aAb|pet aAb=1 car sinon p|a+ib et donc ¢ — id est inversible (car de module carré égal & 1). Ainsi d’aprés
le Lemme de GAuss, a|c, et de méme c|a, donc a = ec avec € = £1 et par le méme raisonnement b = ed aussi
(c’est le "méme" € car bc = ad). Enfin, p = ¢(a® + b?) = a? + b2 donc p = 2 ou p = 1 (mod. 4).

On peut alors conclure, car si |2|? n’est pas premier, on le décompose dans N en

|z|? = p1..0r.q1...qs

ou les p; sont congrus a 1 ou égaux a 2 et les g; congrus & 3. On décompose ensuite les p; en (a; + ib;)(a; — ib;)
et on a alors la décomposition dans Z[i] car tous ces facteurs sont premiers d’aprés ce qu’on a déja fait. Ainsi, si z
est premier, il divise |z|? donc est associé & un des facteurs qui est forcément un qj, sinon z est associé a a; + ib;
et |2|2 = p; est premier.

Finalement, z est de la troisiéme forme annoncée, ce qui conclut. O

Nous utiliserons aussi sans démonstration le

Théoréme 3.3.1 (de DIRICHLET) Pour tous k et n premiers entre euzr dans Z[i], il existe une
infinité de nombres premiers de Z[i] congrus a k modulo n.

10Un nombre premier de N s’écrit comme somme de deux carrés si et seulement s’il est égal & 2 ou est congru a 1
modulo 4.
De plus, cette décomposition est unique.
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Passons maintenant a la preuve de la proposition 3.3.1.
Tout d’abord, montrons que l'extension F' C F(z?) est galoisienne.

Lemme 3.3.1 Les endomorphismes de E sont de la forme
@ (z,y) = (r(z),ys(z)),
ou r et s sont des fractions rationnelles.

Preuve. En effet, si (z,y) = (r(z,y), 5(z,y)), alors, comme @(—(z,9)) = @(w, —y) = (r(z,—y), s(z,—y)) et par

ailleurs, o(—(z,y)) = —p(z,y) = (r(z,y), —s(z,y)), y n’intervient qu’avec des puissances paires dans l’expression

de r et des puissances impaires dans celle de s. On utilise ensuite que y? = 43 — I O

Maintenant, ’endomorphisme
n:(z,y) — n.(z,y)

s’écrit (r(z),ys(x)) ou r est impaire, car
(r(=x),iys(—x)) = n.(=z,iy) = ni.(z,y) = in.(z,y) = (=r(x),iys(z)).

Enfin, 72 est paire, donc est une fonction de X2 et F(x?) contient les conjugués de z2.

A présent, si )
To # (“li/nz) /(21,4401

alors on peut décomposer!!

E/tx1,40y = E,UE],

avec El et E2 non triviaux et I',-invariants.
On introduit & présent, pour i = 1,2, les ensembles'?

Ay = {2? |3y, (x,y) € By},
ainsi que les polyndémes

P(X)= J] X—a)eFX] et P=PPcF[X]
ac Al

Le fait que les coefficients de ces polynomes soient dans F' provient une fois de plus du fait qu’ils
sont invariants par T',.

En appelant m; le ppcm des dénominateurs des coefficients de P, et m = myms, on a le
polynome @ := mP € Z[i][X] et les polynomes Q; := m; P; € Z[i][X], de sorte que

Q= Q1Qs.

On va maintenant chercher & réduire modulo un certain p, pour aboutir a une contradiction.
On rappelle qu’on bénéficie sur E,, de la loi

(a+ib).(z,y) = (fa(,9), ga(@,9)) + (= fo(2,Y),igs(z, 1)) -

Lemme 3.3.2 On peut trouver a + ib premier dans Z[i] et ( € E} tels que (a + ib).( € E2, avec
de plus p = a® + b2 supérieur strictement @ md°(P), et a # 0, b # 0.

11On sépare les orbites qui sont au moins au nombre de deux par hypothése.
121] est clair que oo ¢ Af car (0o, o) n’engendre pas Fj,.
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Preuve. On prend pour cela ¢ € EL et n € E2, donc il existe k + il € Z[i] premier avec n tel que n = (k + il).C,
car ¢ € E/,. On considére aussi ¢ € N premier ne divisant pas n. D’aprés le Théoréme de DIRICHLET, il existe un
complexe a + ib premier dans Z[i], congru a k + il modulo n, et congru & 1+ 4 modulo g, car n A ¢ = 1 donc ces deux
congruences reviennent a une seule a ’aide du Théoréme Chinois. On a ainsi encore (a+1b).( =7 vu que n.{ = co
et a et b non nuls car ils sont tous les deux congrus a4 1 modulo ¢q. On peut de plus supposer que p = a + b > d°(P)

car on a une infinité de nombres premiers qui conviennent. O

On a donc p =1 (mod. 4), et on se place dans'?
x

EF,) = {(z.y) €F," |y* = 4a® = T} U{oc}.

Dans F,, on note i, une racine de —1, on choisit i, = —ba~! (on verra plus tard pourquoi ce
choix est judicieux). Son action sur la courbe elliptique est donnée par i,.(z,y) = (—x, ipy).

Lemme 3.3.3 Les endomorphismes de E(F,) sont de la forme
¢ (2,y) = (r(2), ys(z)),
ou r et s sont des fractions rationnelles.

Preuve. La preuve est exactement la méme que celle du lemme 3.3.1. O

Considérons un endomorphisme ¢ et notons (X,Y) = ¢(z,y). Alors

aX _ ) ds
Y  s(x)
On note
W
7 s(a)

On peut montrer dans le cas général que ¢, ne dépend pas de x mais nous n’en n’aurons pas besoin
ici. En revanche, on va montrer :

Lemme 3.3.4 On a
Catip = o+ 1.
Preuve. Commencgons par montrer que pour i et @2, on a
Cor+pa = Co1 T Copp-

En effet, si (z1,y1) + (z2,y2) = (z3,y3), alors on a

Lo
T3 = Ju” — @1 — 2 et  y3=—y1 +u(z1 —z2),
ou
Yir — Y2
u= """
1 — T2
On veut montrer que dy% + dy% = %, il suffit pour cela de voir que
Org Y3 ot Org Y3
or1 0 Ox2 2
Or la premiére condition s’écrit
u [ _dyr _ u _
-1+ 1 {25(@ —x2) — 2(y1 — y2)| (w1 — z2) 2=_1+ Z[&m + dxo — u2]yl 1,
1

or y? = 4$? - iazi pour ¢ = 1,2, donc 2y1% = 12:73% - % et on obtient alors

1
(1233% - Z) (w1 — @2) — 291 (31 — y2) = (8z1 + dw2) (21 — 22)% — (y1 — ¥2)?,

13Comme p # 2, 4 est bien inversible dans Fp.
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et en remplagant y? par 4113 — %xi on vérifie bien cette égalité. On procéde de méme pour montrer "autre égalité.

Maintenant, 1.(z,y) = (z,y) et i.(z,y) = (—z,4y) donc c¢1 =1 et ¢; =i, et par suite,

Catip =+ 0.

On peut considérer une autre notion, celle de degré d’un morphisme ¢ : (z,y) — (r(x), ys(z))
qu’on définit comme le degré de la fraction rationnelle r, c’est-a-dire le maximum des degrés de son
numérateur et de son dénominateur si elle est écrite sous forme irréductible.

&°(p) = d°(r) = max{d*(d),d*(n)} sir= % avec n Ad = 1.

C’est donc le nombre d’antécédents d’un point générique, car ¢(x,y) = (r(x),ys(x)) = (u,v) si
et seulement si u = r(z) et y = #, et comme la valeur de = détermine de fagon unique celle de y,
il y a bien d°(p) points qui conviennent.

Lemme 3.3.5 En particulier
d(a+1iB) = o + 5%

reuve. n salt que, sur £, 1 a a® + points (x,vy) tels que
P On sait E,ily a o? 4 82 point tel

(a+1iB).(z,y) = (zo,y0)

pour (zo,yo) générique. Si ’on pose
(e +14B).(z,y) = (r(z),ys(z)),

c’est donc que 7(X) — xo posséde o + (32 racines. Ainsi r est de degré a® 4 32 et, sur E(F,), si on note
(o +148).(z,y) = (F(z),y3(z)),

les relations définissant la somme étant les mémes, 7 est la réduction de r modulo p, elle est donc aussi de degré o+ 32
car les coefficients dominants du numeérateur et du dénominateur de r sont des puissances de 2, étant données les
relations (2.2) et (2.3). g

Revenons & notre morphisme

a+ib: (2,y) — (a+id).(e.y) = (r(z), ys(a)),

on a vu que cqigp = a+ib = a — b*a"! = pa~! = 0 (mod. p) et d°(a + ib) = p. Mais dire

que r'(X) = 0 (mod. p) revient & dire que 7 est une fraction rationnelle en X?, donc il existe une
fraction rationnelle p telle que 7(X) = p(XP).

Ajoutons a cela le fait que d°(r)= p, on voit qu’il existe des constantes x, A, u, v, avec Kk et u
non toutes nulles, telles que

KXP 4+ A
r(X) =2 A

uXP +v

Mais comme r(c0) = 0o, u = 0 et on peut supposer que v = 1 car on travaille & une constante

multiplicative preés.

Enfin, il y a trois points d’ordre deux sur la courbe, & savoir (0,0) et (:I:i, 0). Comme iy, laisse
le premier invariant et échange les deux autres, on a

donc A =0et k = £1.

Compte tenu de ce qu’on sait déja, le polynéme
D .= mPl(X) A PQ(XP) = le(X) A QQ(XP),

de Z[i][X] (toujours d’aprés le Lemme de GAUSS) est non trivial, ainsi que sa réduction D
modulo p, car pAm = 1 donc le coefficient dominant dans Z[][X] de sa dérivée est non nul dans F,,.
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On peut maintenant conclure de la méme maniére que dans la preuve de la proposition 1.2.1,
car Q = Q1Q2 est séparable!?, mais il existe z € F, tel que

Q1(zP) =Q1(x)» =0 et Q2(aP) = Qa(£xP) =0,

ce qui est impossible.

Ceci achéve la preuve de la réciproque du Théoréme d’ABEL.

14V que sa dérivée est non nulle car p est premier avec le degré de P.
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