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IntrodutionEn 1796,Gauss déouvre le moyen de onstruire, à la règle et au ompas, un polygone régulier à
17 otés, qu'il donne dans Disquisitiones Arithmetiae [3℄. Nous n'exposerons pas ii ette onstru-tion fastidieuse et sans grand intérêt théorique1. Il montre plus généralement qu'on peut déouperle erle à la règle et au ompas en n parties égales si et seulement si n est de la forme 2α, α ≥ 2,ou 2αp1p2...pk où α ∈ N et les pi, pour i ∈ {1, ..., k} sont des nombres de Fermat premiers etdistints, 'est-à-dire premiers de la forme 22r

+ 1 ave r ∈ N, grâe à sa théorie des nombres y-lotomiques. Sa théorie s'applique en outre à une lasse beauoup plus large que elle des fontionsirulaires (sin, cos, ...), et il onnaît une grande partie de la théorie de es fontions, atuellementonnues sous le nom de fontions elliptiques, sur lesquelles Abel et Jaobi ont ensuite travaillé.Après s'être intéressé au as du erle, Gauss exhibe une méthode qui permet de diviser lalemnisate en inq parties de même longueur à la règle et au ompas, e qui prouve qu'il pressentaità l'époque la multipliation omplexe des fontions elliptiques.Fortement intrigué par les travaux de Gauss et le mystère qui les entoure, Abel se penhe sures derniers et pose les fondements de la théorie des fontions elliptiques, ave notamment le résultat,très prohe de elui de Gauss, disant qu'on peut diviser la lemnisate à la règle et au ompas en nparties égales si n = 2α, α ≥ 2, ou n = 2αp1p2...pk où α ∈ N et les pi, pour i ∈ {1, ..., k}, sont desnombres premiers de Fermat distints.Dans un premier temps, nous formaliserons la notion de onstrution à la règle et au ompas,et nous établirons le Théorème de Gauss par des moyens modernes, à l'aide de la théorie desorps d'une part et grâe à la théorie de Galois d'autre part, puis nous nous intéresserons à uneétude suinte des fontions elliptiques, pour �nalement démontrer le Théorème d'Abel et saréiproque grâe à ette lasse de fontions.

1Voir [1℄ pour la méthode utilisée par Gauss, ainsi qu'une onstrution plus élégante due à H. W. Rihmond en1893. 2



Chapitre 1Théorème de GaussDans e hapitre, nous dé�nirons les nombres onstrutibles et exposerons une démonstrationdu Théorème de Gauss. Nous noterons C(A, r), où r ≥ 0, le erle de entre A et de rayon r,et si a ∈ C, Pa le point du plan omplexe d'a�xe a, i.e de oordonnées (Re(a), Im(a)). On noteraenore A�(P ) l'a�xe du point P , autrement dit P = PA�(P ).1.1 Nombres onstrutibles1.1.1 Dé�nitionsOn se donne deux points distints O et I du plan, appelés points de base et on herhe àaratériser les points que l'on peut onstruire à l'aide de la règle et du ompas, à partir de eux-i.On dé�nit ainsi par réurrene un ensemble de points, appelés points onstrutibles à la règle et auompas. On ommene par
Ω0 = {O, I},et on dé�nit ensuite Ωn+1 à partir de Ωn. On a droit à deux types de onstrutions : on peut soittraer la droite qui passe par deux points de Ωn, soit traer le erle de entre un point et de rayonla distane entre deux points de Ωn. De tels erles et droites sont dits onstrutibles à la règle etau ompas. On prend alors pour Ωn+1 l'ensemble des points d'intersetion de deux tels éléments.On dé�nit en�n l'ensemble des points onstrutibles à la règle et au ompas par
Ω =

⋃

n∈N

Ωn.Pour simpli�er, on appellera onstrutibles les objets onstrutibles à la règle et au ompas.Il est alors lair que le symétrique I ′ de I par rapport à O est onstrutible, ainsi que lamédiatrie de [II ′] et le point J image de I par la rotation de entre O et d'angle π
2 .Pour formaliser ei, nous sommes onduits à le dé�nition suivante :Dé�nition 1.1.1 Un point α ∈ C est dit onstrutible à la règle et au ompas ou plus simplementonstrutible s'il est l'a�xe d'un point onstrutible du plan dans le repère (O, I, J).Cette dé�nition permet de travailler dans C, plut�t que sur le plan, et ainsi, de se ramener àdes propriétés plus algébriques que géométriques.1.1.2 Propriétés immédiatesOn a aisément la proposition suivante :Proposition 1.1.1 Si les droites onourantes D et D′, les points A et B, ainsi que α ∈ C sontonstrutibles, il en est de même de :� la perpendiulaire à D passant par A� la parallèle à D passant par A� le milieu de [AB]� la médiatrie de [AB] 3



� les bissetries des angles déterminés par D et D′� le erle de entre A et de rayon |α|� le erle de diamètre [AB].Preuve. Cei résulte de onstrutions élémentaires, et du fait que |α| est la longueur du segment [OC] si α estl'a�xe de C. �Remarque. On a alors immédiatement que a est onstrutible si et seulement si Re(a) et Im(a)le sont, en onsidérant les parallèles aux axes, et si a est onstrutible, il en est de même de |a|.1.1.3 Corps des nombres onstrutiblesOn s'intéresse maintenant à la struture de l'ensemble des nombres onstrutibles. On se plaedans le as où O est le point d'a�xe 0, et I elui d'a�xe 1.Proposition 1.1.2 L'ensemble, noté C, des nombres onstrutibles est un sous-orps de C onte-nant Q + iQ.Remarques.i. Tout sous-orps de C ontient 1, don Z par stabilité par addition et don Q par stabilité parpassage à l'inverse.ii. De la propriété et de la remarque préédente, il résulte que a est onstrutible si et seulementsi ā l'est.Preuve. Montrons dans un premier temps que C est un sous-orps de C.Il est lair que C ⊆ C.Comme 1 est l'a�xe de I, il est dans C. De même, J = Pi don i ∈ C.Le nombre −a est l'a�xe du symétrique de Pa par rapport à O, une des intersetions de C(O, |a|) et de (OPa),et a + b est l'a�xe d'une des intersetions de C(Pa, |b|) et de la parallèle à (OPa) passant par Pb, don C est unsous-groupe de (C,+).Comme
(x+ iy).(u+ iv) = xu− yv + i(xv + yu),il su�t de montrer que pour a, b réels, ab ∈ C. Or dans e as, Pab est l'intersetion de (OI) et de la parallèle à (JPb)passant par Pia.En�n, si a ∈ R∗, P1/a est l'intersetion de (OI) et de la parallèle à (IPia) passant par J . Et si a ∈ C∗, a = |a|eiθoù 1

|a|
est onstrutible, don par multipliation eiθ l'est aussi, ainsi que e−iθ et �nalement 1

a
= 1

|a|
e−iθ aussi. Ona ainsi un sous-orps de C.Le deuxième point de la proposition est simple, i ∈ C et Q ⊆ C don Q[i] = Q + iQ ⊆ C, e qui termine la preuve.

�Proposition 1.1.3 Le orps C est stable par passage à la raine arrée, 'est-à-dire que, si a ∈ Cet a = b2, alors b ∈ C.Preuve. Commençons par le as réel. Soit a ∈ C ∩ R+, montrons que √
a ∈ C.Considérons A = P1+a, le erle de diamètre [OA] et l'intersetion P de e erle ave la parallèle à (OJ) passantpar I du demi-plan supérieur. Alors OPA est retangle et homothétique à OIP et PIA, e qui montre que

IP

IO
=
IA

IPdon IP =
√
a et √

a = Im(A�(P )) est onstrutible.Dans le as général, a = |a|eiθ et ses deux raines sont ±
p

|a|ei θ
2 , et omme P

e
i θ
2

est une des intersetions duerle trigonométrique et de la bissetrie de (OI) et (OPeiθ ), si a est onstrutible, eiθ aussi (omme préédemment),puis ei θ
2 et en�n ±

p
|a|ei θ

2 . �1.2 Caratérisation des nombres onstrutiblesOn verra deux aratérisations des nombres onstrutibles, la première à l'aide de tours d'ex-tensions quadratiques de Q et la seonde en utilisant la théorie de Galois.4



1.2.1 Première approheOn rappelle que L est une extension du orps K, notée K ⊆ L, si K est un sous-orps de L. Enonsidérant L omme un K-espae vetoriel, on dé�nit le degré de L sur K si la dimension de Len tant qu'espae vetoriel est �nie, omme étant ette dimension, notée [L : K]. Dans e as, onparle d'extension �nie. Pour une extension de degré 2, on parlera d'extension quadratique. On a lapropriété lassique, pour des extensions �nies K ⊆ L et L ⊆ M , K ⊆ M est �nie et
[M : K] = [M : L][L : K].Si K ⊆ L est une extension de orps, a ∈ L est dit algébrique sur K s'il annule un polyn�menon nul de K[X ], il est dit transendant (sur K) dans le as ontraire. Tout nombre algébrique aadmet un polyn�me minimal sur K, i.e un polyn�me irrédutible unitaire qui l'annule. On dé�nitalors le degré de a (sur K) omme le degré du polyn�me minimal, ou enore [K(a) : K], ar K(a)est engendré, en tant que K-espae vetoriel, par la base des (ai) pour 0 ≤ i ≤ n − 1.Nous allons maintenant démontrer le théorème suivant,Théorème 1.2.1 Le omplexe α est onstrutible si et seulement s'il existe une tour d'extensionsquadratiques

Q ⊂ L1 ⊂ ... ⊂ Lntelle que α ∈ Ln.Nous ommençons par établir le lemme suivantLemme 1.2.1 Soient α, β, γ trois omplexes ave α 6= β. Alors les oe�ients des équations arté-siennes de (PαPβ) et de C(Pα, PβPγ) sont respetivement dans Q(i, α, ᾱ, β, β̄) et Q(i, α, ᾱ, β, β̄, γ, γ̄).Preuve. La droite (PαPβ) a pour équation
xi(−α+ ᾱ+ β − β̄) + y(β + β̄ − α− ᾱ) + i(αβ̄ − ᾱβ)et le erle C(Pα, PβPγ)

(x− α+ ᾱ

2
)2 + (y − α− ᾱ

2i
)2 − (β − γ)(β̄ − γ̄) = 0qui sont bien de la forme voulue. �Puis nous montrons le théorème 1.2.1.Preuve. (⇒) Notons 0, 1, i, α1, α2, ..., αk = α les a�xes des points qui ont servi à onstruire le point Pα,K0 = Q(i)et pour j ∈ {1, ..., k}, Kj = Q(i, α1, ᾱ1, α2, ..., αj , ᾱj). Le nombre i n'est pas indispensable, mais on peut tout demême l'ajouter pour simpli�er les hoses.On a déjà la tour d'extensions Q ⊆ K0 = Q(i) ⊆ K1 ⊆ ... ⊆ Kk et α ∈ Kk. Il su�t don de montrer que

∀j ∈ {0, ..., k − 1}, [Kj+1 : Kj ] ∈ {1, 2}pour onlure, en onsidérant ensuite les Lj ordonnés et tels que {Lj , j ∈ {1, ..., n}} = {Kj , j ∈ {1, ..., k}}, ar onsait déjà que Q ⊆ Q(i) est quadratique.On a
Kj+1 = Kj(αj+1, ᾱj+1) = Kj(Re(αj+1),Im(αj+1))Distinguons les trois as possibles :� Le point Pαj+1

est à l'intersetion de deux droites, alors Re(αj+1) et Im(αj+1) sont solutions d'un systèmelinéaire à oe�ients dans Kj d'après le lemme, don restent dans Kj et Kj+1 = Kj .� Le point Pαj+1
est à l'intersetion d'une droite et d'un erle dont les équations ont leurs oe�ients dans Kjd'après le lemme. Grâe à l'équation de la droite, on peut exprimer une des inonnues x omme ombinaisonlinéaire à oe�ients dans Kj de l'autre (y) et de 1. On reporte x dans l'équation du erle et on trouve que yest solution d'une équation de degré 2 à oe�ients dans Kj don [Kj(y) : Kj ] ≤ 2. Et omme x ∈ Kj(y), ona [Kj+1 : Kj ] ≤ 2.� Le point Pαj+1
est à l'intersetion de deux erles dont les équations normalisées (i.e. dont les oe�ients de x2et y2 sont égaux à 1) ont leurs oe�ients dans Kj d'après le lemme. Alors on se ramène au as préédent ensoustrayant une des équations à l'autre.Dans tous les as, on trouve bien que [Kj+1 : Kj ] ≤ 2.

(⇐) Réiproquement, si on dispose d'une tour d'extensions quadratiques Q = L0 ⊆ L1 ⊆ ... ⊆ Ln, alors
∀j ∈ {0, ..., n}, Lj ⊆ CEn e�et, L0 ⊆ C et si Lj ⊆ C, montrons que Lj+1 ⊆ C. Soit a ∈ Lj+1\Lj , alors il est algébrique de degré 2 sur Lj ,et il existe u, v dans Lj tels que a2 + 2au+ v = 0. Ainsi

a = −u± boù b est tel que b2 = u2 − v. D'après la proposition 1.1.3, a ∈ C. �Nous déduisons, de e théorème, un orollaire, onnu sous le nom de Résultat de Wantzel,permettant de montrer rapidement qu'un nombre n'est pas onstrutible.5



Corollaire. Tout nombre onstrutible est algébrique sur Q et son degré est une puissane de 2.Preuve. Soit α onstrutible. On onsidère la tour du théorème ; alors, d'une part,
[Ln : Q] = [Ln : Ln−1]...[L1 : Q] = 2net d'autre part,

[Ln : Q] = [Ln : Q(α)][Q(α) : Q]d'où le résultat, ar [Q(α) : Q] | 2n. �On en déduit notamment que les nombres onstrutibles sont algébriques, et don, en notant Qla l�ture algébrique de Q dans C, on a Q(i) ⊆ C ⊆ Q. On a, en partiulier, que C est dénombrable vuque Q l'est. Cei permet, par exemple, de montrer que la quadrature du erle ou la dupliation duube sont impossibles, ar il reviennent à onstruire π qui est transendant et 3
√

2 qui est algébriquede degré 3 sur Q1.Corollaire. L'ensemble C est le plus petit sous-orps de C stable par passage à la raine.Preuve. En e�et, C est stable par passage à la raine et si K l'est, C ⊆ K ar si α ∈ C, on dispose d'une tourd'extensions quadratiques Q = L0 ⊆ L1 ⊆ ... ⊆ Ln, ave α ∈ Ln et
∀j ∈ {0, ..., n}, Lj ⊆ KEn e�et, L0 ⊆ K et si Lj ⊆ K, montrons que Lj+1 ⊆ K. Soit a ∈ Lj+1\Lj , alors il est algébrique de degré 2 sur Lj ,et il existe u, v dans Lj tels que a2 + 2au+ v = 0. Ainsi

a = −u± boù b est tel que b2 = u2 − v. Par stabilité, b ∈ K et a aussi. �1.2.2 Deuxième approheNous utiliserons ii la théorie de Galois pour aratériser les omplexes onstrutibles. Rappe-lons ii quelques résultats basiques dont nous nous servirons.Commençons par un résultat très lassique dont nous adapterons la démonstration au as plusomplexe de la lemnisate en �n de rapport.Proposition 1.2.1 Soit ζn une raine primitive n-ième de l'unité, alors Q ⊆ Q(ζn) est galoisiennede groupe de Galois Gal (Q(ζn)/Q

)

≈
(

Z/nZ

)∗
.Preuve. Il est lair que l'extension est galoisienne, ar Q(ζn) est le orps de déomposition du polyn�me sépa-rable Xn − 1.Appelons Un l'ensemble des raines n-ièmes de l'unité et µn l'ensemble des raines primitives n-ièmes de l'unité.On sait que

G := Gal�Q(ζn)/Q

�agit par permutation des raines de Xn − 1 don
G →֒ Aut(Un) ≈

�
Z/nZ

�∗
≈ µn.L'identi�ation étant Aut(Un) ≈ µn

σ 7→ σ(ζn)
.Ainsi, si

G 6≈
�

Z/nZ

�∗
,alors on peut déomposer2

µn = µ1
n ∪ µ2

n,ave µ1
n et µ2

n non triviaux et stables par G.De plus, on sait que le n-ième polyn�me ylotomique,
φn(X) =

Y
ζ∈µn

(X − ζ) ∈ Z[X].Don on peut érire φn = F 1F 2 ave pour i valant 1 ou 2,
F i(X) =

Y
ζ∈µi

n

(X − ζ) ∈ Z[X],1Voir [1℄ pour des énonés similaires plus omplets.2On sépare les orbites qui sont au moins au nombre de deux par hypothèse.6



le fait que es polyn�mes sont à oe�ients entiers provenant déjà du fait qu'ils sont invariants par G don àoe�ients rationnels, ensuite du Lemme de Gauss3, les polyn�mes onsidérés étant unitaires et Z intégralementlos.Maintenant, on peut trouver ζ ∈ µ1
n et p premier tels que ζp ∈ µ2

n. En e�et, on prend η ∈ µ1
n et δ ∈ µ2

n, alorsil existe des nombres premiers p1, ...pk tels que δ = ηp1 ...pk , et on prend alors ζ = ηp1 ...pj et p = pj+1 pour unertain j ∈ {0, ...k− 1} (dans le as j = 0, on prend ζ = η).Par suite, les polyn�mes F 1(X) et F 2(Xp) ne sont pas premiers entre eux, et leur pgd D ∈ Z[X] est unitaire.On réduit en�n modulo p et on trouve
φn = F 1F 2ave φn séparable ar il divise Xn − 1 qui est séparable étant donné que sa dérivée vaut nXn−1 6= 0 et que p∧n = 1vu que ζp ∈ µn.Mais D 6= 1, il a don une raine dans une l�ture de Fp. Sa puissane p-ième est don raine de F 1 et F 2, equi est impossible ar φn est séparable.C'est don que

G ≈
�

Z/nZ

�∗
,e qu'on voulait démontrer. �On en déduitCorollaire. Le polyn�me φn est irrédutible et est don le polyn�me minimal de ζn sur Q. Il estaussi de degré

o
(Gal(Q(ζn)/Q

))

= ϕ(n),où ϕ représente l'indiatrie d'Euler.On rappelle à présent, sans démonstration4, un résultat utile sur les extensions omposées,Proposition 1.2.2 Si K ⊆ L1 et K ⊆ L2 sont galoisiennes, alors il en est de même de K ⊆ L1∩L2et K ⊆ L1L2. De plus, on aGal (L1L2/K

)
= Gal (L1/K

)
×Gal(L1∩L2/K) Gal (L2/K

)
,où G1 ×G G2 désigne le produit �bré de G1 par G2 au-dessus de G.En partiulier, si on onsidère x1, x2, ...xn algébriques sur Q tels que pour tout i ∈ {1, ..., n},

Q ⊆ Q(xi)est galoisienne, alors Q ⊆ Q(x1, ...xn) l'est aussi, ar Q(x1, ...xn) = Q(x1)Q(x2)...Q(xn).Par la suite, on utilisera le résultat simpli�é où L1 ∩ L2 = K et donGal (L1L2/K

)
= Gal (L1/K

)
×Gal (L2/K

)
,ave ii un produit lassique.On revient maintenant à la aratérisation des nombres onstrutiblesThéorème 1.2.2 Un nombre omplexe est onstrutible si et seulement s'il est dans une extensiongaloisienne de Q dont le groupe de Galois est un 2-groupe.Preuve. Nous utilisons la aratérisation vue à la setion préédente.

(⇒) Soit α onstrutible. Alors il existe une tour d'extensions quadratiques Q ⊆ L1 ⊆ ... ⊆ Ln telle que α ∈ Ln.Montrons alors par réurrene sur n qu'il existe une extension galoisienne Q ⊆ K telle que Ln ⊆ K et
o
�Gal�K/Q

��soit une puissane de 2.Le as n = 1 est immédiat en prenant K = L1 ar une extension quadratique est toujours galoisienne. Il su�tdon de montrer que si
Q ⊆ K ⊆ L| {z }d° 2

et K ⊆ F| {z }d° 2r

,3On rappelle que si A est un anneau intégralement los ('est-à-dire A intègre et intégralement los dans sonorps des frations Fra(A)) et que P = QR, ave P ∈ A[X] unitaire et Q,R ∈ Fra(A)[X] unitaires, alors en fait
Q,R ∈ A[X].Plus généralement, si A ⊆ B est une extension d'anneau et P = QR, ave P ∈ A[X] unitaire et Q,R ∈ B[X]unitaires, alors les oe�ients de Q et R sont entiers sur A.4Voir [4℄ pour une démonstration de e résultat. 7



ave Q ⊆ F galoisienne, alors il existe
L ⊆ E| {z }d° 2spour un ertain s, ave Q ⊆ E galoisienne, en appliquant ei à K = Ln et L = Ln+1.On peut alors érire L = K(

√
α) pour un ertain α ∈ K. Soit

P (x) =
Y
σ∈ωα

�
x2 − σ(α)

�
∈ Q[x],où ωα est l'orbite de α sous l'ation de Gal(F/Q), ar il est invariant par Gal(F/Q). De plus, P est séparable arles σ(α) sont non nuls et distints deux à deux.Soit

E = DeK(P ),alors [E : K] est une puissane de 2 ar P est un produit de fateurs quadratiques, et √α ∈ E puisque id ∈ Gal(F/Q),et par suite L ⊆ E ave [E : L] = [E : K]/2 = 2s pour un ertain s.En�n, omme Q ⊆ F est galoisien, F = DeQ(Q), et si R = P ∨ Q ∈ Q[x], alors R est séparable et ses rainessont elles de P et Q, don E = DeQ(R) et Q ⊆ E et galoisienne.
(⇐) Si α est dans une extension galoisienne Q ⊆ L de degré 2n, alors un Théorème de Cauhy a�rmequ'il existe, dans G := Gal(L/Q), un sous-groupe d'ordre 2, noté H. Alors G/H est d'indie 2 ; on le note H1. Maisomme H1 est trivial ou enore un 2-groupe, on peut reommener et trouver

Hn = {id} ⊂ Hn−1 ⊂ ... ⊂ H1 ⊂ H0 = G,ave [Hi+1 : Hi] = 2 et alors
Q = LHn ⊂ LHn−1| {z }d° 2

⊂ ... ⊂ LH1 ⊂ LH0| {z }d° 2

= L,ave α ∈ L, e qui montre bien que α est onstrutible. �1.3 Théorème de GaussNous pouvons maintenant démontrer le Théorème de Gauss. Énonçons-le tout d'abord pré-isément :Théorème 1.3.1 (de Gauss) Un polygone régulier à n otés est onstrutible à la règle et auompas si et seulement si n est de la forme 2α, α ≥ 2, ou 2αp1p2...pk où α ∈ N et où les pi,pour i ∈ {1, ..., k}, sont des nombres de Fermat premiers et distints.Preuve. Nous allons nous servir de la aratérisation qui fait intervenir la théorie de Galois. Il est lair que leproblème revient à herher tous les ζn = ei
2π
n onstrutibles, pour n ≥ 3.On sait que Q ⊆ Q(ζn) est galoisienne, et Gal �Q(ζn)/Q

� est isomorphe à �Z/nZ

�∗ don est d'ordre ϕ(n). Si
n =

kY
i=0

pαi
iest la déomposition élémentaire de n, on voit que n onvient si et seulement si

ϕ(n) =
kY
i=0

(p
αi
i − p

αi−1
i )est une puissane de 2, e qui est le as si et seulement si

∀i ∈ {0, ..., k}, pαi
i − pαi−1

i = pαi−1
i (pi − 1)en est une, i.e. soit pi = 2 et αi est quelonque (le as αi = 0 revient à dire que pi 6 | n), soit pi 6= 2, αi = 1 et pi estde la forme 2mi + 1.Mais omme les seuls nombres premiers de la forme 2m + 1 sont des nombres de Fermat (ar si m admet unfateur impair q, alors 2m + 1 = (2

m
q )q − (−1)q se fatorise par 2

m
q + 1 d'après Bernoulli) et, ompte tenu de laondition n ≥ 3, on a bien le résultat annoné. �Nous nous intéressons maintenant à une seonde preuve qui peut sembler plus ompliquée àpremière vue, mais qui sera utile pour la suite, ar nous démontrerons le Théorème d'Abel ensuivant le même shéma.
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Preuve. Soit C = {(x, y) ∈ R2, x2 + y2 = 1} le erle unité de R2, et
ξ :

R/2πZ → C
t 7→ (cos t, sin t)Il est lair que ξ est bijetive, et on béné�ie don d'une struture de groupe sur C par transfert de elle de R/2πZ.Conrètement, (cos x, sinx) + (cos y, sin y) = (cos(x+ y), sin(x+ y)), 'est-à-dire en utilisant les formules d'additionpour sin et cos,

(a, b) + (c, d) = (ac − bd, ad+ bc),le neutre de C étant ξ(0) = (1, 0).Par une réurrene immédiate, on voit qu'il existe des fontions polyn�miales fn et gn dans Z[x, y] tellesque n(x, y) = (fn(x, y), gn(x, y)) (fn+1(x, y) = xfn(x, y) − ygn(x, y) et gn+1(x, y) = yfn(x, y) + xgn(x, y)). Ainsil'ensemble
Cn = {(x, y) ∈ C, fn(x, y) = 1 et gn(x, y) = 0}des points du erle d'ordres divisant n est isomorphe à

Cn ≈ 1

n
R/2πZ ≈

�
2π

n
Z

�
/2πZ ≈ Z/nZ.En partiulier Cn est �ni. Soit maintenant σ ∈ AutQ(C) un automorphisme de C laissant Q invariant, alors

σ (fn(x, y)) = fn (σ(x), σ(y)) et σ (gn(x, y)) = gn (σ(x), σ(y)) ,don
σ|Cn

: Cn → Cn.Mais omme Cn est �ni, si (a, b) ∈ Cn, alors l'ensemble
Σa = {σ(a), σ ∈ AutQ(C)}est �ni ; 'est don que a est algébrique sur Q, ar il est annulé parY
σ∈Σa

(X − σ(a)) ∈ Q[X],et de même b l'est aussi.On peut don onsidérer l'extension galoisienne
Q ⊆ Kn,où

Kn = Q(a1, a2, ...an, b1, ..., bn),en appelant (ai, bi) les éléments de Cn, ainsi que Gn = Gal(Kn/Q).Alors Gn agit sur Cn en préservant la struture de groupe de Cn ar la loi est dé�nie à partir de fontionspolyn�miales à oe�ients rationnels, don on a un morphisme
ϕ :

Gn → Aut(Cn)
σ 7→ ((a, b) 7→ (σ(a), σ(b)))De plus, il est lair que ϕ est injetif ar σ ∈ Ker(ϕ) doit �xer tous les ai et tous les bi don Kn ; 'est donque σ = id. Ainsi

Gn ≈ ϕ(Gn) ≤ Aut(Cn) ≈ Aut(Z/nZ) ≈ (Z/nZ)∗,et on onlut de la même façon que lors de la preuve préédente. �

9



Chapitre 2Fontions elliptiquesNous avons besoin des fontions elliptiques pour résoudre notre problème ; nous en ferons iiune brève présentation1.2.1 Dé�nitions et généralités2.1.1 Réseaux et lasses de résidusOn s'intéresse aux sous-groupes disrets de C, e sont les sous-groupes additifs Ω de C dont tousles éléments non nuls sont uniformément minorés, i.e.
∃δ > 0/∀ω ∈ Ω\{0}, |ω| ≥ δ.On a alors trois types de sous-groupes disrets, le sous-groupe trivial {0}, les sous-groupesyliques, de la forme < ω >= ωZ ave ω 6= 0, et les sous-groupes que l'on appelle réseaux, de laforme < ω1, ω2 >= ω1Z + ω2Z où {ω1, ω2} est libre sur C, 'est-à-dire ω1 6= 0 et ω2

ω1
∈ C\R.C'est e troisième type de sous-groupes qui est le plus intéressant. Notons déjà que ses généra-teurs ω1 et ω2 ne sont pas uniques. En e�et, aω1 + bω2 et cω1 + dω2 onviennent aussi dans le asoù ad − bc = ±1.Dé�nition 2.1.1 Deux réseaux sont dits semblables si l'un est le produit de l'autre par un omplexenon nul. La relation de similitude est lairement une relation d'équivalene, dont les lasses sontappelées formes de réseaux.Par la suite, on notera Ω̄ l'ensemble des onjugués de Ω, 'est-à-dire Ω̄ = {ω̄, ω ∈ Ω}. Nousdé�nissons maintenant quelques types remarquables de réseaux.Dé�nition 2.1.2 On dit que le réseau Ω est réel si Ω̄ = Ω.Les réseaux réels sont don� les réseaux de la forme < ω1, ω2 > où ω1 ∈ R et ω2 ∈ iR� les réseaux de la forme < ω, ω̄ > ave ω 6∈ R ∪ iRDé�nition 2.1.3 On appelle réseau arré un réseau de la forme < ω, iω >.Dé�nition 2.1.4 On appelle réseau triangulaire un réseau de la forme < ω, jω >.Le point à noter sur es réseaux est que e sont les seuls pour lesquels il existe α ∈ C\{−1, 1}tel que Ω = αΩ.Dé�nition 2.1.5 Un réseau Ω est dit à multipliation omplexe si le sous-anneau de C,

{α ∈ C, αΩ ⊆ Ω}ontient stritement Z.De façon plus informelle, un réseau à multipliation omplexe est tel qu'il existe des homothétiesd'angle distint de 0 mod. π qui envoient le réseau à l'intérieur de lui-même.1Pour une présentation plus détaillée, voir par exemple [2℄ ou [6℄.10



Remarque. Par exemple, les réseaux arrés et triangulaires sont à multipliation omplexe.On se donne à présent un réseau Ω.Dé�nition 2.1.6 On appelle lasse de résidus modulo Ω ou plus simplement lasse de résidus unensemble de la forme z +Ω = {z +ω, ω ∈ Ω}. Les lasses de résidus forment un groupe abélien pourl'addition
(z + Ω) + (z′ + Ω) = (z + z′) + ΩNotation Pour plus de ommodité, on notera la lasse de résidus de z,

(z) = z + ΩIl est maintenant logique de dé�nir les régions fondamentales. Si le réseau est < ω1, ω2 >, leslasses de résidus sont les translatés du réseau et les régions fondamentales sont des parallélo-grammes
z + {uω1 + vω2, u, v ∈ R, 0 ≤ u < 1, 0 ≤ v < 1}où z ∈ C ou enore d'une des trois formes similaires ave l'inégalité large de l'autre oté. Le plussimple des domaines fondamentaux, et le plus pratique, étant bien entendu
{uω1 + vω2, u, v ∈ R, 0 ≤ u < 1, 0 ≤ v < 1}.Dans toute la suite, pour f : C → C, nous introduisons la notation

∑

ω∈Ω

′f(ω)pour la somme
∑

ω∈Ω\{0}
f(ω)Lorsque le réseau ne portera auune ambiguïté, nous noterons ette somme simplement ∑ ′f(ω),ainsi que ∑

f(ω) =
∑

ω∈Ω f(ω).Proposition 2.1.1 Pour tout réseau Ω et tout entier n ≥ 3, la série Sn(Ω) =
∑′ ω−n onvergeabsolument.Remarque. Ce résultat semble assez prohe de elui onernant les séries de Riemann ∑∞

k=1
1

knpour n ≥ 2, mais la ondition n ≥ 3 ii se omprend bien ar on somme sur un réseau en dimensiondeux plut�t qu'en dimension un.Preuve. Comme le suggère la remarque, nous allons utiliser le résultat suivant,
sn =

∞X
k=1

1

knonverge absolument pour tout n ≥ 2.Notons Ω =< ω1, ω2 >, et regroupons les termes par paquets de 8r éléments situés sur le "parallélogramme"
Pr = {uω1 + vω2, u, v ∈ Z, |u| ≤ r, |v| ≤ r,max{|u|, |v|} = r}.Si l'on appelle

Σr =
X
ω∈Pr

ω−n,on a
Sn(Ω) =

∞X
r=1

Σr.Soit maintenant
h = inf{uω1 + vω2, u, v ∈ R, |u| ≤ r, |v| ≤ r,max{|u|, |v|} = r},alors h > 0 et tous les éléments α ∈ Pr véri�ent |α| ≥ r.h, ainsi

Σr ≤ 8r

rhnet
Sn(Ω) ≤ 8h−nsn−1d'où le résultat. �11



Remarque. Par un simple hangement de variable, on remarque que pour tout α ∈ C,
Sn(αΩ) = α−nSn(Ω)En partiulier, dans le as d'un réseau arré, on a Ω = iΩ don Sn(Ω) = 0 pour tout n 6∈ 4N etsi Ω est triangulaire, Ω = jΩ don Sn(Ω) = 0 pour tout n 6∈ 6N (ar on sait déjà que 'est le assi n 6∈ 2N).2.1.2 Fontions elliptiquesDé�nition 2.1.7 On appelle fontion elliptique une fontion f méromorphe sur C doublementpériodique, 'est-à-dire qu'il existe un réseau Ω tel que

∀z ∈ C, ∀ω ∈ Ω, f(z + ω) = f(z).Cela revient à dire que f ne dépend que des lasses de résidus modulo Ω.En partiulier, les zéros d'une fontion elliptique non identiquement nulle sont isolés, d'après leprinipe des zéros isolés, ar C est simplement onnexe.Il est alors légitime de se demander si de telles fontions non onstantes existent, e que nousferons dans la setion suivante ; mais en attendant, établissons quelques généralités sur les fontionselliptiques.Proposition 2.1.2 Une fontion elliptique sans p�le est onstante.Preuve. En e�et, ela déoule immédiatement du Théorème de Liouville ar une fontion elliptique estentière et bornée sur tout ompat don sur C par périodiité. �Corollaire. Deux fontions elliptiques qui ont le même réseau de périodes, les mêmes p�les etzéros aux mêmes ordres, sont proportionnelles.Preuve. Si l'une est nulle, les deux le sont.Sinon, soient f et g es deux fontions, alors le quotient f
g
est une fontion elliptique qui ne peut avoir des p�lesqu'en les p�les de f et en les zéros de g. Or les ordres des zéros et p�les de f et g étant les mêmes, f

g
n'a pas dep�les, et on onlut ave la proposition 2.1.2. �Proposition 2.1.3 L'ensemble des fontions elliptiques de réseau de périodes Ω, noté M(C/Ω)forme un orps.Preuve. Cela résulte notamment du fait que C est onnexe, don l'ensemble des fontions méromorphes sur Cest un orps2 . �Remarque. D'un autre point de vue, M(C/Ω) est le orps des fontions méromorphes sur lasurfae de Riemann C/Ω, e qui justi�e la notation.Rappelons maintenant quelques résultats lassiques de la théorie de l'analyse omplexe :Proposition 2.1.4 Soient U un ouvert simplement onnexe délimité par un ontour fermé C et fune fontion ontinue sur Ū , méromorphe sur U sans zéros ni p�les sur C. Soient a1, ..., aj seszéros d'ordres respetifs m1, ..., mj et b1, ..., bk ses p�les d'ordres n1, ..., nk dont les résidus sontnotés r1, ..., rk. Alors on a :i.

∫

C

f = 2iπ

k∑

l=1

rl2Il s'agit d'un résultat lassique déoulant du prinipe des zéros isolés (si une fontion méromorphe n'est pasidentiquement nulle, ses zéros sont isolés don son inverse est méromorphe).12



ii.
∫

C

f ′

f
= 2iπ(

j
∑

l=1

ml −
k∑

l=1

nl)iii.
∫

C

z
f ′(z)

f(z)
dz = 2iπ(

j
∑

l=1

mlal −
k∑

l=1

nlbl)Ce que nous appliquons aux fontions elliptiques :Proposition 2.1.5 Soit f une fontion elliptique non onstante de réseau de périodes Ω. On appel-le (a1), ..., (aj) ses lasses de zéros d'ordres respetifs m1, ..., mj et (b1), ..., (bk) ses lasses de p�lesd'ordres n1, ..., nk dont les résidus sont notés r1, ..., rk. Alors on a :i. ∑k
l=1 rl = 0ii. ∑j
l=1 ml =

∑k
l=1 nliii. ∑j

l=1 mlal =
∑k

l=1 nlbl (mod Ω)Preuve. On applique la proposition 2.1.4 à un ontour
C = z + ∂{uω1 + vω2|(u, v) ∈ [0, r]2}hoisi de telle façon que, sur e ontour, f n'ait ni zéros ni p�les, e qui est possible ar ses zéros et p�les sont enquantité dénombrable.On a alors Z

C
f =

Z
[z,z+ω1]

(f(u) − f(u+ ω2))du +

Z
[z,z+ω2]

(f(u + ω1) − f(u))du = 0,d'où i.De même Z
C

f ′

f
= 0ar f ′

f
est aussi elliptique, don on a ii.Pour iii, on alule de la même façon, et en notant g : z 7→ z

f ′(z)
f(z)

, on a
g(u) − g(u+ ω2) = −ω2

f ′(u)

f(u)et Z
[z,z+ω1]

(g(u) − g(u+ ω2))du = −ω2

Z 1

0

f ′(z + tω1)

f(z + tω1)
dtEt omme ϕ : t 7→ f(z + tω1) est C1 et ne s'annule pas sur [0, 1], on peut la relever en eφ. Alors eφ(0) = eφ(1),de plus ϕ′

ϕ
= φ′ don Z 1

0

f ′(z + tω1)

f(z + tω1)
dt = φ(1) − φ(0) ∈ 2iπZ.On obtient alors Z

[z,z+ω1]
(g(u) − g(u+ ω2))du ∈ 2iπω2Zet de même Z

[z,z+ω2]
(g(u + ω1) − g(u))du ∈ 2iπω1Zd'où Z
C
z
f ′(z)

f(z)
dz ∈ 2iπΩ,e qui est le résultat voulu. �2.1.3 Ordre d'une fontion elliptiqueProposition 2.1.6 Soit f une fontion elliptique non onstante et z ∈ C, alors f − z admet unnombre n de lasses de zéros (omptées ave leur ordre de multipliité) indépendant de z. De plus,la somme de es n zéros ne dépend pas non plus de z (mod Ω).Preuve. Cela résulte de la proposition 2.1.5 (ii et iii). En e�et, f et f − z ont les mêmes p�les aux mêmes ordresdon autant de lasses de zéros (omptées ave leur ordre de multipliité), et la somme de es zéros est la même(modulo Ω), e qui permet de onlure. �Dé�nition 2.1.8 Le nombre n de la proposition 2.1.6 est appelé ordre de la fontion elliptique.13



Remarques.i. L'ordre d'une fontion elliptique est ainsi son nombre de lasses de zéros, ou enore son nombrede lasses de p�les (omptés ave multipliité).ii. L'ordre d'une fontion elliptique dépend du réseau de référene. En e�et une fontion de réseaude périodes Ω d'ordre n est d'ordre 4n si elle est onsidérée omme fontion elliptique de réseaude périodes 2Ω. On veillera don à onsidérer le réseau onstitué de toutes les périodes de lafontion pour parler de son ordre.La proposition 2.1.5 montre ainsi qu'il n'existe pas de fontions elliptiques d'ordre 1. En e�et,une telle fontion aurait une unique lasse de p�les, d'ordre 1, dont le résidu est nul, e qui n'estpas possible.De même, les fontions elliptiques d'ordre 2 ne peuvent être que de deux types :i. Soit elles ont une lasse de p�les, d'ordre 2, de résidu nul.ii. Soit elles ont deux lasses de p�les, d'ordre 1, dont les résidus sont opposés.Proposition 2.1.7 Soit f une fontion elliptique d'ordre n. Alors il n'y a qu'un nombre �ni deomplexes z tels que f − z admette des zéros d'ordre supérieur à 2.Preuve. Les seuls points où f − z peut avoir un zéro au moins double sont les zéros de f ′ qui sont en nombre�ni ar f ′ est elliptique. Il y a don moins de z qui onviennent que de zéros de f ′. La proposition en résulte. �2.2 La fontion ℘ de WeierstrassNous nous intéressons maintenant à l'existene de fontions elliptiques, en introduisant la fon-tion ℘ de Weierstrass, et nous montrons que toute fontion elliptique s'érit simplement enfontion de ette dernière.2.2.1 Dé�nition de ℘Dans toute la suite, nous noterons f(·|Ω) lorsqu'une fontion elliptique est dé�nie en fontiond'un réseau Ω mais nous l'omettrons lorsqu'il n'y aura auune ambiguïté.Dé�nition 2.2.1 Soit Ω un réseau et ℘(·|Ω) la fontion
z 7→ ℘(z|Ω) =

1

z2
+

∑

ω∈Ω

′
(

1

(z − ω)2
− 1

ω2

)Cette fontion est appelée fontion de Weierstrass.Proposition 2.2.1 Pour tout réseau Ω, la fontion ℘(·|Ω) onverge uniformément sur les ompatsde la forme
D(0, R)\

⋃

ω∈Ω

D(ω, r)où D(a, d) est le disque de entre a ∈ C et de rayon d ∈ R+.Preuve. On érit que
1

(z − ω)2
− 1

ω2
=

1

ω2

 
1

(1 − z
ω

)2
− 1

!
=

z

ω3

1

(1 − z
ω

)2

�
2 − z

ω

�
.Ensuite, si |z| < R, et |ω| > 2R, |2 − z

ω
| < 5

2
et |1 − z

ω
| > 1

2
, don

1

(z − ω)2
− 1

ω2
<

10R

ω3Or il n'y a qu'un nombre �ni N de ω ∈ Ω tels que |ω| ≤ 2R, don, en appelant ω0 elui de plus petit module, ona uniformément en u,
|℘(u|Ω)| ≤ N

�
1

k2
+

1

|ω0|2
�

+ 10R
X

′ 1

ω3
< ∞,d'où la proposition. �14



La fontion de Weierstrass est une fontion lairement méromorphe, elliptique, en faisant lehangement ω 7→ ω + α dans la somme qui dé�nit ℘, où α ∈ Ω.On a ainsi une fontion non triviale, bien dé�nie, dans M(C/Ω). On remarque que ℘(·|Ω) estpaire3, d'ordre 2, ar elle n'a qu'une lasse de p�les, à savoir Ω, et es p�les sont doubles.Comme la série ∑

ω∈Ω

(z − ω)−3onverge uniformément sur les ompats D(0, R)\⋃

ω∈Ω D(ω, r) 4, on peut dériver terme à termela série qui dé�nit ℘(·|Ω) et on trouve
℘′(.|Ω) = −2

∑

ω∈Ω

(. − ω)−3.Cette expression montre failement que ℘′(.|Ω) est d'ordre 3, ave une seule lasse de p�les, toustriples, Ω.Remarque. On peut ainsi ontinuer et une réurrene triviale montre que pour tout n ≥ 3, on a
℘(n)(.|Ω) = (−1)n(n + 1)!

∑

ω∈Ω

(. − ω)−n−2et que ℘(n)(.|Ω) est d'ordre n + 2, et possède une unique lasse de p�les, tous d'ordre n + 2, Ω.2.2.2 Équation di�érentielle satisfaite par ℘On se donne un réseau Ω et on dé�nit δ = min(|ω|, ω ∈ Ω\{0}). On notera simplement ℘ lafontion ℘(·|Ω) dans toute ette setion, ainsi que Sn =
∑′ ω−n.Notons enore g2 = g2(Ω) = 60S4 et g3 = g3(Ω) = 140S6.Proposition 2.2.2 La fontion ℘ satisfait à l'équation di�érentielle

℘′2 = 4℘3 − g2℘ − g3 (2.1)Preuve. Reprenons dans l'expression qui dé�nit ℘,
1

(z − ω)2
− 1

ω2
=

1

ω2

 
1

(1 − z
ω

)2
− 1

!
,et remarquons que si |z| < δ,

1

(z − ω)2
− 1

ω2
=

1

ω2

∞X
p=1

(p + 1)
� z
ω

�p
.On obtient ainsi, toujours pour |z| < δ,

℘(z) =
1

z2
+
X
ω∈Ω

′ 1

ω2

∞X
p=1

(p+ 1)
� z
ω

�p
,i.e., ar la famille est sommable, et que les S2k+1 sont tous nuls,

℘(z) =
1

z2
+

∞X
k=1

(2k + 1)S2k+2 z
2k.La série des dérivées onvergeant uniformément sur D(0, δ), on obtient,

℘′(z) = − 2

z3
+

∞X
k=1

2k(2k + 1)S2k+2 z
2k−1.L'idée onsiste maintenant à annuler les puissanes négatives pour se ramener à une fontion elliptique entière.Pour ela, donnons les expressions aux premiers ordres, pour z ∈ D(0, δ),

℘(z) =
1

z2
+ 3S4z

2 + 5S6z
4 + O(z6)

℘′(z) = − 2

z3
+ 6S4z + 20S6z

3 + O(z5)3En faisant ω 7→ −ω dans la somme qui la dé�nit.4On proède de façon similaire. Il n'y a qu'un nombre �ni de ω tels que ω ≤ 2R et si ω > 2R, |z − ω| > |ω|.15



Ainsi,
℘3(z) =

1

z6
+

9S4

z2
+ 15S6 + O(z2)

℘′2 (z) =
4

z6
− 24S4

z2
− 80S6 +O(z2)Et en�n,

℘′2 (z) − 4℘3(z) + g2℘(z) + g3 = O(z2).On voit sur le membre de gauhe que la fontion ainsi trouvée est elliptique, de réseau de périodes Ω. De plus,omme ℘ et ℘′, elle ne peut avoir de p�le qu'en 0, et le membre de droite, qui est son développement au voisinagede l'origine, montre qu'elle n'en a pas. On onlut à l'aide du Théorème de Liouville5 qu'elle est onstante, etnulle, ar elle l'est en 0. �On peut alors expliitement aluler les sommes Si en remarquant d'une part que les S2p+1sont toutes nulles et que les expressions des S2p se trouvent en érivant que les oe�ients dudéveloppement préédent sont tous nuls.Sinon, il peut être plus ommode d'utiliser le fait que ℘′′ = 6℘2 − 1
2g2. Par réurrene, il estimmédiat que les S2p, pour p ≥ 2, s'expriment polyn�mialement en g2 et g3, mais e qui est le plusremarquable, 'est que les oe�ients, rationnels, sont indépendants de Ω.On a de plus que la donnée de g2 et g3 détermine entièrement la fontion ℘, ar 'est le as pourtous les points de

⋃

ω∈Ω

D(ω, δ) = C,ainsi que Ω qui est l'ensemble de ses p�les.En�n, la donnée de g3
2/g2

3 détermine la forme du réseau puisque si
g3
2(Ω)

g2
3(Ω)

=
g2(Ω

′)3

g3(Ω′)2
,alors il existe α ∈ C tel que α4 = g2(Ω)/g2(Ω

′), et don g2(Ω
′) = α−4g2(Ω) = g2(αΩ) et demême g3(Ω

′) = g3(αΩ), don au �nal Ω = αΩ.Il sera don souvent utile de aluler les oe�ients g2 et g3, et ompte tenu de la remarque surles réseaux arrés et triangulaires, on sait déjà que S6 = 0 don g3 = 0 si on a un réseau arré,et S4 = 0 don g2 = 0 pour le réseau triangulaire.2.2.3 Quelques propriétés usuellesOn onsidère toujours un réseau Ω =< ω1, ω2 >.On ommene à remarquer que, pour α ∈ C∗ et n ∈ N, on a
℘(n)(α · |αΩ) = α−n−2℘(n)(·|Ω),e qui est immédiat lorsqu'on érit les expressions6.Cei sera utile notamment lorsqu'on utilise des réseaux arrés, auquel as

℘(i·) = −℘(·) et ℘′(i·) = i℘′(·)ou des réseaux triangulaires,
℘(j·) = j℘(·) et ℘′(j·) = ℘′(·).On onnaît les p�les de ℘ et ℘′, qui sont situés sur les points du réseau, et sont d'ordre respetive-ment 2 et 3, et on s'intéresse aux zéros.On sait, d'après la proposition 2.1.5, que pour tout omplexe α, il y a exatement deux lasses(éventuellement onfondues) de points z tels que ℘(z) = α et la somme de es deux lasses est nulle('est-à-dire égale au réseau lui-même). En d'autres termes, pour tout a ∈ C,
{z ∈ C |℘(z) = ℘(a)} = (a) ∪ (−a),où on rappelle la notation (a) = a + Ω.5Voir la proposition 2.1.2.6Voir la dernière remarque de la setion "Dé�nition de ℘".16



Remarques.i. Compte tenu de la proposition 2.1.5, il n'est pas néessaire de distinguer le as a ∈ Ω, les pointstels que ℘(z) = ∞ étant simplement les p�les de ℘.ii. Ce résultat est bien en aord ave la parité de ℘.On voit ainsi que dans le as (a) = (−a), a 6∈ Ω, i.e.
(a) ∈

{(ω1

2

)

,
(ω2

2

)

,
(ω3

2

)}

,ave ω3 = −ω1 − ω2, on a un point stationnaire de ℘, et en onséquene un zéro de ℘′. Or nousavons trouvé trois lasses distintes de zéros de ℘′ qui est d'ordre 3, don on les a tous.Notons, pour i ∈ {1, 2, 3},
ei = ℘

(ωi

2

)

,on a alors les propriétés suivantes :� Les ei sont tous distints, enore pare que ℘ est d'ordre 2, don on a aussi g3
2 6= 27g2

3 enregardant le disriminant.� Les ei sont raines de
4x3 − g2x − g3en évaluant (2.1) en ωi.� On a les relations entre oe�ients et raines, en partiulier e1 + e2 + e3 = 0.On passe aux formules d'addition et dupliation qui joueront un r�le essentiel par la suite.Proposition 2.2.3 (Formule d'addition) Soient z1, z2 ∈ C\Ω tels que (z1) 6= (±z2). Alors on a

℘(z1 + z2) = −℘(z1) − ℘(z2) +
1

4

(
℘′(z1) − ℘′(z2)

℘(z1) − ℘(z2)

)2 (2.2)Preuve. On onsidère la fontion elliptique d'ordre 3

f = ℘′ − a℘− boù les nombres a et b sont hoisis de telle manière que f s'annule sur (z1) et (z2), e qui est possible en prenant
a =

℘′(z1) − ℘′(z2)

℘(z1) − ℘(z2)
et b =

℘(z1)℘′(z2) − ℘(z2)℘′(z1)

℘(z1) − ℘(z2)ar la ondition (z1) 6= (±z2) revient exatement à la ondition ℘(z1) 6= ℘(z2).En remplaçant dans (2.1) ℘′ = f + a℘+ b, il vient
(f + a℘+ b)2 = 4℘3 − g2℘− g3.Évaluons ei en z tel que f(z) = 0, on trouve

4℘(z)3 − a2℘(z)2 − (2ab + g2)℘− (b2 + g3) = 0.Ainsi, les raines du polyn�me 4X3 − a2X2 − (2ab + g2)X − (b2 + g3) sont les valeurs de ℘(z) pour z dans unelasse de zéro de f . Or es trois lasses sont (z1), (z2) et (−z1 − z2), ar leur somme doit être nulle, étant donné quela somme des p�les l'est.En�n, la somme de es raines, ℘(z1) + ℘(z2) + ℘(z1 + z2), est égale à 1
4
a2, d'où le résultat. �Proposition 2.2.4 (Formule de dupliation) Soit z ∈ C\Ω, alors on a

℘(2z) = −2℘(z) +
1

4

(
℘′′(z)

℘′(z)

)2 (2.3)Preuve. La preuve est quasiment la même ; on onsidère enore la fontion elliptique
f = ℘′ − a℘− boù les nombres a et b sont hoisis de telle manière que f et f ′ s'annulent sur (z), e qui est possible en prenant

a =
℘′′(z)

℘′(z)
et b =

℘′(z)2 − ℘(z)℘′′(z)

℘′(z)
.Les raines du polyn�me 4X3 −a2X2 − (2ab+ g2)X− (b2 + g3) sont toujours les valeurs de ℘(z) pour z dans unelasse de zéros de f . Ces trois lasses étant (z), (z) et (−2z), la somme des raines, 2℘(z) + ℘(2z), est égale à 1

4
a2.On peut aussi appliquer (2.2) à z et z + ǫ et faire tendre ǫ vers 0. �17



Remarque. On peut trouver des formules similaires pour ℘′ en dérivant (2.2) et (2.3).Si on dé�nit à présent
E = {(x, y) ∈ C2/y2 = 4x3 − g2x − g3} ∪ {∞}alorsProposition 2.2.5 L'appliation

ξ :
C/Ω → E
z 6= 0 7→ (℘(z), ℘′(z))

0 7→ ∞est bijetivePreuve. On remarque que ξ est injetive, ar si (z1) 6= (z2), (z1), (z2) 6= (0) et ℘(z1) = ℘(z2), alors (z1) = (−z2)et �nalement ℘′(z1) = ℘′(z2) implique que
(z1) ∈

n�ω1

2

�
,
�ω2

2

�
,
�ω3

2

�o
,e qui est ontraditoire.Il est par ailleurs lair que ξ est surjetive, ar si (x, y) ∈ E\{∞}, il existe z ∈ C tel que x = ℘(z) et on aalors y = ±℘′(z) à ause de (2.1), et quitte à hanger z en −z, on a le résultat. �Par suite, E peut être muni d'une loi de groupe par transfert de struture, 'est-à-dire

(℘(z1), ℘
′(z1)) + (℘(z2), ℘

′(z2)) = (℘(z1 + z2), ℘
′(z1 + z2)) ,e qu'on peut expliitement exprimer à l'aide des formules (2.2) et (2.3).Remarquons que le neutre de E est ξ(0), 'est-à-dire ∞.Grâe à ette bijetion, on peut failement trouver les points dont l'ordre divise n ∈ N∗ donné.En e�et, en appelant En le sous-groupe des éléments dont l'ordre divise n de E, on a, omme

E ≈ C/Ω,

En ≈ 1
n

Ω/Ω ≈Ω /nΩdon #En = n2.Plus expliitement, en faisant la onvention
(℘(0), ℘′(0)) = ξ(0) = ∞,

En =

{(

℘

(
aω1 + bω2

n

)

, ℘′
(

aω1 + bω2

n

))

, a, b ∈ {0, ...n − 1}
}

.Par exemple,
E2 = {∞; (e1, 0); (e2, 0); (e3, 0)},en reprenant les notations introduites en début de setion.2.3 Le orps M(C/Ω) des fontions elliptiquesOn a déjà vu préédemment que l'ensemble M(C/Ω) des fontions elliptiques de réseau depériodes donné Ω formait un orps. C'est don un sous-orps de M(C), orps des fontions méro-morphes sur C, ontenant les frations rationnelles en ℘ et ℘′, 'est-à-dire C(℘, ℘′). Nous verronsii plus en détail la struture de e orps.
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2.3.1 Fontions elliptiques d'ordre 2Commençons par étudier les fontions elliptiques d'ordre 2.Il est assez lair que les fontions de la forme
a℘(· − z0) + b

c℘(· − z0) + dave ad 6= bc sont elliptiques d'ordre 2. En e�et, si c = 0, 'est évident. Sinon, les p�les d'unetelle fontion sont les zéros du dénominateur qui ne sont pas zéros du numérateur, ar les p�lesdu numérateur sont "annulés" par eux du dénominateur. Or la ondition ad 6= bc impose que lenumérateur et le dénominateur ne s'annulent pas au mêmes points. On sait que ℘ est d'ordre 2,don ette fontion aussi.Nous nous intéressons maintenant à la réiproque.Proposition 2.3.1 Les fontions elliptiques d'ordre 2 sont les fontions de la forme
a℘(· − z0) + b

c℘(· − z0) + dave ad 6= bc.Preuve. Soit f une fontion elliptique d'ordre 2. Montrons qu'elle est de la forme désirée.Si la fontion f possède un p�le double, en z0, alors elle s'annule sur deux lasses (éventuellement onfondues)du type (z0 +α), (z0 −α)7. Ainsi la fontion elliptique ℘(· − z0)−℘(α) possède les mêmes p�les et zéros aux mêmesordre que f , et on onlut, grâe au Théorème de Liouville,8 que f est proportionnelle à ℘(· − z0) − ℘(α), leoe�ient de proportionnalité étant bien sûr non nul.Si f possède deux lasses distintes de p�les simples, notées (z0 + β) et (z0 − β), alors elle s'annule sur deuxlasses (éventuellement onfondues) du type (z0 + α), (z0 − α)7. La fontion elliptique
℘(· − z0) − ℘(α)

℘(· − z0) − ℘(β)possède les mêmes p�les et zéros aux mêmes ordres que f , don es deux fontions sont proportionnelles.De plus ℘(α) 6= ℘(β) ar sinon (α) = ±(β), e qui permet de onlure. �2.3.2 Fontions elliptiques quelonquesNous herhons ii un résultat similaire pour les fontions paires.Proposition 2.3.2 Toute fontion elliptique paire s'exprime omme une fration rationnelle en lafontion ℘. La réiproque étant immédiate, l'ensemble des fontions elliptiques paires de M(C/Ω)est don C(℘(·|Ω)).Preuve. On onsidère une fontion elliptique paire f . Notons (±a1), ..., (±aj ) ses lasses de zéros d'ordres res-petifs m1, ...,mj et (±b1), ..., (±bk) ses lasses de p�les d'ordres respetifs n1, ..., nk di�érentes de (0). Dans le asoù on a (ai) = (−ai) ou (bi) = (−bi), 'est-à-dire que ai ou bi appartient à � 1
2
Ω
�
\Ω, ave ai ou bi d'ordre m, ona m pair et on fait omme si on avait deux lasses d'ordre m/2.Si on appelle

σ =

jX
i=1

mi −
kX
i=1

ni,on a en 0 un p�le d'ordre σ, un zéro d'ordre −σ ou ni l'un ni l'autre, suivant que σ est stritement positif, stritementnégatif ou nul.Maintenant, la fontion Qj
i=1(℘− ℘(ai))miQk
i=1(℘− ℘(bi))nipossède les mêmes zéros et p�les aux mêmes ordres, don, une fois de plus, on onlut à l'aide du Théorème deLiouville. �Nous sommes maintenant en mesure d'étudier toutes les fontions de M(C/Ω).Proposition 2.3.3 Toute fontion elliptique s'érit omme une fration rationnelle en ℘ et ℘′,'est-à-dire

M(C/Ω) = C(℘(·|Ω), ℘′(·|Ω)) = C(℘(·|Ω)) + ℘′(·|Ω)C(℘(·|Ω))ou de façon plus synthétique
M(C/Ω) = C(℘, ℘′) = C(℘) + ℘′C(℘)7Toujours en raison de la proposition 2.1.5.8Voir la proposition 2.1.2. 19



Preuve. La seonde égalité provient juste de (2.1), ar ℘′ est de degré 2 sur C(℘). Ainsi
C(℘, ℘′) = C(℘)(℘′) = C(℘) + ℘′C(℘).On onsidère une fontion elliptique f , et on montre qu'il existe P,Q ∈ C(X) tels que

f = P (℘) + ℘′Q(℘).On applique pour ela la proposition 2.3.2 aux fontions paires
f + f(−·) et f − f(−·)

℘′et on érit que
f =

1

2
(f + f(−·)) + ℘′ 1

2

�
f − f(−·)

℘′

�e qui permet de onlure. �Proposition 2.3.4 Toute fontion elliptique véri�e une équation quadratique dont les oe�ientssont dans C(℘).Preuve. On sait qu'il existe P,Q ∈ C(X) tels que
f = P (℘) + ℘′Q(℘).Compte tenu de la proposition 2.2.2, on a

(f − P (℘))2 = Q(℘)2
�
4℘3 − g2℘− g3

�
,d'où la proposition. �
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Chapitre 3Théorème d'AbelDans e hapitre, nous nous intéressons au ÷ur du problème, le Théorème d'Abel, que nousexposerons lairement puis démontrerons, ainsi que sa réiproque en �n de hapitre.3.1 Présentation du problème3.1.1 La lemnisateIl existe plusieurs dé�nitions équivalentes de la lemnisate. Géométriquement, on se donne deuxpoints distints du plan A et B et on dé�nit la lemnisate omme le lieu géométrique des points Mdont le produit AM.BM est égal au arré de la demi-distane de A à B.On peut don aisément obtenir une équation artésienne de la lemnisate L ; en se plaçant dansun repère orthonormé tel que A = (−
√

2
2 , 0), B = (

√
2

2 , 0) et que la onstante soit 1
2 , on obtient :

M(x, y) ∈ L ⇔
√

(

x −
√

2
2

)2

+ y2

√
(

x +
√

2
2

)2

+ y2 = 1
2

⇔
(

x −
√

2
2

)2 (

x +
√

2
2

)2

+ y4 + y2(2x2 + 1) = 1
4

⇔
(
x2 + y2

)2
= x2 − y2et de même, on a l'équation polaire de la lemnisate :

ρ2 = cos(2θ).La représentation de la lemnisate est la fameuse �gure "in�ni".3.1.2 La fontion φComme nous nous intéressons à la longueur de la lemnisate, il est naturel de onsidérer l'absisseurviligne s. On a ds2 = dρ2 + ρ2dθ2 et ρ.dρ = − sin(2θ).dθ, don ρ2dρ2 = (1 − ρ4).dθ2 et en�n
ds =

dρ
√

1 − ρ4
.On peut don mesurer la longueur de l'ar de lemnisate, de l'origine à un point du premierquadrant,

s =

∫ ρ

0

dt√
1 − t4

, (3.1)ar s roît ave ρ lorsqu'il dérit [0, 1]. Ainsi, si on appelle
ω = 2

∫ 1

0

dt√
1 − t4

,on voit que la longueur totale de la lemnisate est 2ω, et on peut remarquer que ω orrespond, dansle as de la lemnisate, à π pour e qui est du erle.21



Fig. 3.1 � Représentation de la lemnisateDe plus, il est aussi possible d'exprimer ρ en fontion de s sur [0, ω
2 ] ar s roît stritementave ρ sur [0, 1]. On appellera φ : [0, ω

2 ] → [0, 1] l'appliation1 qui à s assoie
ρ = φ(s).En onsidérant la surfae de Riemann

V (C) = {(x, y) ∈ C2 | y2 = 1 − x4}assoiée à la ourbe d'équation y2 = 1−x4, on peut onsidérer (3.1) omme une intégrale sur V (C),à savoir ∫
dx

y
,qui est bien dé�nie au moins au voisinage de 0, sur le disque de rayon 1.La proposition suivante onstitue un point primordial.Proposition 3.1.1 La fontion φ peut être prolongée en une fontion elliptique sur C de réseaude périodes < (1 + i)ω, (1 − i)ω >.De plus, e prolongement, toujours noté φ est

φ : z 7→ z
∏

α∈Λ∩P

(

1 − z4

α4

)
∏

β∈Λ′∩P

(

1 − z4

β4

)−1

,où Λ = ωZ[i], Λ′ = ω
(

1+i
2 + Z[i]

), et P = R∗
+ + iR+.Preuve. Notons provisoirement

ψ : z 7→ z
Y

α∈Λ∩P

�
1 − z4

α4

� Y
β∈Λ′∩P

�
1 − z4

β4

�−1

.Cette fontion est bien dé�nie et méromorphe sur C. De plus, elle est ω-antipériodique, et on a failement
ψ(−s) = −ψ(s) et ψ(is) = iψ(s).Comme ψ((1 ± i)ω + s) = −ψ(±iω + s) = −ψ (±i(ω ∓ is)) = ∓iψ(ω ∓ is) = ±iψ(∓is) = ψ(s), on a bien
ψ ∈ M(C/ < (1 + i)ω, (1 − i)ω >).1Il s'agit de la notation utilisée par Abel, Gauss préférait la notation sinlemn(s) et on trouve enore parfois sl(s)pour "sine of the lemnisate". 22



Montrons maintenant qu'il existe λ ∈ C tel que ψ′2 = 1 − λψ4 et alors
φ : z 7→ µψ

�
z

µ

�où µ4 = λ véri�era φ′2 = 1 − φ4 don sera loalement inversible, d'inverse R dx
y

e qui permettra de onlure que φpeut être prolongée à C en une fontion elliptique. Cela est équivalent à voir que
χ :=

�
ψ′

ψ

�2

− ψ−2 + λψ2 = 0.Cette fontion est elliptique de réseau de périodes Λ et de p�les les points de Λ ∪ Λ′ à l'ordre 2. Mais en fait,omme ψ′(z)
ψ(z)

= 1
z

+ O(z3), χ n'a pas de p�le en 0, et de même en tout point de Λ par périodiité.Comme ψ′

ψ
a un p�le simple en 1+i

2
ω dont le résidu est2 −1, que ψ−2 n'a pas de p�le en e point et que ψ ena un, simple, de résidu qu'on peut noter iλ−1 ar il est non nul, on voit que χ ne peut avoir en 1+i

2
ω qu'un p�lesimple, e qui est impossible ar e serait une fontion elliptique d'ordre un. Par suite, la fontion χ est entière, dononstante, et nulle, ar en O(z2) au voisinage de 0.Il su�t maintenant de montrer que λ = 1. Mais omme on sait que φ est elliptique, il est légitime de faireles aluls qui onduisent à la proposition 3.1.4, grâe à laquelle on voit que ω est un zéro de φ. Étant donnéel'expression de φ, il est lair qu'elle n'a pas de zéro sur ]0, ω

2
]. Ses seuls zéros réels sont don les points de ωZ. Etomme φ(iz) = iφ(z), le réseau de ses zéros est arré, 'est don que

ωZ[i] =
ω

µ
Z[i]don µ = ±1 ou µ = ±i, e qu'on herhait. �On a don en partiulier :Proposition 3.1.2 La fontion φ est d'ordre 2. Ses zéros sont les points de Λ = ωZ[i] et ses p�lessont eux de Λ′ = ω

(
1+i
2 + Z[i]

).Preuve. Étant donnée l'expression de φ, il est lair que ses zéros et p�les sont simples et sont les points respe-tivement Λ et Λ′.On a don immédiatement l'ordre de φ étant donné que son réseau minimal de périodes est < (1+ i)ω, (1− i)ω >et qu'il n'y a que deux zéros dans une région fondamentale de e réseau. �Essayons maintenant de aratériser un peu mieux la fontion φ, en donnant quelques résultatsdéouverts par Abel.Proposition 3.1.3 On a :
φ ((1 + i)s) =

(1 + i)φ(s)
√

1 − φ4(s)
. (3.2)Preuve. On sait, pour aluler

s =

Z
dt√

1 − t2
,qu'il est judiieux de poser

t =
2x

1 + x2
,ar alors

1 − t2 =

�
1 − x2

1 + x2

�2

.L'idée naturelle est don d'essayer ave t = ρ2 et x = u2, il vient alors
ρ2 =

2u2

1 + u4
, ρ =

√
2u√

1 + u4
et 1 − ρ4 =

�
1 − u4

1 + u4

�2

.Ainsi
dρ =

√
2

1 − u4

(1 + u4)
3
2

du don dρp
1 − ρ4

=
√

2
du√

1 + u4
.On retrouve presque la même intégrale, à un fateur près et à un signe près. On pose alors

u =
1 + i√

2
v,e qui permet d'avoir

ρ =
(1 + i)v√

1 − v4
, 1 − ρ4 =

�
1 + v4

1 − v4

�2 et dρp
1 − ρ4

= (1 + i)
dv√

1 − v4
.2Cei est un résultat général : si une fontion méromorphe f admet un p�le d'ordre k en u, alors on peut l'érire

f(z) =
g(z)

(z−u)k ave g méromorphe sans p�le en u et don f ′(z)
f(z)

=
g′(z)
g(z)

− k
z−u

.23



Ainsi en intégrant, on trouve Z ρ

0

dt√
1 − t4

= (1 + i)

Z v

0

dt√
1 − t4

,et don, en appelant
s =

Z v

0

dt√
1 − t4

,que v = φ(s) et
ρ = φ ((1 + i)s) =

(1 + i)φ(s)p
1 − φ4(s)

,e qui est le résultat attendu. �Proposition 3.1.4 (formule de dupliation de Fagnano) La fontion φ satisfait à
φ(2s) =

2φ(s)
√

1 − φ4(s)

1 + φ4(s)
.Preuve. On proède de la même manière en remplaçant i en −i, e qui n'in�uene en rien les aluls préédentset il vient

φ ((1 − i)s) =
(1 − i)φ(s)p

1 − φ4(s)
. (3.3)On applique maintenant suessivement (3.2) et (3.3), e qui donne

φ (2s) = φ ((1 + i)(1 − i)s) =
(1 + i)φ ((1 − i)s)p

1 − φ4 ((1 − i)s)
,puis omme

1 − φ4 ((1 − i)s) = 1 − −4φ(s)

(1 − φ4(s))2
=

(1 + φ4(s))2

(1 − φ4(s))2
,

φ (2s) =
2φ(s)p

1 − φ4(s)

1 − φ4(s)

1 + φ4(s)
=

2φ(s)
p

1 − φ4(s)

1 + φ4(s)
.

�On peut aussi montrer plus généralement la formule d'addition suivante3,Proposition 3.1.5 (formule d'addition) La fontion φ satisfait, pour s et t omplexes, à
φ(s + t) =

φ(s)
√

1 − φ4(t) + φ(t)
√

1 − φ4(s)

1 + φ2(s)φ2(t)
.On est don �nalement onduit au problème suivant :Problème. Pour quels n ∈ N, les

φ

(
2kω

n

)

, k ∈ {0, ..., n− 1}sont-ils onstrutibles ?Remarque. On peut voir que e problème est très prohe de elui traité au premier hapitre, oùil s'agissait de herher tous les n ∈ N tels que
sin

(
2kπ

n

)

, k ∈ {0, ..., n− 1}soient onstrutibles.3.2 Démonstration du théorèmeDans ette setion, nous démontrerons le résultat suivant déouvert par Abel :Théorème 3.2.1 (d'Abel) Il est possible de diviser la lemnisate à la règle et au ompas en nparties égales si n = 2α, α ≥ 2, ou n = 2αp1p2...pk où α ∈ N et où les pi, pour i ∈ {1, ..., k} sontdes nombres premiers de Fermat distints.Par ommodité, nous introduisons l'ensemble, noté N , des nombres n de la forme n = 2α, α ≥ 2,ou n = 2αp1p2...pk où α ∈ N et où les pi, pour i ∈ {1, ..., k} sont des nombres premiers de Fermatdistints.3Voir [6℄ pour une démonstration. 24



Remarque. Ainsi le Théorème d'Abel devient : il est possible de diviser la lemnisate en nparties égales si n ∈ N .3.2.1 Équation di�érentielle véri�ée par ℘Nous onsidérons ii le réseau arré Ω =< 2ω, 2iω >, ar nous n'avons pas enore besoin dufait que φ est mieux qu'elliptique de réseau de périodes Ω. Appliquons la proposition 2.2.2, ennotant ℘ = ℘(·|Ω) la fontion de Weierstrass assoiée.Proposition 3.2.1 La fontion ℘ véri�e l'équation di�érentielle
℘′2 = 4℘3 − 1

4
℘. (3.4)Preuve. Il su�t de montrer que g2 = 1/4 et g3 = 0. Or on a déjà remarqué, en raison de l'invariane du réseauarré par rotation d'angle π/2, que g3 = 0. Il reste don à aluler g2.Rappelons que

g2 = 60
X

α∈<2ω,2iω>\{0}

α−4;Il su�t don de montrer la proposition suivante :Proposition 3.2.2 On a
∑

α∈<ω,iω>\{0}
α−4 =

1

15
.Pour ela, nous partitionnons le réseau < ω

2
, iω

2
> en trois, de la façon suivante : notons Λ = ωZ[i], nous avons

1

2
Λ = Λ ∪

��
ω + iω

2

�
+ Λ

�| {z }
Λ′

∪
��ω

2
+ Λ

�
∪
�
iω

2
+ Λ

��| {z }
Λ′′Dé�nissons maintenant Σ = S4(Λ), Σ′ = S4(Λ′) et Σ′′ = S4(Λ′′). On a alors

16Σ = Σ + Σ′ + Σ′′et omme4
1 + i

2
Λ′ = Λ′′,il vient Σ′′ = −4Σ′, et �nalement Σ′ = −5Σ.Pour trouver la dernière relation dont nous avons besoin, nous reprenons l'expression de la fontion φ trouvéepar Abel,

φ(z) = z
Y

α∈Λ∩P

�
1 − z4

α4

� Y
β∈Λ′∩P

�
1 − z4

β4

�−1

,où P = R∗
+ + iR+.D'où, en onsidérant les dérivées logarithmiques, et en multipliant par z,

z
φ′(z)

φ(z)
= 1 + (Σ′ − Σ)z4 + O(z8),puisque la dérivée du terme ln

�
1 − z4

α4

�
− ln

�
1 − z4

β4

� vaut −4z3
�

1
α4 − 1

β4

�
+ O(z7), et que Σ = 4S4(Λ ∩ P )et Σ′ = 4S4(Λ′ ∩ P ).Il s'agit don de développer z φ′

φ
pour onlure. Comme on sait que

z =

Z φ(z)

0

dt√
1 − t4

,il vient φ′2 = 1 − φ4.Notons φ(z) = z + az5 + O(z9) au voisinage de l'origine, alors φ′(z) = 1 + 5az4 + O(z8) et en remplaçant dansl'équation di�érentielle, on trouve a = − 1
10
, et en�n Σ′ − Σ = − 2

5
.Finalement, Σ = 1

15
, e que l'on herhait. �4C'est l'ensemble des p−q

2
+ i p+q+1

2
, don bien le réseau indiqué.25



3.2.2 propositions préparatoiresRappelons que, le réseau étant arré, on a les relations
℘(i·) = −℘(·) et ℘′(i·) = i℘′(·)De plus, en appliquant (2.2) à z et iz, pour z ∈ C\Ω, il vient

℘ ((1 + i)z) = −℘(z) − ℘(iz) + 1
4

(
℘′(z)−℘′(iz)
℘(z)−℘(iz)

)2

= − i
8

(
℘′(z)
℘(z)

)2et �nalement, en utilisant l'équation di�érentielle véri�ée par ℘,
℘ ((1 + i)z) = − i

8

4℘2(z) − 1
4

℘(z)
(3.5)Et de même, on obtient

℘ ((1 − i)z) =
i

8

4℘2(z) − 1
4

℘(z)
(3.6)Proposition 3.2.3 Si ℘(α) est onstrutible, il en est de même de ℘(α/2).Preuve. Supposons ℘(α) onstrutible, alors en appliquant (3.5) à z = α

1+i
, on voit que ℘� α

1+i

� satisfait à uneéquation quadratique dont les oe�ients sont onstrutibles, don ℘� α
1+i

� est onstrutible. On proède de mêmeen faisant z = α
2
dans (3.6) en remarquant que 1−i

2
= 1

1+i
, e qui permet de onlure de la même manière. �Proposition 3.2.4 Pour λ ∈ Ω et n ∈ N∗ tels que λ2−n /∈ Ω,

℘

(
λ

2n

)est onstrutible.Preuve. Le résultat est lair si n = 1 ar ℘(ω), ℘(iω), et ℘ ((1 + i)ω) sont les raines de 4X3− 1
4
X, 'est-à-dire ± 1

4et 0, qui sont, tous les trois, onstrutibles5 .Ensuite la proposition préédente permet de onlure à l'aide d'une réurrene élémentaire. �On peut maintenant relier la fontion φ à la fontion ℘ grâe à la proposition suivante :Proposition 3.2.5 On a
℘(α) est onstrutible si et seulement si φ(α) l'est.Preuve. (⇒) Les lasses de zéros de φ sont (0), (ω), (iω) et ((1 + i)ω) et ses lasses de p�les sont � 1+i

2
ω
�,�

3+i
2
ω
�, � 1+3i

2
ω
� et � 3+3i

2
ω
� (f proposition 3.1.2). Ainsi, si on pose z0 = 1+i

2
ω et z1 = 3+i

2
ω, on voit que

ψ : z 7→ ℘′(z)

(℘(z) − ℘(z0)) (℘(z) − ℘(z1))possède les mêmes zéros et p�les au mêmes ordres, don es deux fontions sont proportionnelles,
φ =

ψ

ψ
�
ω
2

� .Comme ℘ �ω
2

�, ainsi que ℘(z0) et ℘(z1) sont onstrutibles, ℘′
�
ω
2

� l'est aussi grâe à l'équation (3.4), don ϕ �ω
2

�aussi, e qui permet de onlure, ar ℘(α) onstrutible implique ℘′(α) onstrutible, puis ψ(α) et en�n φ(α) onstru-tibles.
(⇐) Comme on l'a vu lors de la proposition 3.1.1, la fontion φ ∈ M(C/ < (1 + i)ω, (1 − i)ω >). On onsidèredon le réseau eΩ =< (1 + i)ω, (1 − i)ω > ainsi que la fontion assoiéee℘ = ℘(|̇eΩ).De Ω = (1 + i)eΩ, on tire e℘ = 2i℘ ((1 + i) ·) . (3.7)5Voir la dernière remarque préédant la proposition 2.2.26



Dans eΩ, φ admet pour lasses de p�les � 1+i
2
ω
� et � 1−i

2
ω
� et pour lasses de zéros (0) et (ω), ainsi on déduittoujours du orollaire de la proposition 2.1.2 que

φ = A
e℘− e℘(ω)e℘′

,ave A onstrutible en évaluant en ω
2
ar e℘(ω) et e℘ �ω

2

� sont onstrutibles étant donné (3.7).Posons maintenant z2 = 1−i
2
ω. Alors les zéros de e℘′ étant (z0), (z2) et (ω), il vient, enore grâe au Théorèmede Liouville et en évaluant en ω

2
,

φ2 =
A2

4

e℘− e℘(ω)

(e℘− e℘(z0)) (e℘− e℘(z2))
.On voit alors que, si φ(α) est onstrutible, e℘(α) l'est aussi, ainsi que ℘(α) en reprenant la formule (3.5). �Grâe à la proposition 3.2.5, on herhe maintenant à résoudre le problème suivant :Problème. Pour quels n ∈ N, les

℘

(
2kω

n

)

, k ∈ {0, ..., n − 1}sont-ils onstrutibles ?3.2.3 PreuveOn reonsidère à présent
E = {(x, y) ∈ C2/y2 = 4x3 − 1

4
x} ∪ {∞}ainsi que la bijetion

ξ :
C/Ω → E
z 6= 0 7→ (℘(z), ℘′(z))

0 7→ ∞
,introduite dans la setion 2.2.3, et on va suivre le même shéma que elui utilisé pour la seondepreuve du Théorème de Gauss6.On rappelle que le sous-groupe des éléments d'ordre divisant n de E,

En ≈ Ω/nΩet en partiulier, En et �ni, de ardinal n2. Si de plus, on onvient que (℘(0), ℘′(0)) = ξ(0) = ∞,alors on peut érire expliitement En,
En =

{(

℘

(
a + ib

n
2ω

)

, ℘′
(

a + ib

n
2ω

))

, a, b ∈ {0, ...n − 1}
}

. (3.8)En appliquant les formules d'addition (2.2) et dupliation (2.3), on voit qu'on peut là aussitrouver des fontions rationnelles fn et gn dans Q(x, y) telles que n(x, y) = (fn(x, y), gn(x, y)).On onsidère alors σ ∈ AutQ(C) un automorphisme de C laissant Q invariant, don
σ(En) ⊆ En,et omme En est �ni, on voit, omme dans la preuve du Théorème de Gauss, que les pointsde En sont à oordonnées algébriques au-dessus de Q (ou in�nies).On onsidère ainsi l'extension galoisienne

Q ⊆ Kn,où
Kn = Q(a1, a2, ...an2 , b1, ..., bn2),en appelant (ai, bi) les éléments de En, et Gn = Gal(Kn/Q) son groupe de Galois.6Voir la setion 1.3. 27



Alors Gn agit sur En en préservant la struture de groupe de En ar la loi est dé�nie à partirde fontions polyn�miales à oe�ients rationnels, don on a un morphisme
ϕ :

Gn → Aut(En)
σ 7→ ((a, b) 7→ (σ(a), σ(b)))De plus, là enore, ϕ est injetif ar σ ∈ Ker(ϕ) doit �xer tous les ai et tous les bi don Kn,'est don que σ = id. Ainsi

Gn ≈ ϕ(Gn) ≤ Aut(En) ≈ Aut (
Ω/nΩ

)
.Or Ω = 2ωZ + 2iωZ ≈ 2ωZ ⊕ 2ωZ, don

Ω/nΩ ≈ Z/nZ ⊕Z /nZ,et
Gn ≈ ϕ(Gn) ≤ Aut(En) ≈ Aut (

Z/nZ ⊕Z /nZ

)
≈ GL2

(
Z/nZ

)
.Hélas, nous ne pouvons pas onlure omme nous l'avions fait dans le as du Théorème deGauss, ar nous ne possédons pas assez d'informations sur ϕ(Gn), et de plus, on sait que l'ordrede GL2

(
Z/nZ

) n'est jamais une puissane de 2...Mais il reste enore une donnée dont nous ne nous sommes pas servis, à savoir que Ω = Z[i](2ω),et omme Z[i] est un anneau, Ω possède une struture de Z[i]-module de rang 1, et don C/Ω estaussi un Z[i]-module, et en�n, par transfert de struture via ξ, E devient également un Z[i]-module.Réutilisant à nouveau les deux relations
℘(i·) = −℘(·) et ℘′(i·) = i℘′(·),on voit que

i(x, y) = (−x, iy).On aratérise maintenant En en tant que Z[i]-module.Proposition 3.2.6 On a
En ≈ Z[i]/nZ[i]

Z[i]−modulePreuve. On reprend la dé�nition de En,
En ≈

�
1
n

Ω
�
/Ω ≈ Ω/nΩ = Z[i](2ω)/nZ[i](2ω) ≈ Z[i]/nZ[i]

Z[i]−module Z[i]−module Z[i]−modulee qui est le résultat souhaité. �Si on appelle à présent F = Q(i) et Fn = F (a1, ..., an2 , b1, ..., bn2) = FKn, alors on a lesextensions suivantes
Q ⊆ F
︸ ︷︷ ︸

Z/2Z

et Q ⊆ Kn
︸ ︷︷ ︸

Gn

,don d'après la proposition 1.2.2, omme F ∩ Kn = Q,
F ⊆ Fnest galoisienne de groupe de GaloisGal(Fn/F ) := Gn =Z /2Z × Gn. (3.9)De plus Gn laisse F �xe don en partiulier i et don son ation sur En préserve la struturede Z[i]-module. On a don un morphisme injetif de Gn versAutZ[i](En),le aratère injetif venant toujours de la même raison.La proposition 3.2.6 permet de voir queAutZ[i](En) ≈ AutZ[i]

(
Z[i]/nZ[i]

)

≈
(

Z[i]/nZ[i]

)∗
.Nous serons en mesure de onlure une fois démontrée la proposition suivante :Proposition 3.2.7 Le groupe

(
Z[i]/nZ[i]

)∗est un 2-groupe si et seulement si n ∈ N . 28



Preuve. Soit x + iy ∈
�

Z[i]/nZ[i]

�∗, alors x − iy ∈
�

Z[i]/nZ[i]

�∗7, et don x2 + y2 est inversible dans Z/nZ.Réiproquement, si x2 + y2 est inversible, (x+ iy) x−iy
x2+y2

= 1 don x+ iy est inversible.L'idée est maintenant d'adapter la fontion indiatrie d'Euler à notre as, posons pour ela
ϕ̃(n) = o

��
Z[i]/nZ[i]

�∗�
.La fontion ϕ̃ est multipliative : en e�et, soient p et q premiers entre eux, on béné�ie de l'appliation

Z[i]/pqZ[i] → Z[i]/pZ[i] ×Z[i] /qZ[i]

xpq + iypq 7→ (xp + iyp, xq + iyq)
.Le fait qu'il s'agisse d'un morphisme est lair, le aratère bijetif provient du Lemme Chinois, 'est-à-dire dufait que

Z/pqZ ≈Z /pZ ×Z /qZ.Ainsi
Z[i]/pqZ[i] ≈Z[i] /pZ[i] ×Z[i] /qZ[i],don �

Z[i]/pqZ[i]

�∗
≈
�

Z[i]/pZ[i]

�∗
×
�

Z[i]/qZ[i]

�∗
,e qui implique bien

ϕ̃(pq) = ϕ̃(p)ϕ̃(q).Il reste don à aluler ϕ̃(pα) pour p premier et α ∈ N. On peut déjà remarquer que pour α ≥ 1,
ϕ̃(pα) = pα−1ϕ̃(p),ar x2 + y2 est inversible modulo pα si et seulement s'il est inversible modulo p. Les inversibles de Z[i]/pαZ[i] sontdon exatement eux de Z[i]/pZ[i] modulo p et il y en a pα−1 pour haque lasse modulo p.Calulons don maintenant ϕ̃(p) pour p premier. x réel est inversible si et seulement si x2 l'est dans Z/pZ,'est-à-dire x ∈ (Z/pZ)∗. De même, iy est inversible si et seulement si y ∈ (Z/pZ)∗.8On s'intéresse maintenant aux x+ iy ave x et y non nuls. Comme p est premier, x ∈ {1, ..., p− 1} est inversible,don

{x+ iy | x, y ∈ {1, ..., p − 1}} = {x(1 + ia) |x, a ∈ {1, ..., p− 1}} ,et x(1 + ia) est inversible si et seulement si 1 + a2 l'est. On a don
ϕ̃(p) = (p − 1)(2 + Card{a ∈ {1, ..., p− 1}| p 6 | 1 + a2}).Or Card{a ∈ {1, ..., p− 1}| p 6 | 1 + a2} = p− 1 −Card{a ∈ Z/pZ | a2 = −1}| {z }

up

,et omme Z/pZ est un orps, u ≤ 2. Si −1 est un arré et p 6= 2, 'est-à-dire p ≡ 1(mod. 3) alors up = 2, ar il y adeux raines opposées distintes, si −1 n'est pas un arré, up = 0, et si p = 2, u2 = 1.Finalement, si
n =

rY
i=1

pαi
iest la déomposition élémentaire de n, alors̃

ϕ(n) = ϕ(n)
rY
i=1

(pi + 1 − upi
).Il est maintenant lair que si ϕ̃(n) est une puissane de 2, ϕ(n) aussi et n ∈ N d'après e qu'on a fait dans lapreuve du Théorème de Gauss.Réiproquement, si n ∈ N , ϕ(n) est une puissane de 2 et pour i tel que pi 6= 2, pi+1−upi

= pi−1 est bien unepuissane de 2 et si pi = 2, pi + 1 − upi
= pi = 2 est enore une puissane de 2, don ϕ̃(n) est aussi une puissanede 2. �Grâe à ette proposition et à la aratérisation des nombres onstrutibles ayant reours à lathéorie de Galois9, on vient de voir que si n ∈ N , alors Gn est un 2-groupe, don Gn aussi à l'aidede (3.9) et les oordonnées des points de En sont onstrutibles, ar inluses dans Kn.Or 'est exatement dire que les ℘

(
a+ib

n 2ω
) et ℘′ (a+ib

n 2ω
), ave a, b ∈ {0, ...n−1} sont onstru-tibles d'après (3.8), et en partiulier les

℘

(
2kω

n

)

, k ∈ {0, ..., n − 1}sont onstrutibles, le théorème 3.2.1 est don démontré.7C'est immédiat en remarquant que si (x+ iy)−1 = a+ ib, alors a− ib = (x− iy)−1.8On aurait aussi pu simplement dire que si un réel ou un imaginaire pur est inversible, son inverse est du mêmetype.9Voir la proposition 1.2.2. 29



3.3 RéiproquePassons maintenant à la réiproque. Nous allons "opier" la preuve de la proposition 1.2.1omme énoné à la �n du hapitre 1. Commençons par dé�nir l'ensemble E′
n (orrespondant à µn)des éléments qui engendrent En omme Z[i]-module,

E′
n = {(x, y) ∈ En| < (x, y) >Z[i]−module= En}.On sait que

Gn →֒
(

Z[i]/nZ[i]

)∗
≈ E′

net que le groupe
(

Z[i]/nZ[i]

)∗est un 2-groupe si et seulement si n ∈ N , d'après la proposition 3.2.7.On introduit enore
A′

n = {x | ∃y, (x, y) ∈ E′
n}.Il su�t alors de montrer la proposition suivante, ar si on peut diviser la lemnisate en n partieségales, alors Γn sera un 2-groupe, don (

Z[i]/nZ[i]

)∗ aussi et n ∈ N .Proposition 3.3.1 Soit F = Q[i] et x ∈ A′
n, alors l'extension F ⊆ F (x2) est galoisienne de groupede Galois

Γn := Gal (F (x2)/F

)

≈
(

Z[i]/nZ[i]

)∗
/{±1,±i}.Nous aurons besoin pour ela de trouver les nombres premiers de Z[i],Proposition 3.3.2 Les nombres premiers de Z[i] sont :� les nombres ±1 ± i� les a + ib ave a2 + b2 premier dans Z ongru à 1 modulo 4� les ±p et ±ip ou p est un nombre premier dans N ongru à 3 modulo 4Preuve. On sait déjà que si z ∈ Z[i], alors |z|2 ∈ N.Remarquons que les unités de Z[i] sont ±1 et ±i ar e sont bien des unités et si xy = 1, alors |x|2|y|2 = 1don |x|2 est inversible dans Z, don vaut 1.Ensuite, Z[i] est fatoriel don ses nombres premiers sont ses irrédutibles.Il est lair que si |z|2 est irrédutible dans Z, alors z est irrédutible dans Z[i], ar si z = xy, |z|2 = |x|2|y|2.Ainsi les a+ ib, tels que a2 + b2 est premier dans N, sont premiers dans Z[i]. Il y a ±1 ± i et les a + ib ave a2 + b2premier dans Z ongru à 1 modulo 4, ar si a ∈ Z, a2 ≡ 0 (mod. 4) ou a2 ≡ 1 (mod. 4).Cherhons à présent les nombres premiers p de Z[i] qui sont dans N. Ils sont premiers dans N et ongrus à 3modulo 4 ar sinon, d'après le Théorème des deux arrés10, on peut trouver a et b tels que (a + ib)(a − ib) = p.Réiproquement, si p = (a + ib)(c − id), ave a + ib et c − id non inversibles, alors bc = ad et p = ac + bd,don a∧ b | p et a∧ b = 1 ar sinon p | a+ ib et don c− id est inversible (ar de module arré égal à 1). Ainsi d'aprèsle Lemme de Gauss, a | c, et de même c | a, don a = ǫc ave ǫ = ±1 et par le même raisonnement b = ǫd aussi('est le "même" ǫ ar bc = ad). En�n, p = ǫ(a2 + b2) = a2 + b2 don p = 2 ou p ≡ 1 (mod. 4).On peut alors onlure, ar si |z|2 n'est pas premier, on le déompose dans N en

|z|2 = p1...pr.q1...qsoù les pj sont ongrus à 1 ou égaux à 2 et les qj ongrus à 3. On déompose ensuite les pj en (aj + ibj)(aj − ibj)et on a alors la déomposition dans Z[i] ar tous es fateurs sont premiers d'après e qu'on a déjà fait. Ainsi, si zest premier, il divise |z|2 don est assoié à un des fateurs qui est forément un qj , sinon z est assoié à aj + ibjet |z|2 = pj est premier.Finalement, z est de la troisième forme annonée, e qui onlut. �Nous utiliserons aussi sans démonstration leThéorème 3.3.1 (de Dirihlet) Pour tous k et n premiers entre eux dans Z[i], il existe unein�nité de nombres premiers de Z[i] ongrus à k modulo n.10Un nombre premier de N s'érit omme somme de deux arrés si et seulement s'il est égal à 2 ou est ongru à 1modulo 4.De plus, ette déomposition est unique. 30



Passons maintenant à la preuve de la proposition 3.3.1.Tout d'abord, montrons que l'extension F ⊆ F (x2) est galoisienne.Lemme 3.3.1 Les endomorphismes de E sont de la forme
ϕ : (x, y) 7→ (r(x), ys(x)),où r et s sont des frations rationnelles.Preuve. En e�et, si ϕ(x, y) = (r(x, y), s(x, y)), alors, omme ϕ(−(x, y)) = ϕ(x,−y) = (r(x,−y), s(x,−y)) et parailleurs, ϕ(−(x, y)) = −ϕ(x, y) = (r(x, y),−s(x, y)), y n'intervient qu'ave des puissanes paires dans l'expressionde r et des puissanes impaires dans elle de s. On utilise ensuite que y2 = 4x3 − x

4
. �Maintenant, l'endomorphisme

n : (x, y) 7→ n.(x, y)s'érit (r(x), ys(x)) où r est impaire, ar
(r(−x), iys(−x)) = n.(−x, iy) = ni.(x, y) = in.(x, y) = (−r(x), iys(x)).En�n, r2 est paire, don est une fontion de X2 et F (x2) ontient les onjugués de x2.À présent, si

Γn 6≈
(

Z[i]/nZ[i]

)∗
/{±1,±i},alors on peut déomposer11

E′
n/{±1,±i} = E1

n ∪ E2
n,ave E1

n et E2
n non triviaux et Γn-invariants.On introduit à présent, pour i = 1, 2, les ensembles12

Ai
n = {x2 | ∃y, (x, y) ∈ Ei

n},ainsi que les polyn�mes
Pi(X) =

∏

α∈Ai
n

(X − α) ∈ F [X ] et P = P1P2 ∈ F [X ].Le fait que les oe�ients de es polyn�mes soient dans F provient une fois de plus du fait qu'ilssont invariants par Γn.En appelant mi le ppm des dénominateurs des oe�ients de Pi et m = m1m2, on a lepolyn�me Q := mP ∈ Z[i][X ] et les polyn�mes Qi := miPi ∈ Z[i][X ], de sorte que
Q = Q1Q2.On va maintenant herher à réduire modulo un ertain p, pour aboutir à une ontradition.On rappelle qu'on béné�ie sur En de la loi

(a + ib).(x, y) = (fa(x, y), ga(x, y)) + (−fb(x, y), igb(x, y)) .Lemme 3.3.2 On peut trouver a + ib premier dans Z[i] et ζ ∈ E1
n tels que (a + ib).ζ ∈ E2

n, avede plus p = a2 + b2 supérieur stritement à md°(P ), et a 6= 0, b 6= 0.11On sépare les orbites qui sont au moins au nombre de deux par hypothèse.12Il est lair que ∞ /∈ Ain ar (∞,∞) n'engendre pas En.
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Preuve. On prend pour ela ζ ∈ E1
n et η ∈ E2

n, don il existe k + il ∈ Z[i] premier ave n tel que η = (k + il).ζ,ar ζ ∈ E′
n. On onsidère aussi q ∈ N premier ne divisant pas n. D'après le Théorème de Dirihlet, il existe unomplexe a+ ib premier dans Z[i], ongru à k+ il modulo n, et ongru à 1 + i modulo q, ar n∧ q = 1 don es deuxongruenes reviennent à une seule à l'aide du Théorème Chinois. On a ainsi enore (a+ ib).ζ = η vu que n.ζ = ∞et a et b non nuls ar ils sont tous les deux ongrus à 1 modulo q. On peut de plus supposer que p = a2 + b2 > d°(P )ar on a une in�nité de nombres premiers qui onviennent. �On a don p ≡ 1 (mod. 4), et on se plae dans13

E(Fp) =
{

(x, y) ∈ Fp
2 | y2 = 4x3 − x

4

}

∪ {∞}.Dans Fp, on note ip une raine de −1, on hoisit ip = −ba−1 (on verra plus tard pourquoi ehoix est judiieux). Son ation sur la ourbe elliptique est donnée par ip.(x, y) = (−x, ipy).Lemme 3.3.3 Les endomorphismes de E(Fp) sont de la forme
ϕ : (x, y) 7→ (r(x), ys(x)),où r et s sont des frations rationnelles.Preuve. La preuve est exatement la même que elle du lemme 3.3.1. �Considérons un endomorphisme ϕ et notons (X, Y ) = ϕ(x, y). Alors

dX

Y
=

r′(x)

s(x)

dx

y
.On note

cϕ =
r′(x)

s(x)
.On peut montrer dans le as général que cϕ ne dépend pas de x mais nous n'en n'aurons pas besoinii. En revanhe, on va montrer :Lemme 3.3.4 On a

cα+iβ = α + iβ.Preuve. Commençons par montrer que pour ϕ1 et ϕ2, on a
cϕ1+ϕ2

= cϕ1
+ cϕ2

.En e�et, si (x1, y1) + (x2, y2) = (x3, y3), alors on a
x3 =

1

4
u2 − x1 − x2 et y3 = −y1 + u(x1 − x2),où

u =
y1 − y2

x1 − x2
.On veut montrer que dx1

y1
+ dx2

y2
= dx3

y3
, il su�t pour ela de voir que
∂x3

∂x1
=
y3

y1
et ∂x3

∂x2
=
y3

y2
.Or la première ondition s'érit

−1 +
u

4

�
2
dy1

dx1
(x1 − x2) − 2(y1 − y2)

�
(x1 − x2)

−2 = −1 +
u

4
[8x1 + 4x2 − u2]y−1

1 ,or y2i = 4x3
i − 1

4
xi pour i = 1, 2, don 2y1

dy1
dx1

= 12x2
1 − 1

4
et on obtient alors�

12x2
1 − 1

4

�
(x1 − x2) − 2y1(y1 − y2) = (8x1 + 4x2)(x1 − x2)2 − (y1 − y2)

2,13Comme p 6= 2, 4 est bien inversible dans Fp. 32



et en remplaçant y2i par 4x3
i − 1

4
xi on véri�e bien ette égalité. On proède de même pour montrer l'autre égalité.Maintenant, 1.(x, y) = (x, y) et i.(x, y) = (−x, iy) don c1 = 1 et ci = i, et par suite,

cα+iβ = α+ iβ.

�On peut onsidérer une autre notion, elle de degré d'un morphisme ϕ : (x, y) 7→ (r(x), ys(x))qu'on dé�nit omme le degré de la fration rationnelle r, 'est-à-dire le maximum des degrés de sonnumérateur et de son dénominateur si elle est érite sous forme irrédutible.d°(ϕ) = d°(r) = max{d°(d), d°(n)} si r =
n

d
ave n ∧ d = 1.C'est don le nombre d'antéédents d'un point générique, ar ϕ(x, y) = (r(x), ys(x)) = (u, v) siet seulement si u = r(x) et y = v

s(x) , et omme la valeur de x détermine de façon unique elle de y,il y a bien d°(ϕ) points qui onviennent.Lemme 3.3.5 En partiulier d°(α + iβ) = α2 + β2.Preuve. On sait que, sur E, il y a α2 + β2 points (x, y) tels que
(α+ iβ).(x, y) = (x0, y0)pour (x0, y0) générique. Si l'on pose

(α + iβ).(x, y) = (r(x), ys(x)),'est don que r(X) − x0 possède α2 + β2 raines. Ainsi r est de degré α2 + β2 et, sur E(Fp), si on note
(α + iβ).(x, y) = (r̃(x), ys̃(x)),les relations dé�nissant la somme étant les mêmes, r̃ est la rédution de r modulo p, elle est don aussi de degré α2+β2ar les oe�ients dominants du numérateur et du dénominateur de r sont des puissanes de 2, étant données lesrelations (2.2) et (2.3). �Revenons à notre morphisme

a + ib : (x, y) 7→ (a + ib).(x, y) = (r(x), ys(x)),on a vu que ca+ib = a + ib = a − b2a−1 = pa−1 = 0 (mod. p) et d°(a + ib) = p. Mais direque r′(X) = 0 (mod. p) revient à dire que r est une fration rationnelle en Xp, don il existe unefration rationnelle ρ telle que r(X) = ρ(Xp).Ajoutons à ela le fait que d°(r)= p, on voit qu'il existe des onstantes κ, λ, µ, ν, ave κ et µnon toutes nulles, telles que
r(X) =

κXp + λ

µXp + ν
.Mais omme r(∞) = ∞, µ = 0 et on peut supposer que ν = 1 ar on travaille à une onstantemultipliative près.En�n, il y a trois points d'ordre deux sur la ourbe, à savoir (0, 0) et (

± 1
4 , 0

). Comme ip laissele premier invariant et éhange les deux autres, on a
−r(0) = r(0) et − r

(

±1

4

)

= r

(

±1

4

)

,don λ = 0 et κ = ±1.Compte tenu de e qu'on sait déjà, le polyn�me
D := mP1(X) ∧ P2(X

p) = mQ1(X) ∧ Q2(X
p),de Z[i][X ] (toujours d'après le Lemme de Gauss) est non trivial, ainsi que sa rédution Dmodulo p, ar p∧m = 1 don le oe�ient dominant dans Z[i][X ] de sa dérivée est non nul dans Fp.33



On peut maintenant onlure de la même manière que dans la preuve de la proposition 1.2.1,ar Q = Q1Q2 est séparable14, mais il existe x ∈ Fp tel que
Q1(xp) = Q1(x)p = 0 et Q2(xp) = Q2(±xp) = 0,e qui est impossible.Cei ahève la preuve de la réiproque du Théorème d'Abel.

14Vu que sa dérivée est non nulle ar p est premier ave le degré de P .34
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