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Introdu
tionBien que les 
artes sont mathématiquement formalisées depuis la �n du XIXème siè
le, 
e n'estque depuis quelques dizaines d'années qu'elles sont réellement au 
÷ur de nombreux problèmesdivers et variés. Dans les années 1960, William T. Tutte, à l'aide de fon
tions génératri
es,s'intéresse à divers problèmes de 
omptage des 
artes en relation ave
 son travail sur la 
onje
ture(devenue théorème depuis) des quatre 
ouleurs [18℄.Certaines formules énumératives �rent apparaître des objets 
ombinatoires plus simples, enl'o

uren
e les arbres, 
e qui 
onduit Robert Cori et Bernard Vauquelin, dans les années 1980,a développer des appro
hes bije
tives pour 
ompter les 
artes [7℄. Par la suite, Gilles S
haefferet plus tard Jérémie Bouttier, Philippe Di Fran
es
o et Emmanuel Guitter améliorèrent
es appro
hes, faisant apparaître une information géométrique (distan
e à un sommet distinguédans la 
arte) dans le 
odage, rendant ainsi 
es méthodes plus exploitables dans les problèmesprobabilistes [16, 3℄.Dans le même temps, en raison de leur étroite relation ave
 les diagrammes de Feynman, les
artes attirent l'attention des physi
iens. Les premiers, dans les années 1970, furent Gerardus 'tHooft [17℄ puis Édouard Brézin, Claude Itzykson, Giorgio Parisi et Jean-Bernard Zuber[4℄, mettant en relation les problèmes d'énumération de 
artes en genre quel
onque ave
 lesintégrales de matri
es.Par ailleurs, de nombreux physi
iens tels que JanAmbjørn, Berg�nnur J. Durhuus et Thor-dur Jonsson voient dans les 
artes aléatoires un moyen de formaliser le 
on
ept d'intégration parrapport à une mesure sur l'ensemble des surfa
es qui apparaît en théorie de la gravité quantique2-dimensionnelle [1℄.1 Dé�nitions1.1 Des
ription 
lassiqueLa notion de 
artes est assez intuitive, 
ommençons par en donner une dé�nition formelle 1 :Dé�nition 1 Une 
arte est un graphe 
onnexe �ni non vide plongé (sans 
roisement d'arêtes),dans une surfa
e 
ompa
te, sans bord, orientée et 
onnexe, de façon que 
haque 
omposante
onnexe du 
omplémentaire du support de la 
arte 2 soit homéomorphe au disque unité ouvert de
R

2.Dé�nition 2 Le genre de la 
arte est le genre de la surfa
e dans laquelle elle est plongée. Une
arte en genre 0, 
'est-à-dire plongée dans la sphère, sera simplement appelée 
arte planaire.Dé�nition 3 On appelle fa
e de 
ette 
arte les 
omposantes 
onnexes du 
omplémentaire deson support. Le degré d'une fa
e est le nombre d'arêtes qui lui sont in
identes.Dé�nition 4 Une 
arte m est dite enra
inée si une arête orientée e est distinguée. L'arêtedistinguée s'appelle la ra
ine et son origine est appelée sommet ra
ine.Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté, on notera en
ore m une 
arte enra
inée au lieu de (m, e)et on appellera souvent simplement �
arte� une 
arte enra
inée.Ainsi dé�nies, les 
artes forment une famille beau
oup trop grande, et il est naturel de les
onsidérer �à déformation près� :1. Voir par exemple le 
ours donné par Grégory Miermont [15℄ pour des dé�nitions plus pré
ises.2. Le support de la 
arte est la réunion des arêtes du graphe plongé.2



Dé�nition 5 On dit que les 
artes m et m′ sur les surfa
es S et S′ sont isomorphes s'il existeun homéomorphisme de S sur S′, 
onservant l'orientation et faisant 
orrespondre les arêtes de
m et les arêtes de m′. Lorsque les 
artes sont enra
inées, on demande de plus qu'il transformela ra
ine de m en la ra
ine de m′ (voir �gure 1).

PSfrag repla
ements ≈Figure 1 � Deux représentations de la même 
arte.On regardera ainsi les 
artes à isomorphisme près. La raison pour laquelle on enra
ine les
artes est qu'elles ne possèdent ainsi au
un automorphisme (isomorphisme de la 
arte sur elle-même, 
'est-à-dire symétrie) non trivial :Proposition 1 Un automorphisme de 
arte �xant une arête orientée, �xe toutes les arêtes.Deux 
lasses de 
artes sont parti
ulièrement intéressantes :Dé�nition 6 On appelle triangulation (resp. quadrangulation) une 
arte dont toutes lesfa
es ont exa
tement 3 (resp. 4) 
otés. Pour tout n ∈ N
∗, on notera Tg,n (resp. Qg,n) l'ensembledes triangulations (resp. quadrangulations) à n fa
es en genre g.Dé�nition 7 Une 
arte est dite bipartie s'il est possible de 
olorier ses sommets de deux 
ou-leurs de sorte qu'au
une arête ne relie deux sommets de même 
ouleur, 
e qui équivaut à direqu'il n'existe pas de 
y
le de longueur paire dans la 
arte.Remarque. Il est fa
ile de voir que les quadrangulations planaires sont biparties. En revan
he,
e résultat n'est plus vrai en genre supérieur.Une des raisons pour lesquelles les quadrangulations biparties sont parti
ulièrement intéres-santes est la bije
tion suivante, due à William Tutte (voir �gure 2).Proposition 2 Il existe une bije
tion entre les 
artes en genre g à n arêtes et les quadrangula-tions biparties en le même genre g à n fa
es.1.2 Formule d'EulerIl est possible de relier les nombre d'arêtes, de sommets, de fa
es entre eux grâ
e à la propo-sition suivante :Proposition 3 (Formule d'Euler) Soit m une 
arte de genre g. Soit respe
tivement V (m),

E(m) et F (m) les ensembles de sommets, arêtes et fa
es de la 
arte m. On a alors
|V (m)| − |E(m)|+ |F (m)| = 2− 2g.3



Figure 2 � Illustration de la bije
tion de William Tutte.Remarque. La quantité 2−2g est appelée 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré de la surfa
e,et est souvent notée χ(g).Il su�t don
 d'une relation supplémentaire pour pouvoir déterminer toutes 
es quantités.Par exemple, une quadrangulation possède deux fois plus d'arêtes que de fa
es étant donnéque 
haque fa
e est bordée de quatre arêtes in
identes à exa
tement deux fa
es (éventuellement
onfondues). Ainsi, les éléments de Qg,n ont n fa
es, 2n arêtes et n + 2− 2g sommets.1.3 Des
ription 
ombinatoireIl existe une façon plus �algébrique� de voir les 
hoses, très utile dans 
ertains 
as. Il s'agitde dé
rire totalement la 
arte par un triplet de permutations véri�ant 
ertaines relations. Nousdonnons i
i un bref aperçu de 
e point de vue (voir [15℄ pour une des
ription plus détaillée).Soit m une 
arte et ~E l'ensemble de ses arêtes orientées 3. La permutation α asso
ie à unearête orientée e sa retournée ē. Les permutations ϕ et σ asso
ient à une demi-arête la suivanterespe
tivement dans le par
ours des fa
es et dans le 
ontour des sommets dans le sens positif(voir �gure 3).
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σ = (7, 10, 13)(6, 8, 17, 20)(5, 19, 11, 9)
(12, 18, 14)(2, 21, 16)(1, 4, 15, 22)(3)Figure 3 � Des
ription d'une 
arte par un triplet de permutations et exemple.Ainsi, les 
y
les de α 
orrespondent aux arêtes de m, 
eux de ϕ aux fa
es et 
eux de σ auxsommets.La permutation α est une involution sans point �xe, ϕασ = 1 et 〈ϕ, α, σ〉 agit transitivementsur ~E (
e
i 
orrespondant à la 
onnexité de la 
arte). Ré
iproquement, à partir de trois tellespermutations, on peut re
onstruire la 
arte. Pour retrouver le genre de 
elle-
i, on appliquesimplement la formule d'Euler.3. L'ensemble introduit plus haut des arêtes de m est E(m) =

{

{e, ē}, e ∈ ~E
}.4



Dé�nition 8 Soit X un ensemble �ni. On appelle graphe enrubanné sur X un triplet depermutations (ϕ, α, σ) ∈ S
3
X tel que α soit une involution sans point �xe, ϕασ = 1 et 〈ϕ, α, σ〉agisse transitivement sur X.Deux graphes enrubannés (ϕ, α, σ) et (ϕ′, α′, σ′) sur X et X ′ sont isomorphes s'il existe unebije
tion π : X → X ′ véri�ant π−1α′π = α et π−1ϕ′π = ϕ (et don
 π−1σ′π = σ).Remarque. Le fait que α soit une involution sans point �xe assure que X est de 
ardinal pair.Ainsi, les 
lasses d'isomorphisme de graphes enrubannés sont en bije
tion ave
 les 
lassesd'isomorphisme de 
artes.2 Méthodes de 
omptage par dé
omposition ré
ursive2.1 Illustration de la méthode sur un exemple simpleOn se pla
e à présent en genre 0, 
'est-à-dire sur la sphère de R

3. L'un des premier problèmeauquel on est 
onfronté est le 
omptage des 
artes. Il peut être résolut (dans 
ertains 
as) enutilisant la méthode de dé
omposition ré
ursive : il s'agit de dé
omposer les objets que l'onveut 
ompter en plusieurs objets plus petit de la même famille. Pour 
ela, on introduit la sériegénératri
e de la famille 
onsidérée.Donnons tout de suite un exemple simple. Un arbre plan est une 
arte planaire à une seulefa
e. Notons An l'ensemble des arbres enra
inés à n arêtes � et don
 n + 1 sommets d'après laformule d'Euler (proposition 3). Notons en
ore
A :=

⋃

n∈N

Anl'ensemble de tous les arbres enra
inés, et pour t ∈ A, |t| son nombre de sommets. Nous allons
al
uler |An|.La série génératri
e des arbres est notée A : elle attribue un poids x à 
haque sommet d'unarbre de A, 
'est-à-dire
A(x) :=

∑

t∈A

x|t| =
∑

n∈N

|An|xn+1.Un arbre se dé
ompose ainsi :
⋄ soit il n'a qu'un sommet (de poids x),
⋄ soit il est 
omposé d'un sommet ra
ine (de poids x) et de k sous-arbres t1, t2, . . .tk (k ≥ 1)des
endant de 
ette ra
ine, de poids respe
tifs x|t1|, x|t2|, . . ., x|tk|.Cette dé
omposition donne des ensembles disjoints. On a don


A(x) = x +

(

x
∑

t1∈A

x|t1|

)

+ · · ·+



x
∑

t1, t2,...,tk∈A

x|t1|x|t2| . . . x|tk|



+ . . .

= x
∑

k∈N

A(x)k

=
x

1−A(x)
. 5



On obtient alors
A(x) =

1−
√

1− 4x

2
=
∑

n∈N

1

n + 1

(

2n
n

)

xn,l'autre ra
ine de X2 −X + x n'étant pas nulle en 0.Finalement, on a le résultat suivant :Proposition 4 Le nombre d'arbres enra
inés à n arêtes et n + 1 sommets est
|An| = Catn :=

1

n + 1

(

2n
n

)

.Ce nombre est appelé nombre de Catalan d'ordre n.2.2 RésultatsL'exemple pré
édent permet d'illustrer l'idée de la méthode mais ne re�ète pas tous lesproblèmes que l'on ren
ontre lorsque l'on travaille ave
 des familles plus 
omplexes. En pratique,il faut souvent étudier une famille plus générale pour obtenir 
e que l'on souhaite. Par exemple,pour trouver le nombre de triangulations ave
 un nombre donné de sommets, il faut 
ompter lestriangulations à bord (
artes dont toutes les fa
es sont des triangles sauf éventuellement la fa
ein
idente à la ra
ine), 
ar il est aisé de les dé
omposer en deux plus petites triangulations à bord.Ensuite, les triangulations étant des triangulations à bord parti
ulières, on obtient le résultatdésiré.Par ailleurs, les équations que l'on obtient sur les séries génératri
es sont rarement aussisimples et né
essitent des méthodes plus évoluée pour être résolues. On renvoie le le
teur à [15℄pour plus de détails. Le 
as des triangulations y est en outre intégralement traité.Proposition 5 Soit m, n ∈ N. Notons T ∂
m,n l'ensemble des triangulations à bord possédant nsommets internes (
'est-à-dire hors du bord) et m + 2 sommets sur le bord. Alors

|T ∂
m,n| = 2n+1 (2m + 1)!(2m + 3n)!

m!2n!(2m + 2n + 2)!
.De plus, on a les asymptotiques suivants :

|T ∂
m,n| ∼n→∞

Z̄m

(

27

2

)n

n− 5

2 et Z̄m ∼
m→∞

C 9m m
1

2 ,où C > 0 est une 
onstante.Ces formules permettent d'avoir des informations non triviales sur la stru
ture des 
artesaléatoires. Donnons là en
ore un exemple simple du genre d'information que l'on peut obtenir.Proposition 6 Le nombre moyen de 
haînes simples de longueur m + 1 sur une triangulationuniforme à n fa
es, et dont le premier pas orienté est la ra
ine de la triangulation tend, lorsque
n→∞ vers

Z̄2m

Z̄0

(

2

27

)m

.6



Preuve. L'idée 
onsiste à dé
ouper la 
arte suivant la 
haîne et à l'ouvrir en une nouvellefa
e. On obtient alors 4 une 
arte de T ∂
2m,n/2−m. Cette opération est réversible don
 le nombrede triangulation à n fa
e ave
 une telle 
haîne est |T ∂

2m,n/2−m|. En ouvrant de la même façon,suivant la ra
ine, une triangulation à n fa
es, on obtient un élément de T ∂
0,n/2. Ainsi le nombrere
her
hé est

|T ∂
2m,n/2−m|
|T ∂

0,n/2|
∼

n→∞

Z̄2m

Z̄0

(

2

27

)m

.

�Ainsi, dans une grande triangulation uniforme, le nombre de 
hemins auto-évitants de lon-gueur m est de l'ordre de √m 92m(2/27)m =
√

m 6m, 
e qui montre que la �
onstante de 
onne
-tivité moyenne� est 6. Ce
i 
orrespond au degré moyen d'un sommet :
∑

v∈m degv
|V (m)| =

2|E(m)|
|V (m)| =

3n

n/2 + 2
GGGGGGA

n→∞
6.Ce résultat est assez surprenant 
ar on s'attend à une 
onstante inférieure (lorsque l'on arriveà un n÷ud de degré k, on a au plus k − 1 
hoix possibles pour 
ontinuer à être auto-évitant).Ainsi, en moyennant, on favorise les 
artes ave
 des sommets de degré élevé.Pour �nir, donnons le nombre de 
artes pour un nombre d'arêtes donné. On renvoie une foisde plus le le
teur à [15℄ pour une preuve.Théorème 7 Le nombre de 
artes planaires enra
inées à n arêtes est

2

n + 2
3nCatn.3 Limite d'é
helle de 
artes aléatoires3.1 Appro
hes bije
tivesLe dernier résultat de la se
tion pré
édente (théorème 7) fait intervenir, dans une formuleextrêmement simple, les nombres de Catalan, nombres qui 
omptent les arbres (proposition 4).Ce
i laisse suggérer qu'on puisse utiliser les arbres pour 
oder les 
artes et ainsi se ramener à desproblèmes plus simples.Cette manière de voir les 
hoses permet, outre le fait de pouvoir 
ompter des 
artes, de
onserver une information sur la stru
ture géométrique de la 
arte (typiquement, distan
e à unpoint distingué) et ainsi s'avère très utile en 
e qui 
on
erne les questions probabilistes.La première étape 
onsiste à se ramener à des quadrangulation à l'aide de la bije
tion deTutte (
.f. �gure 2). NotonsMn l'ensemble des 
artes planaires enra
inées à n arêtes et Qn =

Q0,n l'ensemble des quadrangulations planaires enra
inées à n fa
es. On a
Mn

Tutte←→ Qn et |Mn| = |Qn|. (1)4. Si m ∈ T ∂
M,N , la formule d'Euler et la relation 3 (|F (m)| − 1) = 2 (|E(m)| − M − 2) + M + 2 donnent

|V (m)| = N + M + 2, |F (m)| = 2N + M + 1 et |E(m)| = 3N + 2M + 1. I
i, on veut que M = 2m et
|F (m)| = n + 1 (le +1 
orrespond à la fa
e que l'on a �ouverte�), 
e qui donne le résultat annon
é.7



Soit en
ore
Q•

n = {(q, v), q ∈ Qn, v ∈ V (q)} ,l'ensemble des quadrangulations pointées. La formule d'Euler permet de voir que si q ∈ Qn, alors
|V (q)| = n + 2, don


|Qn| :=
|Q•

n|
n + 2

. (2)Soit en�n Tn l'ensemble des 
ouples (t, l) tels que :
⋄ t ∈ An,
⋄ l : V (t)→ Z est telle que sa valeur en le sommet ra
ine de t est 1, et si u ∼ v (u et v sontvoisins, 
'est-à-dire distant de 1) alors |l(u)− l(v)| ≤ 1.Un élément de Tn sera appelé arbre bien étiqueté.On munit une 
arte m de sa distan
e de graphe dgr : pour u, v ∈ V (m), dgr(u, v) est lenombre d'arêtes du plus 
ourt 
hemin dans m reliant u à v.Théorème 8 (Bije
tion de S
haeffer) Il existe une bije
tion entre Q•

n et Tn × {−1, 1}telle que si (q, v)←→ (t, l, ε), alors, pour tout d ∈ N
∗,

|{u ∈ V (q) | dgr(u, v) = d}| = |{u ∈ V (t) | l(u)−min l + 1 = d}| .De plus (q, v) ←→ (t, l,−ε), où q est la même 
arte que q enra
inée en la retournée de lara
ine de q.On a don

|Q•

n| = 2 |Tn| = 2.3nCatn, (3)
ar à tout arbre de An 
orrespond 3n fon
tions d'étiquettes : pour 
haque bran
he, on 
hoisit unin
rément dans {−1, 0, 1}.En 
ombinant (1), (2) et (3), on retrouve ainsi le résultat du théorème 7.3.2 Constru
tion de la bije
tion de S
haefferOn explique i
i, sans démonstration, 
omment fon
tionne la bije
tion de S
haeffer. Onrenvoie le le
teur à ses travaux [16℄ pour une preuve.3.2.1 Appli
ation dire
tePartant d'une quadrangulation pointée (q, v) ∈ Q•
n, on asso
ie à 
haque sommet u uneétiquette l(u) := dgr(u, v) (voir �gure 4).PSfrag repla
ements
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e 
omme dé
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ie une valeur de ε 
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3.2.2 Appli
ation ré
iproqueDans l'autre sens, partons d'un arbre bien étiqueté. On translate les étiquettes de manière à
e que la plus petite soit 1. On rajoute un point d'étiquette 0 dans la fa
e de l'arbre. Ensuite, onrelie 
haque 
oin dans le par
ours en profondeur de l'arbre au premier 
oin suivant d'étiquettestri
tement inférieure. Si 
'est un 
oin d'étiquette 1, on le relie simplement au sommet rajouté(voir �gure 8). En�n, on enra
ine la 
arte obtenue en fon
tion de la ra
ine de l'arbre et de lavaleur de ε 
omme sur la �gure 6.PSfrag repla
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tion inverse.Notons qu'il n'est pas évident, a priori, qu'on puisse dessiner 
es ar
s sans 
roisement.On a ainsi 
onstruit deux appli
ations, il faut voir qu'elles sont bien ré
iproques l'une del'autre. Un sens est fa
ile : partant d'un arbre, on 
onstruit une quadrangulation et on retombesur le bon arbre. L'autre sens est plus di�
ile, il faut voir que l'on obtient bien toutes les arêtesde la 
arte.Les propriétés énon
ées dans le théorèmes 8 dé
oulent immédiatement de 
ette 
onstru
tion.3.3 Limite d'é
helle3.3.1 Pro
essus de 
ontour et d'étiquettes des arbresÀ un arbre bien étiqueté (t, l) ∈ Tn, on asso
ie les fon
tions suivantes, appelées fon
tion de
ontour et fon
tion d'étiquettes, de [0, 2n] dans R dé�nies ainsi (voir �gure 9) :
⋄ à un point i ∈ J1, iK, Ct asso
ie la hauteur du ième point de l'arbre dans son par
ours enprofondeur et Lt l'étiquette de 
e point,
⋄ 
es deux fon
tions sont interpolées linéairement sur [0, 2n].PSfrag repla
ements -1-1
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Soit (tn, ln) uniforme dans Tn. On dé�nit les pro
essus de 
ontour et d'étiquettes par
Cn := Ctn et Ln := Ltn .On 
onnaît le 
omportement de 
es pro
essus pour des grands arbres, 
'est-à-dire quand ntend vers l'in�ni :Théorème 9 (Chassaing, Mar
kert, S
haeffer) On a





(

Cn
2ns

(2n)
1

2

)

0≤s≤1

,





Ln
2ns

(

8n
9

)
1

4





0≤s≤1





(loi)
GGGGGGGGA

n→∞

(

(es)0≤s≤1 , (Zs)0≤s≤1

)

,pour la topologie uniforme sur C ([0, 1], R)
2, où

⋄ le pro
essus e est l'ex
ursion brownienne normalisée,
⋄ le pro
essus Z est, 
onditionnellement à e, un pro
essus gaussien 
entré de 
ovarian
e
ov(Zs, Zt) = inf

s∧t≤u≤s∨t
eu.Le pro
essus Z est appelé tête du serpent brownien dirigé par l'ex
ursion browniennenormalisée. On renvoie le le
teur à [11℄ pour plus d'informations sur le sujet.3.3.2 Pro�l d'une grande quadrangulationCes résultats peuvent être transportés sur les quadrangulations, via la bije
tion de S
haef-fer.Soit (q, v) ∈ Q•

n une quadrangulation pointée. Son rayon est dé�ni par
Rq,v := max

u∈V (q)
dgr(u, v).On dé�nit en
ore son pro�l sur N par, pour k ∈ N,

Iq,v(k) := |{u ∈ V (q) | dgr(u, v) = k}| .Remarque. 1
n+2 Iq,v est la loi de la distan
e à v d'un point uniforme dans V (q).Soit (qn, vn) uniforme dans Q•

n, on dé�nit les pro
essus rayon et pro�l :
Rn := Rq

n
,vn

et In := Iq
n

,vn
.Théorème 10 On a

⋄ Rn

n
1

4

(loi)
GGGGGGGGA

n→∞
R∞ dans R, ave
 R∞ := max

[0,1]
Z −min

[0,1]
Z,

⋄
In

(

n
1

4 ·
)

n + 2

(loi)
GGGGGGGGA

n→∞
I∞ pour la topologie de la 
onvergen
e faible,où I∞ est la mesure aléatoire sur R+ dé�nie par

I∞(g) =

∫ 1

0

dt g

(

Zt −min
[0,1]

Z

) pour g ≥ 0.Ce théorème montre en parti
ulier que la taille typique d'une grande quadrangulation est n
1

4et donne la loi de la répartition des points dans la 
arte.11



3.3.3 Topologie de Gromov-Hausdor�On regarde à présent les 
artes aléatoires 
omme des espa
es métriques aléatoire et on s'inté-resse à 
e qu'il se passe lorsque la �taille� devient grande. Il nous faut don
 une topologie sur lesespa
es métriques, la plus adaptée est la topologie de Gromov-Hausdor�. On renvoie le le
teurau livre de Mikhail Gromov [8℄ pour plus de détails.Pour 
omparer deux 
ompa
ts K et K ′ d'un espa
e métrique (Z, δ), il est naturel d'introduirela distan
e de Hausdor� (voir �gure 10) :
δH(K, K ′) := max

{

max
x∈K

δ(x, K ′), max
x′∈K′

δ(x′, K)

}

.PSfrag repla
ements δHFigure 10 � Distan
e de Hausdor�.On 
onsidère les espa
es métriques à isomorphisme près, notons [X, d] la 
lasse d'isomor-phismes de l'espa
e métrique (X, d) et dé�nissonsCM := {[X, d], (X, d) métrique 
ompa
t} .On le muni de la distan
e de Gromov-Hausdor� dGH dé�nie par :
dGH ([X, d], [X ′, d′]) := inf

(Z, δ) métrique
ϕ : (X, d)→ (Z, δ)

ϕ′ : (X ′, d′)→ (Z, δ)

δH

(

ϕ(X), ϕ(X ′)
)

,où la borne inférieure est prise sur tous les espa
es métriques (Z, δ) et tous les isomorphismes
ϕ : (X, d)→ (Z, δ) et ϕ′ : (X ′, d′)→ (Z, δ).On a alors le théorème suivant (
.f. [8℄) :Théorème 11 L'appli
ation dGH est une distan
e sur CM et (CM, dGH) est un espa
e polonais.Remarque. Il existe des façons plus agréables de 
ara
tériser la distan
e de Gromov-Hausdor�,notamment à l'aide de 
orrespondan
es que l'on utilisera souvent en pratique.3.3.4 Limite d'é
helleUn des grands problèmes a
tuels est de 
omprendre la limite d'é
helle des quadrangulationsaléatoires. Grâ
e à un argument de relative 
ompa
ité, Jean-François Le Gall a ré
emmentdémontré l'existen
e d'une limite d'é
helle, le long d'une sous-suite. On renvoie le le
teur à [12℄et [13℄ pour les preuves de 
es théorèmes.Théorème 12 (Le Gall) Soit qn ∈ Qn uniforme parmi les quadrangulations de la sphère à
n fa
es.Alors l'espa
e métrique (V (qn), n−1/4dgr

) tend en loi pour la topologie de Gromov-Hausdor�,le long d'une sous-suite, vers un espa
e métrique aléatoire limite, noté (S, D).12



On 
onnaît 
ertaines propriétés de l'espa
e limite (S, D) :Théorème 13 (Le Gall) La dimension de Hausdor� de (S, D) est p.s. 4.Théorème 14 (Le Gall, Paulin) L'espa
e (S, D) est p.s. homéomorphe à la sphère unitéde R
3.Il est amusant de mettre en parallèle 
es deux théorèmes : p.s. (S, D) est homéomorphe à lasphère de R

2 et est de dimension de Hausdor� 4. Bien sûr, 
e
i n'est pas du tout 
ontradi
toire,on obtient des propriétés similaires ave
 les 
ourbes fra
tales.GénéralisationLes te
hniques exposées tout au long de 
ette présentation sont très robustes, on peut lesadapter à divers problèmes. Les méthodes de 
omptage par séries génératri
es ont beau
oupd'appli
ations qui dépassent largement le 
adre des 
artes.La bije
tion de S
hae�er se généralise bien en genre supérieur (
'est-à-dire g ≥ 1), elle s'établitentre les quadrangulations biparties de genre g et les g-arbres � 
artes à une seule fa
e, en
oreappelées 
artes uni
ellulaires, de genre g.On peut aussi établir une bije
tion entre les 
artes planaires biparties et les mobiles bienétiquetés (notion généralisant les arbres bien étiquetés) : 
ette bije
tion, dont le prin
ipe est lemême que 
elle de Gilles S
haeffer, est due à Jérémie Bouttier, Philippe Di Fran
es
o etEmmanuel Guitter [3℄.Référen
es[1℄ Jan Ambjørn, Berg�nnur J. Durhuus, and Thordur Jonsson. Quantum Geometry : AStatisti
al Field Theory Approa
h. Cambridge University Press, 1997.[2℄ Edward G. Begle. Regular 
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ations in Mathemati
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s, 59(1) :35�51, 1978.[5℄ Guillaume Chapuy. The stru
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tion between maps ofpositive genus and planar labelled trees. arXiv:0804.0546, 2008.[6℄ Guillaume Chapuy, Mi
hel Mar
us, and Gilles S
haeffer. A bije
tion for rooted mapson orientable surfa
es. arXiv:0712.3649, 2007.[7℄ Robert Cori and Bernard Vauquelin. Planar maps are well labeled trees. Canad. J. Math,33(5) :1023�1042, 1981.[8℄ Mikhail Gromov. Metri
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es. Bir-khauser, 1999.[9℄ Jean-François Le Gall. Brownian ex
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hing pro-
esses. Ann. Probab, 19(4) :1399�1439, 1991.[10℄ Jean-François Le Gall. A 
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ations tosuperpro
esses. Probability Theory and Related Fields, 95(1) :25�46, 1993.13
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