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Résumé

L’étude des carquois est tres riche et est un outil puissant en géométrie
algébrique.

Ici, on s’intéressera en particulier au probléme de Deligne-Simpson
additif. Ce probléme sera résolu grace au systeme de racines d’une algebre
de Kac-Moody.

Pour cela, on raménera notre probleme a ’étude des représentations
d’un carquois bien choisi qui correspondent a des modules sur l'algebre
pré-projective déformée associée a ce carquois.
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Fixons des maintenant k, un corps quelconque.

1 Carquois

1.1 Premieéres définitions
Commengons par rappeler ce que sont les carquois.

DEFINITION (carquois, chemins) :
Un carquois @ est la donnée de deux ensembles finis, Qg et @1, et de deux
applications de Q; dans Qo, notées s et ¢ (8], On notera Q = (Qo, Q1, 5,1).

Un chemin dans ce carquois est une suite finie, pg ... p,, d’éléments de Q1
telle que Vk € {1...n},s (pr_1) =t (pr) ; on notera t (pg) <2 - - <& 5 (p,) P
Si la suite est vide, le chemin est dit trivial, et il faut préciser son point-base,
u € Qo ; on notera (abusivement) « un tel chemin.

Le chemin est appelé cycle si t(pg) = s(pn); le carquois est dit fortement
conneze si, pour tout couple (u,v) € Q3, il existe un chemin qui se note v L

oy

Soit a : t (po) <<= -+ L s (pn) et bt (ph) Lo 8 g (p! ) deux chemins
de ce carquois. Si t(p() = s(pn), la composée de ces deux chemins, a o b, est
définie et est le chemin ¢ (pg) <<% -+« £ ¢ (pf) Lo oo L5 (pl ) sinon, elle
n’est pas définie.

Pour cette premiere partie, nous supposerons désormais qu’un carquois @ =
(Qo, @1, s, t) est fixé.

1.2 Représentations

DEFINITION (catégorie des représentations) :
On définit la catégorie des représentations de () — dont les objets sont
appelés représentations —, notée Rep @ :
— Une représentation X, du carquois @ est la donnée de deux applications
— notées toutes deux X, et en indice pour ne pas surcharger les écritures.
L’une associe a chaque point du carquois un k-espace vectoriel de dimen-
sion finie et I'autre associe a chaque fleche une application linéaire :

X.{UGQO — Xy € Vect (k)
"l peQr — &, € Hom (X, Xy))

Cela se visualise de la facon suivante :

Q u—p>v
Xp
X Xu—>Xv

(alEn fait, Qo est I’ensemble des points, Q1 ’ensemble des fleches et s (resp. t) 'application
qui & une fleche associe son point de départ (resp. point d’arrivée).
[P]Les chemins sont notés dans ce sens pour avoir une composition aisée, qui fonctionne

comme la composition de fonctions.
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— Un morphisme 6 entre X et X', deux représentations de @, est une appli-
cation — notée elle aussi en indice — 6 : u € Qg — 6, € Hom (X, X))
telle que, pour tout p € @1, le diagramme suivant commute :

XP
Xs(p) —= Xi(p)

9s<p>l l"z(m

/ /
Xoto) =~ o)
P

-Sif: X - X eth: X — X" sont deux morphismes de représentations,
la composée de ces deux morphisme est le morphisme 6’ 00 : u € Qg —
0! o6, € Hom (X, X)).

Quand nous parlerons de représentations et qu’il n’y aura pas d’ambiguité, il
sera courant d’écrire p pour désigner ’application linéaire X, associée a la fleche

p € Q1.

1.3 Algebre des chemins
1.3.1 Définition et remarques

DEFINITION (algébre des chemins) :

L’algébre des chemins associée a ), que 'on note k@, est la k-algebre qui
a pour base l’ensemble des chemins de @ et dont la multiplication (notée -)
coincide, pour les éléments de la base, avec la composition des chemins lorsqu’elle
est définie, avec I'application nulle lorsqu’elle ne l'est pas.

On voit aisément que cette algébre est unifere (elle admet Zung u comme
élément neutre) et qu’elle se décompose en sommes directes :

Q=P u Q=P kQ v

u€Qo vEQo

Remarque 1.3.1:
On peut aussi proposer une version plus constructive de cette définition si
Pon se rameéne & Qo = {1...n}:
L’algebre des chemins de @ est la sous-algebre de I’algebre M, (k (Q1)) [
engendrée par les matrices :
- m" (m; =1sii=j=u,0 sinon), pour u € Qo;
P

.. . . P
- mf (mj; =psii=vetj=u,0sinon), pour u — v € Q1.

1.3.2 Transfert de propriétés

Beaucoup de propriétés du carquois se traduisent par des propriétés de son
algebre des chemins, et inversement. On se propose d’en étudier une.

[e]Crest Ialgebre des matrices carrées de taille n & coefficients dans la k-algtbre libre en-
gendrée par Q1.
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Proposition 1.3.2:
On a léquivalence suivante :

Q n’a pas de cycles <= kQ est de dimension finie

Démonstration. k@ admet pour base vectorielle I’ensemble des chemins de Q.
Dire que kQ est de dimension finie est donc équivalent & dire que @ n’a qu'un
nombre fini de chemins.

Ainsi donge, si @ admet un cycle ¢ € k@, comme il admet alors une infinité
de chemins distincts (les c-¢---- - ¢), kQ n’est pas de dimension finie.

Inversement, si Q) n’a pas de cycle, comme la longueur des chemins est bornée
par le nombre de sommets et qu’il n’y a qu’un nombre fini d’arrétes, un argument
de combinatoire montre qu’il y a un nombre fini de chemins. O

1.4 Isomorphisme de catégories

Lemme 1.4.1:
La catégorie Rep Q est isomorphe a la catégorie des kQ-modules.

Démonstration. L’isomorphisme et son inverse sont assez canoniques :
~ Aun k@Q-module X, on associe la représentation X de () définie par X, =
u-X et XPZ.TEXS(/)) Hp'xext(p).
— A une représentation X' de @, on associe le kQ-module X = @uer Xy

ot la multiplication est définie pour un chemin [ p = ¢ (pg) L& ... 2=

5(pn) et x € X par pr = e4(p0)Xpg - - - Xp, Ts(p,) (¥) OU €, et T, sont les
. . e 4. . Eu Ty
applications linéaires canoniques X, — X — X,.
Il s’agit d’une simple vérification que de montrer que ce qui est défini la est bien
bijectif :
Soit X une représentation de @, on a donc le kQ-module associé, X. Puis,
on a X’ la représentation de ) associée & X. Montrons que X’ = X.
Tout d’abord, quelque soit le sommet u, on a :

Xy=u-X=u P x,=2,
vEQo

Par ailleurs, pour z = Y Ty, € X,onau-x=ux, dou:

uEQo
X;; (S (p) : :C) = X,; (:Cs(p)) =P Ts(p) = XP (zs(p)) = Xp (S (p) : 1')
Ainsi, X, = X /;. Comme cela est vrai indépendamment de p, les représentations

X et X’ sont rigoureusement les mémes.

Soit réciproquement X un kQ-module et X' la représentation de @) associée.
On a alors X’ le kQ-module associé a X. Montrons que X’ = X.
Tout d’abord, on peut écrire :

X=Pxr.=Pux=Xx

UEQo UEQo

[d]La multiplication est ainsi définie sur tout kQ x X puisque les chemins forment une base
de Palgebre kQ.
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Comparons maintenant les lois. Soit = >_ .o #u € M. On a d'une part :

u'rz=u' E V- Ty =U- Ty = E U-V- Ty =U- g V- Ty =U-T

vEQo vEQo vEQo

Et d’autre part on a :

u€EQo u€Qo

Ainsi, les modules X et X’ sont rigoureusement les mémes.
Cela achevant la démonstration. |

Dans la suite, cet isomorphisme sera toujours implicite. Et I'on désignera par
la méme écriture un kQ-module, et sa représentation associée.

DEFINITION (sous-représentation, représentation simple):
Soit X une représentation de Q. On dit que X’ est une sous-représentation

de la représentation X si Vu € Qo, X, C X, et si Vp € @1, X; =X, iﬁg’;g.

Une représentation sera dite simple si elle n’admet pas de sous-représentation
non-triviale

Cela revient au méme de demander qu’elle (ou plutdt, le kQ-module associé)

n’admette pas de sous-module non-trivial.

Proposition 1.4.2:
Si X est une représentation de Q, alors :

Yu € Qo, Hompg (kQ - u, X) >~ X,

Démonstration. 11 suffit donc de montrer, si X est un kQ-module et u € Qy,
que :

Homyg (BQ - u, X) ~u-X
Or, un kQ-morphisme ¢ de kQ -u dans X est uniquement déterminé par I'image
de u par ce morphisme. De plus, cette image est nécessairement dans u - X (car

pu-u) =) ) =u- )
Ainsi, on a un isomorphisme :

{Hoka(kQ-u,X) - u-X
¥ = ¢(u)

2 Algebres de Lie semi-simples complexes
Nous présentons ici la théorie générale des algebres de Lie semi-simples com-

plexes. La section suivante permettra de détailler les résultats dont nous aurons
besoin dans un cadre plus précis.

Dans toute cette section, le corps est celui des complexes.
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2.1 Premieéres définitions

Soit « un élément d’une algebre de Lie g. On notera ad z ’application de g
dans lui méme y — [z, y].

DEFINITION (algebres nilpotentes, simples et semi-simples) :
Soit g une algebre de Lie. Elle est dite :
Cl(g) =g

est nulle a partir d’un
C" (g) = [9,C™ (9)] P

— nilpotente lorsque la suite {

certain rang;

— simple si elle n’est pas abélienne et n’admet pas d’idéal non-trivial ;

— semi-simple lorsqu’elle s’écrit sous la forme d’un produit direct d’algebres
de Lie simples g = g1 x --- X g, (avec [g;, g;] = 0 lorsque i # 7).

En fait, une algebre de Lie complexe g est semi-simple si et seulement si elle
n’admet pas d’idéal abélien non-trivial — pour montrer cela, on prend {g; ... g,}
I’ensemble des idéaux non-nuls minimaux de g; ce sont bien des algebres de Lie
simples et on montre que g est égal a leur produit direct.

DEFINITION (éléments nilpotents, semi-simples) :
Soit g une algebre de Lie. Un élément = de cette algebre est dit :
— nilpotent si ad x 'est;
— semi-stmple si ad x est diagonalisable.

DEFINITION (forme de Killing):
Soit g une algebre de Lie. On appelle forme de Killing de g la forme :

B:(x,y) — (z,y) = tr (adw o ad y)
Pour ce qui suit, nous fixerons g, une algebre de Lie semi-simple complexe.

2.2 Systeme de racines
2.2.1 Sous-algebres de Cartan

DEFINITION (sous-algébre de Cartan):
Une sous-algebre de Cartan h de g est un élément maximal de ’ensemble
des sous-algebres abéliennes constituées d’éléments semi-simples.

On peut montrer que toutes les sous-algebres de Cartan sont conjuguées par
les automorphismes intérieurs de g.
De plus, elles vérifient de nombreuses propriétés :

Proposition 2.2.1:
Soit b une sous-algébre de Cartan d’une algébre de Lie semi-simple g. Alors :
— b une sous-algebre nilpotente ;
— b est son propre normalisateur (ie. h = {x|adz (h) C h}) et donc, a for-
tiori, le commutant de by est by ;
— la restriction a b de la forme de Killing est non-dégénérée.

En fait, si b est une sous-algebre de g qui vérifie les deux premieres propriétés
de la proposition précédente, alors b est une sous-algebre de Cartan de g.
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Dans ce qui suit, nous munirons g, § et h* de la structure qu’induit la forme
de Killing — eg. orthogonalité, dualité. . .

2.2.2 Systéme de racines associé

DEFINITION (racines) :
Soit h une sous-algebre de Cartan de g. Pour tout A € h*, posons :

gr ={z €glVh € b, [h,2] = A (h)z}

Les racines de g (relativement & h) sont les éléments non-nuls A de h* tels
que gy # 0. Une fois b fixé, on notera R I'ensemble des racines.

On a alors :

g=bo® (@ gA)
AER
En effet, puisque h est abélien, d’apres l'identité de Jacobi, les endomor-
phismes ad h (pour h € ) commutent ; comme, de plus, ils sont diagonalisables,
ils sont simultanément diagonalisables.
Remarquez bien qu’on distingue h = gg des autres gy qui proviennent d’une
racine.

L’ensemble des racines R C h* jouit de propriétés remarquables que nous
nous contenterons de décrire :

Proposition 2.2.2:

R est un systéme de racines réduit au sens ou :

— R est fini, engendre h* (en tant qu’espace vectoriel complexe) et ne contient

pas O ;

- pour tout « € R, 1 — 2 <<o.¢1,0;>> « laisse stable R ;

— pour tout couple (o, 3) € R?, on a : (o, 3) € Z;

— pour tout o« € R, a et —a sont les seules racines proportionnelles a .

Quelque soit o € R, dimg, = 1. Si (o, 3) € R? wvérifie o + 3 # 0, alors
Go+8 = [0a, 93] ; alors, go et gz sont orthogonaux et g_, s’identifie au dual de
o

2.3 Matrice de Cartan, graphe de Coxeter et schéma de
Dynkin

DEFINITION (base) :
Une base de R est un sous-ensemble S de R qui est une base linéaire de h*

tel que :
RC {Zwaodw € NS} U {Zwaa| (—w) € NS}

a€esS a€eS

Nous admettrons ’existence d’une base S, que nous fixons.
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Pour représenter et caractériser la base choisie, introduisons les différents
objets mathématiques suivants :

DEFINITION (matrice de Cartan):
La matrice de Cartan est la matrice (& coefficients entiers, d’apres la propo-

sition 2.2.2) :
C= (2 (6. O‘>)
<Oé,0&> (a,B)GSZ

DEFINITION (graphe de Cozeter, schéma de Dynkin) :

Le graphe de Cozxeter est le graphe dont la matrice d’adjacence est la matrice
symétrique indicée par S de terme général C; ; + C; ;.

Le schéma de Dynkin est le graphe de Coxeter complété, en chaque sommet,
de la valeur (o, ) du carré de la longueur de a (ou « est la racine a laquelle le
sommet est associé).

2.4 Le cas de sl;

Regardons plus précisément ce qui se passe dans le cas de sl3 (’algebre de Lie
associée au groupe de Lie SL3 (C)) :

5[3:{M€M3(C)|U‘M:O}

Notons § la sous-algebre formée des matrices diagonales :

a 0 0
h= 0 b 0 | (a,b) € C?
0 0 —a-—0

Elle est abélienne et est constituée d’éléments semi-simples. De plus, elle est
maximale dans ’ensemble des sous-algebres non-triviales de ce type. Donc b est
une sous-algebre de Cartan de sls.

On a dimh = 2 et donc h* ~ C2.

Par exemple, si 'on note ¢; € h* la forme linéaire M +— M, ;, alors on peut
identifier b* & C (€1 — €2) & C (e2 — €3).

Notons F; ; la matrice élémentaire dont le seul coefficient non-nul vaut 1 et
est celui dont l'indice est (¢,7). Notons, lorsque i # j, o; ; € h* la racine telle
que F; ; € 5[3% I

On peut alors schématiser le systeme de racines ainsi qu’une de ses bases
comme le montre la figure 1.

Techniquement, pour trouver une base, on choisit arbitrairement un R-
hyperplan H dans E’, le R-espace vectoriel engendré par R. Ensuite, on trouve
une famille libre et génératrice située dans une méme composante connexe de
E’ — H (incluse dans le systeme de racines) qui minimise la distance & cet
hyperplan.
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@ racine

@ élément de la base

—— hyperplan arbitraire

Fia. 1 — Base et systeme de racines de sl3

3 Algebres de Lie de Kac-Moody

3.1 Motivations

Nous avons vu un mécanisme qui permet d’associer a toute algebre de Lie
semi-simple complexe une matrice de Cartan.

Or on sait qu’une matrice de Cartan détermine & isomorphisme pres (sur la
sous-algebre de Cartan) le systéme de racines auquel elle est associée; et qu'un
systeme de racines détermine a isomorphisme pres l'algebre de Lie semi-simple
de laquelle il découle.

On a donc une bijection entre la classe des algebres de Lie semi-simples
complexes et la classe des matrices de Cartan; et on connait une construction
explicite qui nous permet de calculer application directe (c’est ce que nous
avons expliqué dans la section).

Dans les années 60, Jean-Pierre Serre a exhibé ’application réciproque. Il
s’agit d’un procédé qui donne, a partir d’une matrice de Cartan, une présentation
de Dalgebre a laquelle elle est associée :

Théoréme 3.1.1:
Soit g une algébre de Lie semi-simple complexe et (Cm-)(z. Jef1,...ny? 50 Ma-

trice de Cartan [l
Notons g€ lalgébre de Lie engendrée (formellement) par les X;, Y; et H; et

[eIModulo le choix d’une sous-algébre de Cartan b et d’une base S.
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définie par les relations :

(W1) [H;, H;] =0

(Wg) [Xi,Y;]:Hi et [X“YVJ]:OSZ’L#‘]
(W3) [Hi, X;] = C,; X; et [H;,Yj] = —C; ;Y
(0:.;) (ad X;) ST (X)) =0 sii #j
(0;;) (adY;) " F (V) =0 sii # j

Alors, g€ est une algébre de Lie semi-simple admettant pour sous-algeébre de
Cartan la sous-algébre by engendrée par les H;. Sa matrice de Cartan est C, et
donc, g€ est isomorphe a g.

Pour plus de détails, y compris la preuve de ce théoreme, se référer a [5].
Exemple : On peut, par exemple, appliquer les relations de ce théoreme au

cas de sl,,. Les générateurs H;, X; et Y; (pour i € {1,...,n — 1}) s’identifieront
alors avec les matrices de sl,, comme il suit :

"1
H, = E;-) -
Xi = Eiin
Y, = FEij,

3.2 Théorie générale

L’idée que Kac et Moody ont eue indépendamment dans les années 70 est
d’appliquer la présentation de Serre a une classe de matrices plus générale que
celle des matrices de Cartan.

On obtient ainsi des algebres qui ne sont plus des algebres de Lie semi-
simples, mais des algebres plus générales, qui ressemblent en beaucoup de points
aux algebres de Lie semi-simples complexes.

3.2.1 Premiéres Définitions

DEFINITION (algébre de Kac-Moody) :

Une algébre de Kac-Moody est 'image par la présentation de Serre (’applica-
tion C +— ¢©) d’une matrice symétrique & coefficients entiers, termes diagonaux
positifs et termes extra-diagonaux négatifs telle que, quelque soit les indices i
et 7, a;; = 0 < a;; = 0 (ces matrices seront appelées matrices de Cartan
généralisées par la suite).

On peut montrer que g€ est de dimension infinie sauf si C est une matrice
de Cartan.
Ainsi, les algebres de Kac-Moody sont en quelque sorte 1’équivalent des
algebres semi-simples complexes en dimension infinie.

Dans une algebre de Kac-Moody, il est courant de qualifier de positive la
sous-algebre engendrée par les X; et de négative la sous-algebre engendrée par
les Y;.



3 ALGEBRES DE LIE DE KAC-MOODY 12

3.2.2 Lien avec les carquois

Fixons, pour la fin cette partie, un carquois @ = (Qo, @1, s, t) sans boucle —
ie. Vp € Qu,5(p) # t (p).

On notera &, € Z9° le vecteur coordonnée au point u € Q.

DEFINITION (formes de Ringel et de Tits):
La forme de Ringel, est la forme bilinéaire définie sur R9° comme il suit :

(o, B) = Z oy By — Z Qs(p) B (p)
UEQRo PEQL

La forme de Tits est la forme symétrique bilinéaire correspondante :

(a, B) = (a, B) + (B, )

Notons ¢ la forme quadratique associée a la forme de Tits.

Associons a notre carquois une matrice de Cartan généralisée :

DEFINITION (matrice de Cartan généralisée associée) :
La matrice de Cartan généralisée associée a @ est la matrice C définie par
Cu,v = (Eu; Ev)-

Cette matrice de Cartan généralisée caractérise completement le graphe Q.
En effet, C, , = —n si et seulement si il y a exactement n fleches qui s’écrivent
U — v.

On peut aussi donner une définition plus explicite de C, la matrice de Cartan
généralisée associée a Q). Elle est indicée par (Q0)2 et vérifie :

Cuyv = 2siu=vw

Cuv = —nsin:card{pEQl,{s(p):u Ou{s(p):v }
’ t(p)=v t(p) =u

Cu.v = 0 sinon

)

Nous disions plus haut que les algebres de Lie de Kac-Moody sont tres simi-
laires aux algebres de Lie semi-simples complexes.
Dans ce qui suit, nous allons préciser cela en mettant en avant des résultats
similaires.

3.2.3 Groupe de Weil

DEFINITION (groupe de Weil):
Pour u € Qq, on a la réflexion :

Sy 1 290 — 70 ta— a—(a,ey) ey

Le groupe de Weil est le sous groupe W C Aut (ZQO) engendré par la famille
(8u)ueq,- Ce groupe agit — naturellement — sur ZRo.,



3 ALGEBRES DE LIE DE KAC-MOODY 13

Lemme 3.2.1:
Les reflexions s, et s, commutent (ie. [Sy,Sy] = 0) si et seulement s’il
n’existe pas de fléche qui s’écrit u — v ou v — u.

Démonstration. 11 suffit de calculer en utilisant les relations de linéarité pour
les réflexions. Quelque soit i € Qp, on a :

Sy (su(€i)) = sv(ei—(cireu)€n)
= sy (&) — (€is6u) 50 (€u)
= &g —(€i,€v) v — (€is€u) (Eu — (Eus€v) €v)

= & — ((€i,60) v+ (€iyen) €u) + (Ev,€u) (iyEu) Eu

Seul le dernier terme n’est pas symétrique en u et v. On en déduit :

[Svasu] (Ei) - (Evagu) ((Eiagw)gw - (Eiagv)gv)

Alors, 8'il n’existe pas de fleche qui s’écrit © — v ou v — u, on a (g,,&,) =0
et donc [s,, $y] = 0.

Si ce n’est pas le cas, (gy,6,) = —n (pour un certain n € N*) et alors,
pour i = v, la formule donne [s,, sy] (€4) = (—n) ((—n) ey — 2¢,), ce qui est
non-nul. O

3.2.4 Systéme de racines

Tout comme les algebres de Lie semi-simples complexes, les algebres de Kac-
Moody possedent un systeme de racines. Nous nous proposons de décrire ses
propriétés.

DEFINITION (région fondamentale, racines réelles et imaginaires) :

La région fondamentale est 'ensemble F des vecteurs o non-nuls de N®o 3
support connexe qui vérifient Yu € Qo, (o,e,) < 0 (ou, si I'on préfere Ca €
(-N)).

L’ensemble Rr des racines réelles est I'orbite des vecteurs coordonnées sous
W (ce que I'on note Rr = Ow ({eyu|u € Qo})).

L’ensemble Ri des racines imaginaires est I'orbite de F' U (—F) sous W (ce
que l'on note Ri = Ow (F U (—F))).

L’ensemble des racines est R = Rr U Ri.

Le lemme suivant sera admis; il se montre avec des arguments de théorie de
Lie.

Lemme 3.2.2:
Soit a une racine. Alors, soit toutes les composantes de o sont positives, soit
elles sont toutes négatives.

On peut donc parler de racines positives et négatives.

Remarque 3.2.3:
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L’action du groupe de Weil préserve la forme de Tits (ie. les éléments de W
sont auto-adjoints pour la forme de Tits). En effet, on vérifie cela tout simple-
ment pour la famille (s,,) (qui engendre W) en utilisant la base (ey,)

de 790 :

wEQo u€Qo
(sw (8u) 8w (€v)) = (6w — (Euyew) Ew, v — (EvyEw) Ew)
= (eu,&v) — (Ev,8w) (Euyew) — (Eus Ew) (Ews Ev)
+ (usw) (EvsEw) (Ews Ew)
= (ew,&v) — 2(eu,ew) (v, ew) + 2 (6u,ew) (EvsEw)
(EuyEv)
Ainsi donc, si « est une racine réelle on aura g (o) = 1; et si v est une racine

imaginaire on aura ¢ («) < 0. Et cela montre qu’en fait, 'union R = Rr U Ri
est disjointe.

Ce qui suit permet de mieux comprendre la structure du systeme de racines.

On notera /\ung a,, le plus grand diviseur commun des composantes de «;
et on dire que « est indivisible si cette quantité vaut 1.

Observons tout d’abord que cette quantité est invariante par rapport a ’action
du groupe de Weil. Pour tout w € Qo, et en posant o/ = s,, (o), on a [fl :

’r ! /
Ao = wn A

u€EQo u€Qo\{w}
= (o — (ayey)) A /\ o
u€Qo\{w}
= Qy — Z g | A /\ o
ueqQ’ u€Qo\{w}
— /\ ay,
u€Qo

Proposition 3.2.4:
(i) Toute racine réelle est indivisible ; ainsi, si o € Zo est une racine réelle,
ZanN R = {a,—a}.
(i1) Si « est une racine imaginaire, alors « est multiple d’une racine ima-
ginaire indivisible, et tout multiple de o est une racine imaginaire.

Démonstration.
(i) Soit a € Rr. Supposons que o = na’ avec o/ € Z2 et n € Z. Alors,
1=gq(a)=q(na') =n%q(a/) € n?Z; donc n € {—1,1}.
(ii) Soit o € Ri. On a donc o € FU(—F) et g € W tels que o = g (o).
On peut aussi écrire a = n (@) — pour n = A oy et @ = to € Z9.

~ 1/
a=g ga

[flDans ces égalités, Q' C Qo est ensemble des sommets voisins & w et g, = —n avec n le
nombre de fleches entre w et n.

u€Qo
Donc, dans Q9 on a :
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De plus o/ € Z? (car 18 g (2a/) € Z9) et donc, o/ € F U (—F) (car
F U (—F) est un cone) ; ce qui montre que & € Ri.
Aussi, si o € Ri, il existe o' € FU(—F) et g € W tels que a = g (o). Ainsi,
pour n € Z, na = g (na’) et comme FU(—F) est un cone, na’ € FU(—F).
Cela montre que na € Ri.

|

4 Probleme de Deligne-Simpson additif

4.1 Ennoncé du probleme

Soit (Cy ...C,,) un m-uplet de classes de conjugaison de matrices de M,, (k).

Le probleme est le suivant :

A quelle condition sur les C; existe-t-il des matrices A; € C; n’ayant
aucun sous-espace (non-trivial) stable commun telles que Y " | A; =
07?

On cherche tout d’abord a caractériser entierement ces classes de conjugai-
son. Soit A; € C;. Introduisons les nombres §; ; comme étant les racines des
polyndémes minimaux de A; :

d;
H}xifl (X) = jl;[l (X —&j)

Introduisons aussi les nombres r; ; définis par :

Tij =18 <H (A- fi,l1)>

=1

Lemme 4.1.1:
Les nombres &; ; et r; ; ne dépendent que de C; (et pas du A choisi) et la
classe de conjugaison est entiérement déterminée par la donnée de ces nombres.

Démonstration. Cela se voit facilement si I’on considere le réduit de Jordan des
matrices de C;. Il est formé de d; blocs diagonaux (pour j € {1...d;}) chacun
de hauteur r; ; — r; j—1 (on pose r; o = 0) et de la forme :

§ij 1
&ij
1
&ij
O

[elEn effet, si g € W et 3 € QR0 sont tels que g (3) € Z%0 alors 8 € Z%0. 1l suffit pour
montrer cela de considérer les cas g = s pour w € Qo (on pose 8/ = sy (8)). On a alors
Bl = Bu € Z90 pour u € Qo \ {w}; et o)) = aw — 2 ueqr uou € ZQ0 donc ay, =€ ZQo,
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4.2 Vers la théorie des carquois
4.2.1 Carquois associé

Au m-uplet de classes de conjugaison de matrices, on associe le carquois ) =

(Q07 Qb Svt) :

Qo = {0}U{[i,jll<i<met1<j<d;—1}
Q1 = {a;;]1<i<metl1<j<d,—1}

st ai; e[ g]

too a5 -1

(par commodité de notations, on considere que [¢,0] = 0, quelque soit 7)

ai,2

1] <22 [1,2]— — —[1,dy — 1]
0= [2,1] <22 2,2 — —[2,d — 1]
. 1) < [m, 2] = = — [, dyy — 1]

Une fois ce carquois défini, on se dote de tout ce qui a été défini a la section 3.2.
A savoir, la matrice de Cartan généralisée associée, la structure pré-hilbertienne
sur R¥° associée et le systeme de racines associé.

4.2.2 Matrice de Cartan généralisée associée

La définition nous donne directement sa forme explicite :

2 vt vl
Vi Pi
C = m + 1 blocs
V; Pi de hauteur
2 -1 .
-1 2 - 0
Ofl Jp— et v, = chacune de
Pi . . ¢ : hauteur d; — 1
-1
-1 2 0

4.2.3 Racines associées
Comme expliqué a la section 3.2.2, on a alors R, systeme de racines de ’algebre

de Lie de Kac-Moody associée a la matrice de Cartan généralisée C.

On notera Ry (pour A € k90) ensemble des racines positives a € N@ telles
que Zuer aury = 0.
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Posons, pour a € Z!, p(a) =1 - 1a'Ca=1-1¢(a).

Lemme 4.2.1:
Pour toute racine a, p (o) > 0; et on a égalité si et seulement si o est une
racine réelle.

Démonstration. Cela est clair vu la remarque 3.2.3. |

DEFINITION (%) :
Notons Xy 'ensemble des racines o € Rj telles que, sia = B1 + -+ 3
avec (3; € Ry alors p(a) > p(B1) +---+p(B).

4.2.4 Algebre préprojective déformée

Nous introduisons cette structure dans le but d’imposer des relations supplé-
mentaires aux représentations de ). Ceci sera précisé a la remarque 4.2.3.

DEFINITION (algébre préprojective déformée) :
L’algebre préprojective déformée associée au carquois () et au vecteur A €
kEQo est I’algebre :

M =kQ/ | Y (pp"—p"p) = > A
PEQ1 u€Qo

ou @, le doublé du carquois Q est le carquois Q = (QO,E, 3, f), pour M :

Q1 = U{p,p*},g:{p* = s(p) etf;{pﬁi = t(p)

t
oo = t(p)

Intuitivement, on a doublé chaque fleche p de Q1 d’une fleche p* qui va dans
lautre sens.

Q oL 0
@ .C.

DEFINITION (poids, moment) :

Le poids d’une représentation X de @ (ou Q) est le vecteur dim X indicée
par Qo de composantes (dim &), = dimy &,.

Pour o € N, on notera Rep,, Q la catégorie des représentations de Q de
poids a.

Le moment d’une représentation X de Q de poids a est le vecteur pu €
D.cq, Endy (k) défini par :

= XX — Y Xk,

t(p)=u s(p)=u

[hlLe * est un symbole inerte. Formellement, on pourrait dire Q1 = Qo X {0, 1} en assimilant

Q1=Qo x {0} aQoet Q1 =Qo x {1} & Qf.



4 PROBLEME DE DELIGNE-SIMPSON ADDITIF 18

Lemme 4.2.2:
Il'y a une correspondance bijective canonique entre les IT*-modules et les
représentations de Q qui vérifient la relation Yu € Qo, thy = Ay Idx, .

Démonstration. Dans toute cette démonstration, nous noterons ¢ la classe d’'un
élément ¢ de kQ dans II*.

Soit X un IT*-module. On définit une représentation X de kQ en posant :
Xy=u-XetX,:x—p -z
Ceci est bien défini car on a :
% (s(0)-2) =5 (s(o) o) =p-s(p)-w=t(p)-a

Montrons maintenant que cette représentation vérifie les égalités souhaitées
(cette vérification consiste en la manipulation d’un jeu d’écritures). Soit u € Qo
et x € X. On a déja :

Z Av = Z [p, p*]
VEQo pPEQ

Ainsi, on a :

Nl-z = opr — op|-a-x
t(p)=u s(p)=u
Ay, (@-z) = | Y XX — Y XX, | (@)
t(p)=u s(p)=u
Mddy, = Y XX — > XX,
t(p)=u s(p)=u

Soit maintenant X une représentation de @ vérifiant ces égalités. Soit X le
kQ-module associé & cette représentation. Montrons qu’on peut munir X d’une
structure de k@-podule par passage au quotient. Soit a et b deux éléments de
kQ tels que @ = b. On a donc (pour un certain ¢ € kQ) :

b—a= Z [p, p*] — Z Ayt | €

PEQL u€Qo
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Comme ce que nous allons faire est linéaire, on peut supposer que c est un
chemin ; prenons par exemple ¢ (x) = u. On a :

Slppe= D o= D pole=| D A ec

PEQ1 t(p)=u s(p)=u vEQo

donc a = b et on a bien un IT*-module.

Montrons que cette correspondance est bijective.

Pour cela, soit X une représentation de kQ vérifiant les conditions de-
mandées. On a donc X, le II*-module associé, et 1’on a aussi X, la représentation
de kQ associée & ce II*-module. Montrons que X = X’.

Déja, si u est un sommet de Qg, on a :

Xy=u-X=u P x =2,
vEQo

Par ailleurs, pour x = 5 Ty € X,onatu-x=ux, dou:

u€Qo
%) (500) @) = X (@a) = P+ 0atp) = Xy (250) = X, (5(0) @)

Ainsi, X, = X ,;. Comme cela est vrai indépendamment de p, les représentations
X et X’ sont rigoureusement les mémes.
Réciproquement, prenons X un II*-module; on a X la représentation de @
associée. On a alors X’ le II*-module associé & X. Montrons que X' = X.
Tout d’abord, on peut écrire :

X' = @X = @u-X:X

u€Qo u€Qo

Montrons que les lois sont les mémes. Soit x = Zuer Xy € M. On a d’une
part :

-~/ -~ / ~ ~ ~ o~ ~ ~
u'r=u- E v-xvzu-xuzg u-v-xvzu-g V-Ty =U-T

vEQo vEQo vEQo

Et d’autre part on a :

—

plr=p'Y @ za=p (S(p)-xs(p)) 5 Y ua=pa

u€Qo u€Qo
Ainsi, les TT*-modules X et X’ sont rigoureusement les mémes. O

Remarque 4.2.3:
Ainsi, les représentations de m (ie._ les II*-modules) sont exactement les
représentations X de @ (vues comme kQ-modules) de moment p tel que :

Yu € QO;,U/u = Ay Id/’\.’u (1)

Ce que nous disons la, c’est que la déformation de ’algebre préprojective
(ie. le fait de quotienter kQ) permet — s’il considere les représentations de I1*
— d’imposer des relations aux représentations de kQ. Plus loin, nous fixerons
A pour que ces représentations correspondent a des solutions correctes de notre
probleme.
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5 Résolution du probleme

Notre but est de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 5.0.4:
Le m-uplet de classes de conjugaison de matrices convient 1! si et seulement
st a € Xy lorsque :

Qo ="n , Qg =Tij

Ao = — Zém s Ay = &ing — inj+1
=1

Pour cela, il nous faudra utiliser le résultat remarquable suivant (dit théoréme
de Crawley-Boevey), que nous admettons bl

Théoréme 5.0.5:
Il existe une représentation simple de IIN de poids a si et seulement si o €
3x-

5.1 Cadre

Démarche :

Nous allons d’abord montrer (section 5.2) qu’il y a une correspondance bi-
jective entre les m-uplets (Ay,...,A,,) vérifiant Vi € {1...m},A; € C; et
A; + -+ A, = 0 et les représentations X de II* de poids o pour lesquel les
a;,j sont injectives et les a7 ; sont surjectives.

Une fois cela prouvé, nous montrerons (section 5.3) que cette correspondance
associe une solution irréductible a une représentation simple.

Alors, le théoreme 5.0.5 permettra de conclure.

Interprétation :
Intuitivement, chaque branche du graphe (issue de 0) décrit une matrice. Le
poids ici choisi assure que :
— les matrices A; sont dans les classes de conjugaison C; (par les points
[ia *]) )
— la somme des matrices est nulle (par le point 0).
Cela est fait comme 'explique la remarque 4.2.3.

5.2 Correspondance bijective
5.2.1 Sens direct

Soit une solution (4; € C;) du probléme. Construisons X', une représentation
de T1* (¥ de poids a pour laquelle les a;,j sont injectives et les a; ; sont surjec-
tives.

(i Au sens o, il existe des matrices A; € C; n’ayant aucun sous-espace stable non-trivial en
commun et telles que >, A; = 0.

llCe théoreme est démontré dans [1].

[k]Que nous voyons comme une représentation de @Q vérifiant la propriété 1.
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On définit une représentation X de @ en posant :

Xo = K"
J
X[i,j] = Im (H (A — 5i,l1)>
I=1
aij A < Xj—1) Uinjection canonique
al; = (A; —&.1) |, . ., (clairement surjective
1,7 3] [,5—1]

La définition de a ; a bien un sens car (4; — & ;1) (A} ;-1]) = X

i,5]
Lemme 5.2.1:
X est une représentation de IT*.

Démonstration. Soient i et j, deux entiers vérifiant 1 <i < met0 < j <d,,—2.
On peut écrire la relation suivante au point [¢, j] :

@i j+10; i1 —a; ;@i = (Ai — & j1l) — (Ai — & jl) = Ayl

De plus, comme H?;l (A—=¢& ;1) =0, la restriction de (A; — &.a,1) & Xp; q,—1
est nulle; on a donc, au point [¢,d; — 1] :
=05 g,-10idi—1 = — (Ai = &a,-11) = A a,-1)1

Finalement, comme A; + Ay + -+ A,;,=0,0n a, en 0 :

m

Zai’lazl = Z (Az - €i,11) = Nl
=1

i=1
Donc, la représentation X de @ définie plus haut induit une représentation de

. (|

5.2.2 Sens indirect
Soit X' une représentation de I1* de poids « telle que les a;, ;j soient injectives
et les a; ; soient surjectives. Construisons les matrices A;, solution du probleme.

Comme oy = n, on peut identifier Xy a k".

On pose A; = a;1a;, +¢&11.

Lemme 5.2.2:
Z;llAi =0etVi e {1,...,n},Ai e C;

Démonstration. Soient ¢ et j, deux entiers vérifiant 1 <7 < m

et 0 < j < d; — 2. La relation qui exprime que X est une représentation de
" au point [i, j] est @i j+10; j41 — @ ;@i j = Api 1. Pour ¢ € k, on peut donc
écrire :

*
a; ; [i,]

ai; (aijai; + iy +0)1) = (aijr10; 01 + g + ) 1) af;
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On a donc :
a;j coapgaly (A;+cl) = a;j coeajqaly (ai71a;1 + (&1 +0) 1)

ajj...ais (aiz2ais+ (G2 +c)1)aj,

(2)
= a;j (ai7ja;j + (&ij +¢) 1) a;jfl . -a:@

= (ai,j+1a;j+1 + (&ij+1 +¢) 1) Qi j--- a:@
La relation qui exprime que X est une représentation de II* au point [i,d; — 1]
est —aj ;. 10id;,—1 = Aji,d;,—1)1. Pour ¢ € k, on peut donc écrire :
a; -1 (@i,d;-107,q,1 + (&g +€) 1) = (Gij41 +¢) a7 g,y

Alinsi, en utilisant 1’équation (2) :

ai g, 10 g, o901 (Ai+cl) = (§a, +)aj g, _10] 4 o---0a7 (3)

P

Si lon pose ¢ = —¢&; j+1 dans I'équation (2), on a :

* * * . * * *
Qi 5o Q204 (Ai = &ij1l) = Qi j+1Q5 41455 --- Q1

)

D’oli, par récurrence (rappelons que 0 < j < d; — 2) :

J
* * *
H (Az — gi,l) = ;1032 ... aiﬁjai,j N ai72ai71

=1

De plus, I’équation (3) donne :

&

i

(Ai—&1)=0

1

Comme les a;; sont injectives et les aj; sont surjectives, les deux formules
précédentes expriment le fait que A; € C;.
De plus, la relation qui exprime que X est une représentation de IT* au point

0 est :
m
= MAol
- A3,105 1 = A0
=1

Elle exprime bien le fait que A; + --- + A,, = 0 puisqu’on a :

Aol = — <Z §i,1> 1=-> (Ai—aiaj,)
1=1

i=1

5.3 Solution irréductible «~ représentation simple
5.3.1 Sens direct

Soit (A4;) une solution irréductible de notre probléme et supposons que X’ est
une sous-représentation de la représentation X associée a cette solution.
Comme les matrices A; n’admettent pas de sous-espace stable non-trivial en
commun, nécessairement, X; =0 ou A :
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— Si Ay = 0, I'injectivité des applications linéaires A;, ; implique que A’ = 0.

- Si X} = A, la surjectivité des applications linéaires Xa;j implique que
X =2X.

Donc X est simple.

5.3.2 Sens indirect

Soit A’ une représentation simple.
Montrons d’abord que les applications linéraires a; ; sont injectives (et alors,
par un argument de dualité, on aura la surjectivité des a; j).
Supposons que ce ne soit pas le cas, et soit donc x € Kera;; tel que z # 0.
Définissons, pour j > I, z; € X}; ;) par 7, =z et 41 = aj ;4 (z;).
Par récurrence, et en utilisant la relation (issue de la propriété 1) :

* * _
@i j 4107 511 — G j0i5 = Afig)1

on montre que a; j+1 (x;j41) est colinéaire a x;.

La restriction de X aux sous-espaces kz; C A[; ;) est donc bien une sous-
représentation X’ de Q. C’est une sous-représentation propre car X} = 0 mais
elle n’est pas nulle.

Cela contredit la simplicité de X

Montrons maintenant que la solution A; associée est irréductible.
Supposons que Yy C Xy = k™ est un sous-espace non-trivial stable par tous
les A;. On peut définir par récurrence d’autres sous-espaces

Vi) = ai; V1) S Xij)

La restriction de X a ces sous-espaces définit une sous-représention non-
triviale de X.

Comme X est simple, on a une contradiction.

Donc, la solution (A;) est irréductible.
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