Identification d’une conductivité par mesure sur le bord.

Yannick Bonthonneau et Rémi Jaoui

Sous la diretion de Colin Guillarmou

La conductivité électrique d’un objet est une donnée physique qui peut permettre d’identifier les
matériaux qui le composent, sa densité locale, sa conductivité thermique. La tomographie par impédance
électrique a pour objet de déterminer la conductivité interne d’un objet a partir de mesure physique non
destructive donc a partir de mesures sur le bord de I'objet. Nous allons montrer ici que ce programme n’est
pas vain, en l'espéce, que les données de Cauchy formées des couples (V) j) ou V est le potentiel électrique
imposé au bord de l'objet, et j le courant électrique normal sortant, déterminent de facon unique la
conductivité dans tout objet. Nous ne nous occuperons pas ici d’étudier des moyens (algorithmiques), qui
existent, pour reconstituer cette conductivité de facon numérique. En toute généralité, v est une métrique
i.e. pour un ouvert de R™ la donnée (lisse dans la suite) d’une matrice symétrique définie positive en tout
point. Elle régit le champ V' dans 'ouvert par I’équation

divyVV = 0.
Nous allons démontrer le théoréme suivant qui s’applique & des conductivités isotropes v = ¢(x).Id :

Théoréme (Uhlmann-Sylvester-Nachmann). On fize un ouvert borné Q a bord lisse de R™, n > 2. On se
donne vy et y1 deux fonctions C™ réelles positives sur §2 telles que :
— Il existe ¢ > 0 tel que yo,71 > ¢ sur Q (condition d’ellipticité).
~ Pour f € HY2(0Q), si on note u;(i = 0,1) la solution faible dans H*(Q) de div(y;Vu) =0 (i = 0,1)
et u‘ag = f, alors sur 02, on a O,ug = Oy u;.

Alors vo = 71.

Remarque. La cas d’une conductivité qui ne serait pas isotrope est encore ouvert en dimension > 3. En
dimension 2, on le traite en se ramenant au cas d’une conductivité isotrope

Nous allons commencer par rappeler des généralités sur les espaces de Sobolev, puis nous allons
démontrer le théoreme de Kohn-Vogelius, qui énonce que si les conditions du théoréme précédent sont
réunies, les deux conductivités sont déja égales, ainsi que toutes leurs dérivées, sur le bord de 2. Ensuite
nous exposerons la preuve du théoreme en dimension n > 3 due a Sylvester-Uhlmann en 1987 puis une
variation de la preuve de Bukhgeim pour la dimension 2 qui date de 2008. Notons que le théoreme a été
démontré en dimension 2 par Nachmann en 1996. Par convention, nous noterons toutes les constantes
strictement positives C'.
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1 Préliminaires

1.1 Espaces de Sobolev dans R"
1.1.1 Distributions tempérées

Nous avons décidé de présenter les espaces de Sobolev dans le cadre des distributions tempérées sur
R™, puis des distributions sur une variété M, pour pouvoir combiner deux types de raisonnements sur les
espaces de Sobolev : parfois par dualité a ’aide des distributions (ce qui permet des définitions directes),
parfois par densité (ce qui permet des constructions simples).

On note S(R™) P'espace de Schwartz (a valeur dans C) muni de sa topologie d’espace de Fréchet usuel.

Définition. On appelle distribution tempérée sur R™ toute forme linéaire continue sur S(R™) muni de sa
topologie usuelle. On note S'(R™) ensemble de ces distributions sur R™ muni de la topologie faible - étoile
associée d la topologie sur S(R™).

On note (u,w) l'action d’une distribution w pour v € S(R™) .

Ces distributions définissent un cadre naturel pour les opérations définies usuellement pour les fonctions
C®. Ainsi, LP(R™) s’injecte dans S(R™)’ par :
LP(R™) — S(R™)
R’?’L

Comme u € L>°(R™), I'image de f est bien une distribution continue et 'injection est continue.

On définit maintenant les opérations usuelles sur les distributions.

Définition. On appelle j-éme dérivée partielle d’une distribution w € §'(R™), la distribution définie par :

(u, Djw) = —(Dju,w) ot Dju = idju.

Définition. Soit v € R™ On définit la translation T,u pour u € S(R™)" par

(f, 7o) = (17— f,u) pour f € S(R™).

L’utilisation de S(R™) comme ensemble de fonctions test sur R” s’explique par la régularité des fonctions
tests mais aussi par son lien étroit avec la transformée de Fourier : F : S(R") — S(R™) qui est une
bijection linéaire et unitaire.

Définition. On appelle transformée de Fourier d’'une distribution tempérée w, la distribution tempérée
définie par :
(u, Fw) = (Fu,w) ot u € S(R™)

Ainsi, on prolonge F par (F)* qui coincide avec F sur S(R™) car F est autoadjointe. La transformée
de Fourier étant bijective, par dualité, on obtient le théoreme suivant :



Théoréme. La transformée de Fourier ainsi définie, réalise un isomorphisme linéaire continu de S’'(R™)
sur lui méme.

1.1.2 Espaces de Sobolev dans R"

Définition (Espaces de Sobolev entier). On appelle espace de Sobolev d’ordre p € N de R™ et on note
HP(R™) lespace défini par :

HP(R™) = {f € S(R") , Va € N", tel que |a| <p , D*f € L*(R™)}.

On munit HP(R™) du produit scalaire

(f, g)’Hp(Rn) = Z (l)‘)éf7 Dag)Lz (Rn)
la|<p
Proposition. HP(R™) est un espace de Hilbert.

Démonstration. 1l suffit de voir que HP(R™) est complet. Cela résulte du fait que L?(R™) est complet et

qu’une suite converge dans HP(R™) si et seulement si elle et toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre p convergent
dans L2(R").

O

On s’interesse maintenant au lien avec la transformée de Fourier. On note (&) = (1 + |£[?)'/2.

Proposition. u € HP(R") < ()P4 € L2(R™). De plus, le produit scalaire définie sur HP(R™) par

(1, V)prn) = (P8, (€)70)r2(mn)

est équivalent au précédent, dans le sens ot les normes définies sont équivalentes et qu’il définit la méme
notion d’orthogonalité.

Démonstration. JF réalise un isomorphisme de L?(R"™) sur L(R™). L’équivalence des normes résulte de la
continuité de F et F~! et 'orthogonalité découle de leur caractére autoadjoint. O

Définition (Espaces de Sobolev non entiers). Soit s € R. On appelle espace de Sobolev d’ordre s de R™
et on note H*(R™) lespace défini par

H(R") = {f € S'(R") , (§)°f(¢) e L*(R™)}.
On le munit du produit scalaire

(u,v)HS(R") = ((§)°1, <f>s'f’)L2(R")'

Proposition. Muni de ce produit scalaire, H*(R™) est un Hilbert.



1.1.3 Propriétés de H*(R")
Proposition (Résultat de densité). C5°(R™) et S(R™) sont denses dans H*(R™).

Démonstration. Soit u € H*(R™). On a (£)*4 € L%(R™). Comme S(R") est dense dans L?(R™), on peut
trouver une suite (u,) € S(R™), telle que u,, — (£)*@ puis qu’on reléve en ¢, = F~1((£)*u,,) (on peut
car (£) ne s’annule pas). Comme u,, € S(R™), on a ¢,, € S(R™) et par la définition de la norme sur #°(R"),
on a ¢, — u € H*(R"). Comme R™ est non borné, C5°(R") est dense dans S(R™) ce qui conclut. O

Proposition (Injection de Sobolev). Si s> 2 +k alors H*(R™) C CF(R") .

Démonstration. 11 suﬁiAt de traiter le cas k = 0 . De nouveau, on lit f a travers sa transformée de Fourier.
Soit f € H*(R™). (£)*f(&) € L2(R™). Ainsi, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient :

——

oo

| ifols < [ @ 1fme [ @7 car s > g

Dot f € L'(R") et f est continue. O

Proposition (Dérivation dans H*(R™)). Soit v € H*(R™) On a équivalence entre :
(i) Dju € H*(R™).
(i) {3 (The,u — u) ot h €]0;1]} est borné dans H*(R™) .

Démonstration. On considére u € H*(R™) :

F(h™ (The,u —u) — Dju) = (R~ (™% — 1) — &)a.

Comme |h~1(eh% — 1) — &;| < C&; pour h €]0;1] , par convergence dominée :

— si Dju € H*(R™) alors h™!(7he,u — u) — Dju dans H*(R™) donc bornée dans H*(R™).

— si {h™(The,u — u) ot h €]0;1]} est borné dans H*(R™) alors on peut extraire une suite h, — 0
telle que h;, ' (7h, e, u — u) converge au sens de la convergence faible (théoréme de Banach - Alaoglu)
vers w € H*(R™) (en particulier, A, (7h, ¢, u —u) converge vers w pour la convergence faible associée
a H*~'(R"). Enfin d’aprés le premier cas b~ (7je,u — u) — Dju dans H*~'(R™) donc la topologie
faible-étoile étant séparée, w = Dju € H*(R™), ce qui prouve l'unicité de w et permet de conclure.

O

1.2 Espaces de Sobolev sur une variété compacte et sur un ouvert borné

Dans cette section, M désigne une variété compacte, 2 un ouvert de R™ et H" le demi espace supérieur,
ie {x e R™ , 1 > 0}.

1.2.1 Espace de Sobolev entier sur un ouvert de R”

Définition. On appelle distribution sur §Q, toute forme linéaire continue sur C°(Q) muni de sa topologie
usuelle. On note D'(Q) Uensemble des distributions sur M muni de la topologie faible - étoile associé d la
topologie sur C°(§2) .

L’opération de dérivée par un rapport a un vecteur se définit de maniere analogue & R™. On munit (2
de la mesure de Lebesgue de R™.



Définition. On appelle espace de Sobolev d’ordre p € N sur €2,
HP(Q) = {f €D(Q), Ya € N, tel que |a| <p, Df € L?(Q)},

ot la dérivée est prise au sens des distributions. On le munit du produit scalaire défini par

(f, 9)wur) = Z (D*f,D%g)12(92).

la|<p

Proposition. Muni de ce produit scalaire, H*(Q) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Cela résulte de la définition de la définition de la norme et du fait que L?(2) est un
Hilbert. O
1.2.2 Prolongement d’un élément de #*(12)

Le but est de montrer que si 2 est un ouvert borné a bord lisse alors tout élément de H*(2) se prolonge
en un élément de H*(R™). On étudie d’abord le cas ”a une carte” du demi espace supérieur H = R* xR" 1.
On note S(H) les restrictions d’éléments de S(R™) a H.

Proposition. S (H) est dense dans 1" (H).

Démonstration. On a bien sir S (H) C H*(H). Si u € H*(H), on a T,u — u quand s — 0. Or T,u étant
définie pour les éléments de S (ﬁ)7 elle définie une distribution sur R™. Ainsi, on peut approcher 75u et
donc u par des fonctions de S (ﬁ) O

Par le théoréeme de prolongement des applications uniformément continues sur les espaces complets,
on a une application p : H*(R™) — H*(H) continue et linéaire qui & une distribution sur R" associe la
distribution sur H qui coincide avec elle sur & (]HI) qui est unique car & (H) est dense dans H* (H).

Proposition. Il existe une fonction continue & : H*(H) — H*(R™) telle que p€ = id sur H*(H).

Démonstration. Les fonctions C° (H) sont denses dans #*(H) On définit £ pour u € C° (H). On pose

Eulzr) = wu(x)sizg >0
k+1

Eu(z) = Zaju(—jajl,x’) pour x1 < 0.
j=1

La fonction &, ainsi définie est linéaire. Eu € C¥(R™) ssi les dérivées normales jusqu’a I'ordre k coincident
en r1 = 0. On peut choisir les a; dans un tel but si le systéme

k+1
> aj(—§)? =1 pour p=0,1..k
j=1

a une solution. Son déterminant est un Vandermonde non nul ce qui permet de conclure. On a de plus une
majoration de la norme L2 de toute les dérivées jusqu’a 'ordre k. Ainsi, £ est une application linéaire et
continue dans un espace complet. Elle se prolonge donc (par densité) en une unique application linéaire
sur H¥(H). Comme p& = id sur C§° (H), par continuité, cette égalité reste vraie sur 7" (H). O



Théoréme. Soit Q un ouvert de R™ borné a bord lisse. Tout élément de H*(2) se prolonge en un élément
de HE(R™).

Démonstration. En tout point = € Q, on peut trouver une carte locale (U,o) tel que

— sl xz € Qalors ¢(U) = R".

— six € dQ alors ¢(U) =H et p(UNON) =R"L.
Comme Q est compact, on extrait un sous recouvrement fini (U;, ®i)i<n. On consideére (1;) une partition
de 1'unité associée. Soit u € H*(Q). Pour chaque i < n,

- SiU; Nn9Q =0, on pose fi(z) = Pu.

~ Si U; NN # ), on prolonge ¢;(1;u) en v; € H*(R™). De plus, comme ¢;(1;u) est a support compact,

on peut supposer v; a support compact et on pose f; = ¢; Ly,

La somme ). f; (prolongé par 0) convient. L’opération sur chaque U; est linéaire et continue et comme
on en prend la somme, 'opération de prolongement est linéaire et continue. O

1.2.3 Espaces de Sobolev sur une variété compacte

Définition. On appelle espace de Sobolev d’ordre s € R sur M, I’ensemble H* (M) des fonctions u € L?(M)
telle que pour toute carte (U, ¢) telle que $(U) = R™ et toute fonction v € C°(U) a support compact dans
U, ¢(¢u) € HE¥(R™). On peut le munir d’un produit scalaire en utilisant les cartes.

Plusieurs remarques s’imposent :

— Comme M est compacte, si u1, uo sont deux mesures obtenues en transportant la mesure de Lebesgue
par des cartes sur M, alors la dérivée de Radon-Nikodym de 'une par rapport a 'autre est une
fonction lisse, donc elle atteint ses bornes qui sont strictement positives, et elles sont absolument
continues I'une par rapport a I'autre. Ceci nous assure que L?(M) est bien définie, ce qui n’est pas
le cas si M n’est pas compacte.

— 1l suffit de vérifier la propriété pour un recouvrement par des ouverts de cartes. En effet, H*(M) est
trivialement un espace vectoriel, et si la propriété est vraie pour un recouvrement ouvert, on peut par
compacité en extraire un sous recouvrement fini puis faire la somme finie (avec partition de I'unité)
pour retrouver f.

— La définition donnée ici n’est pas treés robuste. La condition ¢(U) = R™ n’est en fait pas nécessaire.
Elle est liée a la difficulté de définir les espaces de Sobolev non entiers sur un ouvert quelconque.

— Dans le cas entier, cette condition peut étre oubliée. Sur une variété compacte orientable, les no-
tions de distributions et L2(M) ont un sens contrairement a la notion de dérivée partielle. On peut
néanmoins définir 'espace de Sobolev de maniére analogue au cas d’un ouvert de R f € HP(M) si
et seulement si pour tout champs de vecteurs X;...X;, X1..X;f € L2(M).

— Pour définir de maniére propre H*(M), il faut utiliser le procédé fonctoriel d’interpolation. Dans le
cadre de cet exposé, cette définition nous suffira.

1.2.4 Théoréme de trace

Soit € un ouvert borné de R™ & bord lisse. On ne peut pas restreindre une fonction dans L?(Q) au
bord de €2 puisqu’elle est définie & un ensemble de mesure nulle prées et 02 est de mesure nulle. Cependant,
comme l'indique notamment le théoréme précédent ou I'injection de Sobolev, les fonctions de H! () sont
beaucoup plus réguliéres ce qui permet de définir leur trace. On traite comme précédemment ’exemple a
une carte.



On s’intéresse donc a I'application trace 7 de R**! dans R ~ {0} x R® C R"*! définie par :

TSR — SR
u = x> u(x,0).

Proposition. Pourk > 1,7 s’étend de manicre unique en une application de HF (R"+1) dans H*~1/2(R")
et cette application est surjective.

Démonstration. Comme T est linéaire et que les fonctions S(R™*!) sont denses dans H*(R"*+1), il suffit de
montrer que 7 est continue sur S(R"*1). Par le théoréme de prolongement des applications uniformément
continues, on aura la proposition.

Soient u € S(R™*1) et f = 7(u). On utilise la transformée de Fourier pour évaluer la norme de f :

fe) = / A(E)dEs on € = (€ ).

Donc comme k > 1, par Cauchy Schwartz, on obtient :

Frely 2 ,LAL 2 2k 1 —2k 1.
@) s/R| (©)2(¢)%*de /R<€> dt

La derniére intégrale est convergente car k > 1 et on peut écrire

[ @as

/R (1+ ¢+ &) d&
C(L+[g/ )72,

Ainsi, on obtient :
1B gy < CllullZge goeny-

Pour voir que 7 est surjective, on utilise de nouveau la transformée de Fourier. Soit g € H*~1/ 2(R").
On considére I’élement v € D(R™) défini par :

(&) a(g) = g(&)(gH*=12.

On a alors u(z,0) = cg(x) pour un certain ¢ # 0 ce qui permet de conclure.
O

Théoréme (Théoréme de trace). Soit Q un ouvert borné da bord lisse de R". Si k > 0, lapplication
de C*> (Q) qui d une fonction associe sa restriction da 0S) se prolonge en une unique application linéaire

continue T : HF(Q) — HF1/2(0Q). De plus, T est surjective.

Démonstration. Comme C> () est dense dans H*(€2), si 7 existe, elle est unique. Le cas étudié plus haut
permet a I'aide de cartes de traiter le cas de 2 quelconque. O



1.2.5 Etude de H}(Q2)

Soit © un ouvert de R™ borné a bord lisse.

Définition. On définit HE(Q) comme l'adhérence dans H'(Q) de C°(£2).

Comme les normes induites sur C2°(2) par H1(Q) et H*(R™) coincident et que ces espaces sont complets,
HE(Q) est le complété de C2°(Q) pour cette norme ou 'adhérence dans H!(R™) des fonctions C*° & support
compact dans 2

Proposition (Inégalité de Poincaré). On suppose que § est conneze. Il existe une constante C > 0 ne
dépendant que de § telle que

ullLz(@) < Cl|Vulliz) pour u € Hy(S).

Démonstration. 1l suffit de I’établir pour u € C*.(Q2). Pour z dans (2, on considere la droite D parallele a
R x {0}"~! passant par x, puis la composante connexe I de z de 2N D (c’est un segment). Sur ce segment
de longueur L < diam(f2), on a par série de Fourier :

/|u|2 < L/|81u|2.
I I

Ensuite, on majore L par diam(2) et on inteégre sur tout le domaine (la manipulation est facile car  est
a bord lisse), et on peut conclure.
O

Remarque. on vient de montrer le théoréeme dans le cas plus fort ou 'ouvert n’est borné que dans une
direction.

1.3 Régularité elliptique
1.3.1 Opérateur elliptique

Définition. Soit Q un ouwvert de R™. On appelle opérateur elliptique d’ordre 2 sur Q0 tout opérateur
différentiel de la forme

Pu = Z (=1)!%lay (z) D

la]<2

ot les aq(x) sont des fonctions dans C* (ﬁ) tels que la partie principale vérifie la condition d’ellipticité :

IC > 0,Vr € QVEER™, Y a;;(2)&&; > ClEP
4,J

Lemme. Si P est un opérateur elliptique d’ordre 2 alors pour tout u € H{(Q),

[, Pou)| > Cllull3, ().



Démonstration.

|(u, Pyu)| > ai ;(Diu, Dju)
i,J

C||Vu||i2(9)
Clull441 () par Poincaré.

IV v

1.3.2 Majoration de la norme de u

Lemme (Majoration de |u|ly1(q)). Avec les hypothéses du théoreme précédent, on a
||UH3-11(Q) < CHPUH’QH*%Q) + CH””%—LU(Q)'
Démonstration. On décompose P = P, 4+ P 1 et on traite les parties indépendemment. On a :

<P2’LL, 'LL>
(Po,1u,u)

CH“”?—D(Q)

IN IV

CHUHHO(Q)HUHHl(Q)

IN

C 1

5@““”3—0(9) + E”qu-LO(Q))'

Ainsi, en revenant & 'opérateur P, on obtient en prenant € assez petit :
(Pu,u) > Cllull3 ) = CllullFoqy-

On a de plus

(Pu,uy < C||[Pully—1ollullw o)

A

C 1
= 5(6\\7«0”3{1(9) + EHPUH%A(Q))-
On en déduit donc la condition suivante en prenant une nouvelle fois € assez petit.

lull ) < ClIP(x, D)ull3-s(q) + Cllullfoo)-

1.3.3 Opérateur taux d’accroissement dans H*(R") et H"(H)

On considere

Dy = 3 [ (w)(@) — u(e)] = [ + hej) — u()].

Dj 1, est définie pour tout 7 < n dans R™ et pour j < n — 1 dans H. € désigne I'un de ces deux espaces
dans la suite de ce paragraphe.

10



Lemme. Quand h — 0% , [P, D;}] est une famille bornée d’opérateurs d’ordre 2 ie, pour u € H* (1)

I[P, Dj nlullgr—1(q) < Cllullgrii)-

Démonstration. Comme les D;; commutent avec la dérivation, il suffit de montrer que
1M, D Jullzncey < Cllullyge pour 6 € € ()
ot M, désigne la multiplication par la fonction ¢ € C>°(2). Cette identité est facile & montrer puisque
[M¢, Djyh]u = _MDM¢ O Tj nU
et comme ¢ € C* (ﬁ), on obtient

I[M, Djnlullzex @) < [VElloollullage-

Lemme. Siv e H*R"), alors || Djpv|ye-10) < vl q)-

Démonstration. Cela résulte de la transformée de Fourier (cf lemme dérivation dans les espaces de Sobolev
dans R™). O
1.3.4 Théoréme de regularité elliptique

Théoréme (Théoréme de régularité elliptique). Soient P un opérateur elliptique d’ordre 2 et u € H{(Q)
telle que Pu = f € H*=1(Q). Alors u € H*1(Q) et :

||U||?-ue+1(g) < C”Pu”iﬂv*l(ﬂ) + C”“”?—M(Q)'

Démonstration. On raisonne par récurrence sur k > 0.
— Si k =0, c’est exactement le lemme 1.3.2.

~ Si k > 0, on suppose le résultat vrai au rang k. On suppose que Pu € H¥(Q) alors Pu € H*~1(Q) et
donc u € H*1(Q). Montrons que u € H*+2(Q). B
On commence par localiser le probleme pour pouvoir utiliser des cartes. Si ¥ € C* (Q), alors

EH*(Q)
~ =
P(u) = YPu +[P,]u.
N——
EHE(Q)

Or [P, 1] est un opérateur de dérivation d’ordre 1 donc on a les deux équivalences suivantes :

Vj e N,
ueH (Q) = VY ecC™®(Q),YuecH (Q)
P(u) e HF(Q) < Wy eC™(Q),P(¢u) € H*(Q) (hypothese de récurrence).
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On se place alors dans une carte locale d’image R™ ou H et on applique 'hypothese de récurrence a
Dj pu € H¥(2). On obtient alors :

IDjpullsrsry < ClP(x, D)Djpull3n-r ) + ClDjnullsn g
< C|DjnP(x, D)ull3pe-1(qy + ClI[P(z, D), Djplull3pe-1(qy + CllDjnull3n o
< C||P(x, D)ull3 ) + Cllull3ps -

Ainsi, en passant & la limite h — 07, on obtient :
Dju S Hk+1(Q) et HDj,hqu-LkJrl(Q) S C”P(IE, D)u||$_[k(9) + O||U||$_[k+1(9)

Dans le cas de H, seul Dju pose probléme. Pour montrer que Dyu € H**1(9), on montre que pour
tout i, D;Dyu € H*(Q) . Or si i # 1, D;Diu = Dy D;u € H¥(Q). Reste & montrer que D?u € H*(Q) ce
qui est trivial car il s’écrit en fonction des autres dérivations secondes et de P. O

1.4 Introduction des notations, premiére approche du probléme

1.4.1 Existence de solutions au probléme de Dirichlet

Dans toute la suite, on note I' le bord lisse de 2 un ouvert borné, et tous les espaces fonctionnels sont
entendus (sauf mention du contraire) comme ceux associés a Q. Par exemple, L? = L2(£2). On note aussi
les normes |.llo = [l 12, I1-Ip = [l

On cherche a résoudre le probleme Dirichlet inhomogene :

Lyu:= —div(yVu) =0 et U= I

Pour ce faire, on va commencer par résoudre le probléeme homogene de Dirichlet, en le formulant de
fagon faible sous la forme :

/’qu.V@ = /fﬁ pour tout v € H&.

On vérifie qu'une solution forte du probleme, i.e régulicre et telle que Lyu = f, u‘r = 0, est aussi solution
faible. Si la conductivité v est elliptique, au sens ou il existe ¢ > 0 tel que v > ¢ > 0 sur 2, alors 'opérateur

P(u,v) := /7VU.V§

est une forme bilinéaire hermitienne coercive sur Hg (cf. inégalité de Poincaré), donc étant donné f € H~*
le théoréme de Lax-Milgram nous assure I'existence d'un u dans Hg tel que

P(u,v) = (f,v)
1 .1
§P(u,u) —R(f,u)y = vrgglé §P(v,v) —R(f,v)

otl le minimum est unique. Dans ces conditions, si f € HY?(T), on peut prolonger f a Q en g avec
llgllr < C||f]l1/2- On résout le probléeme homogene de Dirichlet pour L,g avec u. On a alors L, (g —u) =0
et (g — u)‘F = g‘r = f. Il reste & voir que

12



lg = ullf < 2llgl} + 2l|ull3.
Or par Poincaré,

CP(u,u) = C(u, Lyu) = CP(u,g)
ClIVullollVgllo < ClVull1[[ Vgl

lull¥ <
<

Il vient ||g — ull1 < CJ|fll1/2- Il faut désormais déterminer la propriété d’extrémalité vérifiée par g — u.
Pour v € Hg, on a

1 1 1
§P(v, v) = R(Lyg,v) = §P(9 —v,9 =) — 51’(9,9) +RP(v,9) — RP(g,v)
1 1
= §P(9—v,g—v)— §P(g,g)-

Ainsi, comme %P(g, g) est une constante, g — u est 'unique minimisateur de la fonctionnelle P(x,x) sur
I’espace des fonctions H' qui valent f sur I et c’est bien la solution du probléme inhomogene de Dirichlet

pour f.

1.4.2 L’application de Dirichlet-to-Neumann

Vu les résultats de la partie précédente, pour un opérateur D différentiel d’ordre 2 elliptique, on pourra
considérer DN (D) : H'/? — H~'/2 qui & des données sur le bord associe la dérivée normale de la solution
du probléme de Dirichlet. On a bien montré que DN(L.,) est continue. On note aussi, dans le cas de L.,
A, =~yDN(Ly). L’hypothese que I'on fera sur les conductivités dans la suite, sera que A, = A,, (on a le
méme courant électrique sortant).

13



2 Le théoreme de Kohn-Vogelius

On va démontrer le théoréme suivant, en utilisant la preuve originale de 1983 :

Théoréme (Kohn Vogelius, voir [3]). On se donne deuz conductivités isotropes v1, v2 sur louwvert borné
Q2 de bord I lisse dans R™ avec n > 2 telles que Ay, = A,,. Alors elles sont égales ainsi que toutes leurs
dérivées sur le bord de ’ouvert.

Remarque. il suffit de supposer que les deux conductivités sont lisses sur un voisinage du bord et dans
L*°(Q) pour conclure. Dans la suite on ne considérera cependant que des conductivités lisse partout pour
le confort.

Ce théoreme va étre tres utile par la suite pour pouvoir prolonger les deux conductivités a R™ par une
fonction lisse. La preuve repose sur 'idée que ’on peut imposer des données initiales tres localisées autour
d’un point fixé du bord, et telles que les solutions du probleme de Dirichlet associé seront petites dés que
I’on s’éloignera de ce point du bord. On utilisera le résultat de régularité elliptique suivant dans les espaces
de Sobolev H®, que nous avons démontré dans le cas ou il nous servira, a savoir s € N :

Théoréme (Régularité elliptique). Sivy est C*° sur Q, minorée par une constante ¢ > 0, alors on a pour
uel?:
lulls < Cs([[flls—2 + |#lls—1/2,0 + [lullo)
ot Lyu = f, u‘r = ¢, pour s > 2.
On commence par exposer trois lemmes dont on se sert pour démontrer le théoréme, puis on les
démontre. Pour les trois lemmes, on fixe une conductivité elliptique .

Lemme (1). Soit M € N*, z € I". Alors il existe une suite (¢pn) de fonctions lisses sur I' telles que :

~ N lt+1/2,0 < CeN* pour tout entier t > —M (la partie technique est t < 0).

il = 1.

- Nsupp(¢n) = {2z} avec intersection décroissante.

L’intérét du lemme est de controler en méme temps le support et les normes des dérivées. On note
alors uy la solution du probléme de Dirichlet pour ¢ . Dans la suite on fixe z € I', et on suppose que I'on
a choisi un M dont on ajustera la valeur plus tard.

Lemme (2). Soit Q' C Q un ouvert tel que d(z,Q') > 0. Alors il existe une constante Coy s > 0 telle
que pour tout N >0 :

[Vun o0 < Carymy N~
Ceci exprime bien 'idée que loin de z, u,, est trés petite ainsi que son gradient (en effet, UN‘I‘ = ¢n est
nulle loin de z donc on peut espérer adapter 'inégalité de Poincaré pour contréler ||uy||. On notera dans
la suite p(x) = d(z,T).

Lemme (3). Soit U un voisinage de z dans Q. Pour | > 0 et € > 0, il existe Cie > 0 telle que pour N
assez grand,

/ pl|qu|2 > Cl,eN_(n+€)l«
U
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2.1 Preuve du théoréme

Pour démontrer le théoreme, on va raisonner par contraposée. On suppose donc ’existence de [ le plus
petit entier k tel qu’il existe z € I" tel que

ok ok
() ).

On veut en déduire que A; # As. Pour ce faire, il suffit de montrer qu’il existe N tel que

(pn, M1dN) # (PN, Aadn).

Mais on a (¢n, Apn) = [, 7|Vun|?, donc on va montrer que tout le poids de cette intégrale est concentré
sur un voisinage de z ol 'on controle la différence |y; — 72| par sa l-ieme dérivée, et on pourra conclure.

Remarque. Si toutes les dérivées normales au bord d’ordre successifs de vy et yo sont égales, toutes les
dérivées d’ordre successifs sont égales au bord.

Par continuité des conductivités et de leur dérivées, on peut se donner un voisinage U de z sur lequel
on a une constante positive C' telle que quitte a échanger les indices 1 et 2, on ait :

Y1 =72 > Cpl.

Dans ces conditions, pour tout € > 0 et tout N assez grand, en appliquant le lemme 3 :

Jonivakt = [ uwep

Q U
/wwmﬁ+/cmwmﬁ
U U

/ ’YQ|VU}V|2 + CC’LEN—(n—i_S)l.
U

v

Y

Ensuite, on pose bien stir Q' = Q\ U, on choisit M > %nl, puis 0 < € < 2M/l — n et on a alors pour N
assez grand :

l/ Pl VaA P < el k]2
U

C'N7M Fapres le lemme (2)
o (N—(n+e)l)

IN

Ainsi, pour N assez grand :

/%W%V>/WW%V+/ |Vl P
Q U Q\U

Mais le théoréme de Lax-Milgram qui nous a permi d’établir I'existence et I'unicité des solutions au
probléme de Dirichlet nous montre aussi une propriété d’extrémalité qui est la suivante :

A¢A7¢:inf{/§27|Vu2 ‘ ueHl(Q),uF=¢}.
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On en déduit que pour N assez grand,

/FQSNA'néﬁN >/F¢NA'YQ¢N

ce qui termine la preuve.

2.2 Démonstration des trois lemmes

Lemme (1). Soit M € N*, z € T". Il existe une suite (¢n) de fonctions lisses sur T' telles que :
~ lénlle+1/2,0 < CeN' pour tout entier t > —M.

—lienllijz =1.
- N supp(¢pn) = {z} avec intersection décroissante.

2.2.1 Preuve du lemme 1

C’est un probleme local donc on peut prendre un voisinage de z dans R™ et prendre une carte qui
redresse I en T' = {x,, = 0}. On se donne une fonction lisse ¢ & support dans [—1, 1] telle que :

/ tho(t)dt = 0 pour tout entier k, 0 < k < M
R
On pose
n—1
oy =[] ¢(Nay).
1

On a bien [supp(®n) = {z}. On écrit alors pour |a| < m

/ (0°®y)? = N2l / [T (Na)2de = N2l [1# @)%z
r Rn—1

Rn—1

On en déduit ainsi les inégalités : pour tout & > 0 il existe Cy, C;. > 0, pour tout N >0
Ckarf(nfl)/Q < ||(I)N||k,r < C]/kaf(nfl)/Q'

On rappelle que
<(I>N’ u>
[[u

|<I>N|_k7p—sup{ ‘ uED(F)}.

On va utiliser un argument de transformée de Fourier : pour 0 < k < M,

kT

(@n,u) = (Dn, ) = (¢ D, ale])
n—1 21/2
1 |./¢
< —2k Y
< ‘/ﬁ' [T o(%)] |l
n—1 1/2
< Nk-(-DP2 / 2 TL1e©rR]
1
S Ckaf(nfl)/2||qu
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car la condition [, tFo(t)dt = 0 implique que ) (0) = 0, et ¢ étant a support compact, qAS est dans
Schwartz. En appliquant la convexité logarithmique des normes, on obtient bien le résultat cherché sur
®y, il ne reste qu’a poser :

on =Pn/[1PN]1 2,0

Pour vérifier que c’est correct, il faut invoquer le théoréme d’interpolation (voir [6]) qui montre que
[ ®n|1/e ~ N2, O

Lemme (2). Soit Q' C Q un ouvert tel que d(z,§) > 0. Soit v une conductivité elliptique sur Q. Alors :

IVun oo < Cor g N~M.

2.2.2 Preuve du lemme 2

On se donne une fonction cut-off n telle que
—n=1sur Q.
— 1 =0 sur un voisinage U de supp(¢n) pour N > Ny.

On écrit :
/ |Vun |*n?
Q

IN

|VUN‘2
’

Q
2 2
</ |VuN|2772> < C (/ ’quN.(nQVuN)> car v est elliptique
Q Q
2
< C’(/ 7VuN.V(772)uN—/’quN.V(uNUQ))
Q Q
2
< C /7VUN.V(n2)uN—/7n2uN8UuN
@ T
2
< C(/ WNVn.(nVuN))
Q
< C’/ |uN|2x./(77VuN)2 par Cauchy-Schwarz
Q Q
|Vuy|? < C’/|uN|2X en simplifiant
Q

944

ot x = |Vn[%. On veut donc controler [, [uy|*x. On se donne wy € Hg () tel que :

Lywy = —xun.
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Par ailleurs :

/ e
Q

—/ unLywy :/yquawa par Stokes
Q r

< Clovwnlly—yjorazllonlliz—nr

< Cllwn|as1,oN"™™  th. de trace + lemme 1

< C|| Lywn |m-1v + lwnlloqo | N  par régularité elliptique.
——

=0 sur U

Ensuite, on a par Poincaré :

Q

IN

C’/ |VwN|2 SC’/ |lwy||Lywy|  par Stokes
Q Q
< ¢ [ Juxlun| < Clulollxulo

Q

Par suite, [[wy|lo < Cllxun|lo, puis comme x est bornée

Ivxunll§ < ClixunlloN™ < Clly/xunlloN~

Et enfin :
||VUN

0.0 < Clly/xunllo < CN™M.
O

Lemme (3). soit U un voisinage de z dans Q. Pour | > 0 et € > 0, il eriste Cyc telle que pour N assez
grand,

/ pl|qu|2 2 Cl’EN—(n-‘re)l.
U

2.2.3 Preuve du lemme 3

[ =0. On sait que uy s’annule sur I' \ supp(¢n), qui est un ouvert non vide de I pour N assez grand.
En adaptant I'inégalité de Poincaré, le lemme 1, et la régularité elliptique on peut affirmer :

/ Vun[? > Clluy |y > Cllénllyyar > C.
Q

Et le lemme 2 nous montre aussi que

|V’UJN|2 — 0.
Q\U N —o00

/ |V'LI,N‘2 2 9
U 2
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> 0. On utilise 'inégalité de Holder avec sq =1 et sp<1:

1/p 1/q
/|VUN|2 _ /pspis|VUN|2§ (/ psp) (/ psq|qu|2lZ>
U U U U
1/q
c(/ pl|qu|2q) .
U

/ P Vuy[** > C
U

IN

D’ou il vient :

puis
[ P19 < sup(Fun o [ vy,
U U

n

Or on a H' C C*' avec injection continue si ¢ > 1 + 5, donc :

/ PV 2
U

IN

Cluy 2772 /U AV ?

IN

C||¢N||?ZI/22I/UPI|VUN\2 par ellipticité.

Il ne reste qu’a appliquer la définition des ¢y :

[énli—1/20 < CN*™' (lemme 1).

/ pl|qu‘2 > CN2(1_t)(q_1).
U

On choisit ensuite les coefficients s et ¢ de sorte que 2(1 —t)(¢ — 1) > —(n + €)l. Mais 2(1 —¢t) = —n — «
avec a > 0 ce qui donne

ng—1-1 < all—q)+e

l l+1-
0<a < —EJrn( i q)'
qg—1

On pose donc ¢ = 1 +1 4 & avec u < le, et on vérifie les hypotheses de départ :

- 5= —n

pt+n(1+1)
_ . pn(+D)
p= nl+p
l
— sp= nﬁku <1

ceci acheve la preuve du théoreme de Kohn-Vogelius.
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3 Démonstration du théoréme en dimension > 3

On démontre ici le théoreme :

Théoréme (Sylvester-Uhlmann). Etant données deux conductivités isotropes lisses 1, o sur un ouvert
borné de dimension > 3 telles que A, = A,,, elles sont identiques.

On fixe un ouvert 2 CC R™ avec n > 2. La preuve se déroule en trois étapes : on commence par réduire
I’équation au potentiel a une équation de Schrédinger pour le confort des calculs. Ensuite on montre qu’il
suffit de construire une certaine famille de solutions pour conclure a 'unicité en utilisant le théoréeme de
Kohn-Vogelius, et enfin on construit cette famille.

3.1 Reéduction a une équation de Schrodinger

1/2

On se donne une conductivité isotrope o sur €2, et on se donne u € H*(). On pose v = o/?u :

Lou = —div(cVu)

Vo Vv
= —d. _ JE—
ivie(—v . + ﬁ))
= vAVo +Vou.VVo —oAv — Vu.V/o
Vo(=A+q)v
ouq= AT‘{TE.
Comme par hypothese, o et 1/0 sont C* et bornées sur €2, Au lieu de considérer I'opérateur différentiel
L, : u— —div(cVu) on pourra considérer S, : v — (—A + ¢)v, Popérateur de Schrodinger associé a g et
I’équation
—Au+qu=0. (1)

3.2 Une condition suffisante

On se donne deux conductivités elliptiques 71, v2 telles que A, = A,,, leur potentiel de Schrédinger
associé ¢12 ainsi que uy 2 tels que Sg,u; = 0, et on note ¢1,2 leur restrictions respectives a I'. Vérifions
d’abord que cela implique que DN(S,,) = DN(S,,). D’aprés le théoréme de Kohn-Vogelius, les deux
conductivités sont égales sur le bord, et leur dérivée normale, donc si sur I"

Uy U2
’)/18,17 = '7281/

Vi ym

alors d,u1; = J,us sur I'. Ensuite, on démontre I'identité suivante qui est a la base de toute la suite :

/(Q1 —@)uily = / Ay — u Aty
Q Q
= / U0, u1 — u10,TUs par Stokes
r

= (¢2,DN1¢1) — (¢1, DNahs)
(¢2, DN1¢1) — (¢1, DN1¢2) DNy = DNo
0 DN(Sy) est hermitien si g est réel.

Remarque. Tout ce que nous avons dit pour l'instant est aussi vrai dans le cas n = 2
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3.2.1 Optiques géométriques

On suppose que 'on a construit deux fonctions 1y o définies sur 2 x {£ € C"|£.€ = 0} telles que :

— pour £ € {p € C"|p.pu = 0} assez grand, ug : x — e®5(1 + ;(z,£)) est solution de .

— 1)1 2 tend vers zéro dans L? quand [£] — +oc.
Cela revient a estimer ¢ comme une perturbation du Laplacien. Sous ces hypotheses, on se donne k € R"
puis & et & de la forme :

& = wk+rn)+¢
§ = wk—rn)—¢

ou 7, ¢ sont des vecteurs de R™, r est un réel positif, ||n]] = 1 et ¢ choisi tel que &;.§1 = £3.£&2 = 0 dans C™.
C’est possible car on est en dimension n > 3.
Le calcul suit :

0 = [ (0 @) (1 (€)1 4 o)
Q
= [@-we o)
Q
0 = [ln-mete
Q
Le théoreme de Kohn-Vogelius montre que ’on peut prolonger q; — g2 au reste de R™ en une fonction lisse
a support compact en posant (g1 — qg)\Rn\Q = 0. On en déduit immédiatement par transformée de Fourier

que g1 = go sur 2.

3.3 Retour aux conductivités

. . A A
On a montré que si DN,, = DN,,, alors % = %

A\/\?, alors Sg\/o = 0 En particulier, puisqu’elles sont égales sur le bord et

On remarque que si ¢ =
solution de la méme équation de Schrodinger, /oo et /o1 sont égales sur €2, ce qui termine la preuve.

3.4 Construction des optiques géométriques

On cherche & générer des solutions de 1’équation (—A + g)u = 0 € © ou le potentiel ¢ € L>(€2). On
suppose d’abord ¢ = 0, et on cherche les solutions sous la forme u(z) = ¢™* ot w € C™.
L’équation Au = 0 s’écrit w.we™® = 0. Ainsi, les fréquences solutions de cette équation vérifient w,w = 0.
On suppose dans toute la suite que w.w = 0 et on cherche les solutions sous la forme

u(z) = (1 +r(x))
ol r est un terme d’erreur dont la norme tendra vers 0 quand |w| — oo.

Proposition. u est solution de (—A 4 q)u =0 <= (A + 2w.V + ¢)r = —q.
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Démonstration. Par définition, ’équation de Schrodinger est vérifiée par u ssi e (—A+q)e’*(14+r) = 0
De plus, on a les identités suivantes

e—iw.ij (eiw'wv) = (DJ —+ UJj)’U
efiw.zA(eiw‘xv) — (A + QZW.V)U-

Cela permet de conclure. O

Cas linéaire

Proposition (Cas linéaire). Il existe une constante C' > 0 dépendant seulement de Q telle que pour toute
fonction f € L2() et tout w € C" tel que w.omega = 0, ’équation (A + 2ww.V)r = f a une solution
r € H1(Q) vérifiant

C
[rilLe < meHLz(Q)

[VriLe < O fllL2(q)-

L’équation (A+2w.V)r = f est linéaire a coefficients constants. L’idée naturelle consiste donc a utiliser
les méthodes de transformation de Fourier. La transformée de Fourier de cette équation est donnée par :

(€2 + 2w )P (&) = f(€).

Le terme de gauche pouvant s’annuler, on ne peut pas exprimer 7 en fonction de f. Pour remédier a ce
probléme, on utilise les séries de Fourier. Comme ) est borné, on peut plonger 2 dans T™ et pour éviter
au terme de gauche de s’annuler, on se place sur le réseau Z" + %62.

Lemme. On pose é(x) = e'F+1/2¢2)@ poyr | € 7. Les & forment une base hilbertienne de L2(T™). On
note fr = (f, k).

Démonstration. Les é; forment clairement un systéme orthonormal. Pour vérifier que c’est une base hil-
bertienne, il suffit de montrer que (éy,u) =0 Vk € Z" = u = 0 Or (&, u) = (e, ue~"/272) = 0 donc
cela découle du fait que les e?** forment une base hilbertienne de L2(T"). O

Prewve du Théoréme. On écrit w = s(w; + iwz). Comme w.w = 0, quitte & faire tourner les axes, on peut
supposer w; = €1 et wy = eg.
L’équation transformée en Fourier a I'aide des (fx)gezn s’écrit

pre = fx pour k € Z"

1 1
opy = (k+ 5@2)2 + 25(ky + (ko + 5)).

On remarque que 3(py) = 2s(k2 + 3) # 0 donc on peut poser

Tk 5
Ty ="—etr= E TLEL-
k

p keZm
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La série converge dans L?(T") car

IR YO TR
lpe] ~ 2s(k2+1/2) = s
1 1
71220y = Z i |? < 3 Z |fil? < ;||f||i2(1rn) (s = [wl).
k k

Reste a voir que Vr € L2(Q). Pour cela, il suffit de montrer que |(k + 1/2e3)ry| < 4| fx| pour k € Z™. On
distingue deux cas :
si |k + fea| < 4s alors
1 k
k+ gearal <4 <ajfy)
2 |pr

si |k + jea| > 4s alors

2
—+ 28]{51

2 2

—2s

2

1
k _
2 T g

1
’]{3 + — €9

1
> ’k+ 562

1
728|k1‘ Z ’k+ 562

1 1
> —|k+ =
_2‘+2€2

Puis, en minorant le module, non plus par la partie imaginaire mais par la partie reélle, on obtient

1 k+ tes 1
o o e 1
Enfin, on a par Parseval ||Vul|r2q) < || f]|L2(q), ce qui conclut la démonstration. O

Définition. Soit w € C" tel que w.w = 0. On définit la fonction

G, :L2(Q) — HY)
f — rtelque (A+2w.V)r=f

Remarque. Nous venons de montrer que G, est continue de norme C.

Cas non linéaire

Proposition. Il existe C > 0 tel que pour tout ¢ € L™, tout w € C" tel que ww = 0 et |w| >
maz(C||q|[L=(0),1) et tout f € L*(Q), l'équation (A + 2w.V + q)r = f a une solution r € H'(Q) telle
que :

©
@l

[VrlLe < Cl fllLz)-

[7llee < =l fll2)
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Démonstration. L’idée de la preuve consiste a chercher f tel que G, ( f ) soit solution, plutot que de chercher
r directement. Comme (A + 2w.V)G,, = Id, on obtient

(I + qu)f =f
Or vue comme application de L?(Q2) dans L?(Q),
C
laGull < ~llgllLe (-
] (@)
Ainsi si |w| > maz(2C]|q||1= (). 1), |G|l < 3. Ainsi, comme L%() est un Hilbert I + ¢G,, € B(L?) est
inversible et 5
f=T+4qG)7'f.
Comme ||(I +¢G,) Y| <>, 27%=2,0na
1Fllz@) < 20 fllee)-

Le cas linéaire permet donc de conclure. O

Construction des optiques géométriques proprement dite

Théoréme (Existence des optiques géométriques). Il existe C > 0 tel que pour tout g € L™, tout w € C™
tel que w.w = 0 et |w| > maz(C||q||r=(0), 1) et tout a € H*(Q), tel que w.Va = 0 l'équation (—A+q)u =0
a une solution u(z) = e“*(a+r) our € H'(Q) telle que :

c
[7lle < —l[(=A + g)allrz(q)

|
V7l < Cll(=A + g)allLz(o)-

Démonstration. (—A + q)u =0 <= e~ (=A 4 q)e™*(a+r) = 0. Etant données les hypothéses sur a,
on aboutit a
(A+2w.V —q)r =(—A+qga.

Le théoreme précédent permet alors de conclure. O

On remarque qu’on peut toujours choisir a = 1.
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4 Démonstration en dimension 2

En dimension 2, on ne peut plus choisir trois vecteurs indépendants, ce qui empéche d’appliquer le
méme raisonnement. Néanmoins, on va voir que I’on peut tout de méme réutiliser une partie de la preuve
précédente. On réduit encore une fois ’équation du potentiel électrique a I’équation de Schrodinger. 11 va
s’agir de construire des solutions de la forme :

ee(””)(l +7)

ou 6 est une phase holomorphe, et r est assez petit pour pouvoir étre négligé. En choisissant bien les points
critiques de 6, on pourra appliquer un argument de phase stationnaire et identifier les potentiels point
par point.

4.1 Premiere approche

On se donne un petit parametre A > 0 et on écrit les solutions de I’équation au potentiel [I] sous la
forme :

—uy =M1+ 1))

— ug = e M1 +13).
Si on réussit & obtenir 7, — 0 pour une norme L? par exemple, alors on pourra écrire :

/(‘h — g2)u1lz
Q

/(q1 — q2)e® M (14 r}) (1 +13)
Q

0

/(q1 — q2)e®S" 1 O (||rp|ir) -
Q

Ensuite, si on trouve une phase complexe telle que p € € soit le seul point critique de ¥(6), non dégénéré,
on applique :

Théoréme (Phase stationnaire). On se donne une fonction f sur R? lisse telle que xq est le seul point
critique de f et que ce zéro est non dégénéré. Alors pour une fonction g lisse d support compact,

h
/ gla)e Mz = = glag)e! 0" 1 o(h),
R2

On admet ce théoréme. Si on a ||| = o(h) on aura montré que les potentiels sont égaux en p car le
théoréme de Kohn-Vogelius permet de prolonger g := q; — g2 en un élément de C2°(IR?).

4.2 Estimée de Carleman

Quitte a translater I’espace, on peut toujours supposer que p = 0. On veut une fonction de phase dont

le seul point critique soit zéro et que ce point critique soit non dégénéré. On pose donc 0(z) = az? avec

a € {£1}. On établit 'équation vérifiée par les rp, ¢ :
(~A+ @M1 +r,) =
e (A + )1+ 1)
e M (—A+ )Py, = —q
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On pose donc
£Z’q _ e—@/h(_A_‘_q)ef)/h-

0,q

Pour contrdler les solution de cette équation, on va avoir besoin de montrer que £, est elliptique et

controler cette ellipticité avec h. On commence par traiter le cas de £ = LZ’O car le terme en ¢ pourra

étre absorbé dans le constantes plus tard (il n’intervient pas dans la partie principale de opérateur). C’est
'objet des "estimés de Carleman”. On "convexifie” la phase en lui ajoutant —e|z|> pour que les termes en
A(phase) ne disparaissent pas : on note £ = 6 — 2|z|? et k' = Rk, ol € > 0 est un réel fixé a priori ne
dépendant pas de h, assez petit.

On profite de la structure complexe pour factoriser le laplacien :

A = 490 = 490.

On en déduit que :

Ly = e >30hgem2 S (50 +0) = 06
672z$9/h86722S0/h5.

Lemme (4). Pour h assez petit (par rapport a €) et u réelle dans H} :
e . 1 00
e~ 0" Ml > € (3l + IVull + e 2).
Lemme (5). Pour u d valeur dans C, on a :

— 1
e 1B Ml 2 .

4.2.1 Preuve du lemme 4

On va donc procéder en deux fois pour montrer Pellipticité. On commence par e ~*/"9e"/". Comme Ez
est a coefficients réels, on peut supposer que 7, est réel. On se donne donc u € H réelle.

—K K alﬂ;
le="/"0e/Mul[§ = ||3U+U*||(2)
= ||Vul? + ||u HO + 2R(0u, uahn> (Ou = Vu car u est réelle)

= |Vull§ + IIU "2+ Ru? 3*5@

= [IVullg + fJu Ho Hullg-
Ensuite on calcule :
R e R ey e 10
> |tz [t
> —2/\uz|2 pour h assez petit.
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Par ailleurs on peut écrire :

/+

/ 20z

= - / zudu par Stokes car u‘r =0
1 2 2
7 |zu|® 4+ h [ (Ou)”.

-k " 1 00
le=/"9ex M ully = O (5 lulld + IVuld + - 13).

IN

Donc pour pour h assez petit, on a bien :

4.2.2 Preuve du lemme 5

—k'/h g K raY 5’{/
R I Y
Oyk' Ok’
> 2R(0,u+ zuyTﬁ, 10y U + hﬁ )
1
> / —1(Dyudyu — Oyud,u) + 2§Rﬁ(ﬂ8xu8x/€' + udyudyK')
1 2 U ! h
> - E|u| Ak par Stokes car Ak’ = 4—
€
2

4
1 / ul?.
€

Théoréme (Estimée de Carleman). Etant donné un potentiel V dans C*(Q) et un € > 0 assez petit, il
existe une constante C > 0 telle que pour h > 0 assez petit, pour tout u dans H} réelle on ait :

On peut désormais énoncer :

1 1 1
e ully = € (-l + < IVal} + - lud6F).

Démonstration. Sur Qona 0 < B < etl=’ < B’. Puis au prix de quelques manipulations :

o, = () (o) ()
> e ()|
> 0f(BO) (et 2 + 1 (et ) 3+ e o O 2)
> OB/(B'O (gl + IR + [0+ vz R)
< OBJ(BO[L Il + w4 Va3 + 2 (vuuvlzP) ]
€ —_————

S NVullg+o7 1uviz2(3
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On peut désormais conclure, pour h assez petit.

On peut en déduire :

Corollaire. On pose H = H? N H}, et on le munit de la norme |jul|? = HEZ’VUHLQ. Elle lui donne une
structure d’espace de Hilbert pour h assez petit. En particulier, si on a une fonction f dans L2, c’est une
forme linéaire sur H de norme majorée par | f|lo/he/C. Le théoréme de Lax-Milgram montre donc qu’il
existe v € H tel que sur H :
0V A0V
<‘Ch vvﬁh u> = <fa U>

Et on a (,CZ’VY (EZ’VW) = [ avec H,CZ’VUHO < |Ifllo/he/C

4.3 Construction d’un terme correctif

L’estimée de Carleman ne permet que de construire un terme d’erreur ”exact” en O(v/h) de Derreur,
alors qu’il nous faut o(h). Pour s’en sortir, on va construire un terme correctif qui ne résout pas exactement
le probleme mais réduit suffisemment le terme d’erreur pour que Carleman permette de conclure. On
cherche donc a priori un terme r qui satisfait aux conditions :

r = O(h)
Ly'(1+7r) = O(h)
Apres avoir développé les calculs, on trouve que cela équivaut & demander
r = O(h)
e VhNed My = g+ O(h)
Pour continuer, on va avoir besoin de 'outil suivant :

Lemme (6). Les opérateurs O et O peuvent étre inversés dans WP (Q2) pour 1 < p < oo. On pose pour f
dans LP :

o = [ 1 (52d51d§2

0z

-1 _ f(€)
o f(z) = /Qﬁdfldfz

Alors 071 f et 5_1f sont dans WLP et on a
D07 f=f

de plus, si f € Wy?,
o-'af = .

=1
Enfin, les applications 07! et O = sont continues.
On admet ce lemme. On pose p = 2130 et on se rappelle que dp = 90. On va poser :

r=e ¥/hg7 e/ M (W + 5_1(])
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=1
ou w est une constante (donc une fonction holomorphe) choisie de sorte que w+ @ ¢ s’annule en p. Dans
ce cas, on vérifie aisément que :
0,
L1 41r) = qr.
L’estimée de Carleman ne donne qu’un O (\/E) pour 7 donc il faut raffiner les arguments pour conclure.

On va travailler sur la famille d’opérateurs Ry, définis par :
Rnf = eﬂp/h@*le“"/hf
On va montrer le lemme :

Lemme (7). Etant donné une fonction f lisse a support dans Q qui s’annule en p, quand h tend vers 0,
on a :

[1Bhflloo = O(R)

Preuve du lemme 7 On va utiliser I’écriture sous forme d’opérateur & noyau de 0~'. Pour séparer les
phénomenes critique du reste, on se donne un petit parametre d > 0. On déterminera la valeur optimale
de 0 par rapport & h a la fin des calculs. On se donne ensuite une fonction de troncature x5 supportée
dans B(p,d) et & variation dans B(p,d) \ B(p,d/2). On écrit donc :

ew/h
Rt = | [ (s (1= ) S (©erdes|

On sépare 'intégrale en deux parties.

Intégrale 1.0 On commence par écrire

IF (O] = 1€ = pllg(©)]

ou g est une fonction bornée. On peut continuer :

T €|z
d*e=0C¢ _
s 1260 ¢ /B<o,1> €= (z—p)/d

Ici, il n’y a pas vraiment de probléme de singularité, donc on peut utiliser |£| < 1. On pose u = (z — p)/d
et on a donc :

10| <C

2

\Ilo|<0/ \§| o
ul

R—-1<|¢|<R+1 |€|
Ainsi, on a :

|11,0| < 0(52

Pour la deuxieme intégrale, on intégre par partie et on obtient trois nouvelles intégrales a traiter :

e®/h e®/h
/ (- xS ddes = h / (1= x5) Z 2 e g,
Q -¢

_5 a
) e f(€)
[ e
—h/c’m 5fa(ﬁ)df a6
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intégrale 2.1 et 2.2 Pour ¢ = 1,2, on peut majorer en norme infinie :
1

' le—p|>5/2.ec0 12 — &|-1€ — Pl

On adimensionne le probléeme d’abord, en posant A = diam(2)/¢ :

1
|I5.4] < C’h/ —_dZ%.
1/2<lel<A 1§ — ul.[¢]

Il faut distinguer les cas. On traite d’abord du cas ou |u| < 1/4 :

1
Ll < Ch/ 4%
o acieia 6T~ /AT
A
1
< Ch/ dr———— = Ch(log(A) + o(log(A))). en passant en polaire en 0.
1/2 T — 1/4

Ainsi, pour J assez petit, on a :

Maintenant, on traite le cas ou z est plus loin de p : |z — p| > §/4. Le probléme n’étant plus dans la
proximité entre z et p, on peut procéder a cette estimation :

1
|14 < Ch/ — - qd%.
? ez 1€ — ull€]

Puis on adimensionne encore : )

L ;| <Ch _
2l lel<A /| 1§ = 1[-I€]

d2¢.

Pour ¢ assez petit, on a 44 > A/|u| > 1/6 > 2

1
|| < Ch/ —d%
el<an 1€ — 1€
1
< Ch+ C”h/ —————d?%¢  en coupant l'intégrale en deux
2<[¢|<4A |§ - 1|'|f|
1
< Ch+ C/h/ dr
2<r<qn T —1
< Chlog A+ o(hlog A)
< O(hlogd).

intégrale 2.3 On peut décider de donner une forme pratique a notre fonction de troncature :

Xs(§) = x(&/9).

Dans ce cas, on obtient en dérivant x; :

Ch d?
23] < 7/ _de
6 Jsja<iel<s 1€ — (2 = p)l
2
< C@/ d%
1/2<€|<1 € — ul
< Ch d’apres les calculs déja effectués pour I g.
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L’intégrale est bornée en O(h) tout court, ce qui nous suffit.
Si on récapitule, on obtient que
[Rn flloo = O(62, hlog(é))
1l suffit de choisir § = v/h, et on peut conclure. O
On prend le v donné par les estimées de Carleman qui donne une solution exacte e?/ h(14r40), v qui
est alors en O(h*/?|logh|). Le v va disparaitre tranquillement dans l'intégrale finale.

4.4 Fin de la démonstration

On indice désormais les objets en fonction de s’ils se rapportent aux potentiels ¢g; ou ¢2. On a :
Ly (1 +r) = q(1+7:) — ¢ = qiri.

On fixe § = 0; = —0, = z2. On note v; I'élément de H; tel que Eff’qi v; = —q;7, qui est donné par I'estimée

de Carleman et par Lax-Milgram, avec ||v;]lo < Vh|girillo = O(h*/?|log hl).
On peut alors développer :

0= /(Q1 — Quily = /qewh(l +h(r1 +72)) + O(h*?|logh|) ot g=q — g
- /qe“’/h
+/q5—1 [ew/h(wl(z) +5_1q1)}
+ [ a0 [P wale) + 07 )| + O tog )
Par symétrie, il ne reste qu’a prouver que [ ¢d~! {e“’/h(wl(z) + 5_1(11)} = o(h), puis appliquer la phase

stationnaire pour trouver que ¢(p) = ¢1(p) — g2(p) = 0. On utilise une partition de 'unité 1 = x + (1 — x)
de sorte que y soit supportée autour de p et localement constante dans un voisinage de p.

Jort e 8 ] = feltocr o) ) 97 )@

= /ewh(fl +91)

h h
= / e¥/ f + / e?/ g1
~~ ~~
lisse a support compact lisse, nulle autour de p

Pour la premiére intégrale, il suffit d’appliquer la phase stationnaire car fi(p) = 0. Pour la deuxiéme
intégrale, on proceéde par intégration par partie :

h h
O e/mL [ e/hg [ 191
/e & /re dp /e a((?so)
h291 h hgl h hgl
() [ () e el)
/r (0p)? r dp \ Op Do\ Op

= O(h?).
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Ceci termine la variante de la preuve du théoreme de Bukhgeim.

Remarque. La preuve originale de Nachmann ne reposait pas sur les estimées de Carleman, mais plutot
sur des arguments de scattering inverse.
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