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� Introduction

Le but de cet expos�e est de pr�esenter quelques m�ethodes pour d�eterminer
les vitesses de convergence d�une chaine de Markov ap�eriodique sur un espace
d��etats �nis vers sa probabilit�e stationnaire�
Pour cela� on utilise une id�ee classique en math�ematiques �a savoir transfor�

mer un probl�eme �a variable discr�ete en probl�eme �a variable continue o�u l��etude
est facilit�ee par des outils cons�equents tels que l�int�egration�

� Outils de base et th�eor�eme de Perron�Frobenius

Dans cette partie� on rappelle les d�e�nitions concernant les chaines de Mar�
kov� Ensuite� on �enonce le th�eor�eme de Perron�Frobenius qui a�rme� sous cer�
taines conditions� la convergence des chaines de Markov vers la mesure station�
naire associ�ee� On introduira ensuite un espace de Hilbert appropri�e �a l��etude
d�une cha��ne de Markov� En�n� on montrera comment on associe �a une cha��ne
de Markov discr�ete une cha��ne �a temps continu qui a� sous certaines conditions�
un comportement asymptotique analogue �a celui de la cha��ne discr�ete�

��� Th�eor�eme de Perron�Frobenius

On rappelle qu�une matrice stochastique est une matrice �a coe�cients posi�
tifs dont la somme des coe�cients de chaque ligne vaut �� On remarque qu�une
matrice stochastique peut �etre assimil�ee �a la matrice de transition d�une cha��ne
de Markov�

Th�eor�eme ��� �
Soit M une matrice stochastique de dimension n irr�eductible et ap�eriodique�

Alors il existe une unique probabilit�e stationnaire �mj���j�n� De plus� on a

�i� �j� lim
l��

M l
i�j � mj �

Preuve � On utilise deux lemmes interm�ediaires �

Lemme ��� �
Soit M une matrice stochastique irr�eductible de dimension n� Alors tM ad�

met � pour valeur propre et il existe un vecteur X� �a coordonn�ees strictement
positives tel que� Ker�tM� I� � RX�

Nous admettons ce lemme qui se d�emontre par des techniques classiques d�al�
g�ebre lin�eaire�

Lemme ��� �De Doeblin	 �
Soit M une matrice stochastique telle que il existe k � N� et une mesure de
probabilit�e �qj���j�n sur f�� ���� ng telle que la condition de Doeblin soit v�eri
�ee�
c�est �a dire �

�i� �j� Mk
i�j � cqj �D��

�



Alors� en notant m � �mj���j�n la probabilit�e stationnaire de M� on a �

�i�
X
j

jMi�j �mj j � ���� c��l�k�� ���

o�u � � d�esigne la partie enti�ere�

Preuve � Soit M� la matrice dont toutes les lignes sont �egales �a m� soit Q la
matrice dont toutes les rang�ees sont �egales �a �qj���j�n� On pose �

N �
�

�� c
�Mk � cQ�� N� �

�

�� c
�M� � cQ��

Ces deux matrices sont stochastiques� Elles v�eri�ent �

Mk �M� � ��� c��N�N��

et
Mkl �M� � �Mk �M��l � ��� c�l�N�N��l�

On observe que � �N�N��� � �N�N��N carN� a des colonnes constantes�donc
PN� � N� pour toute matrice stochastiqueP�On en d�eduit que � �N�N��l �
�N�N��Nl��� Si on pose pour toute matrice A� kAk � maxi

P
j jAi�j j �on a

consid�er�e une norme triple�� alors on a �

kMkl �M�k � ��� c�lkN�N�kkNl��k�

Comme N est stochastique� on a kNk � � et kN�N�k � �� Donc�

max
i

X
j

jMkl
i�j �M�j � ���� c�l� ���

Le r�esultat d�ecoule alors du fait que l� kMl �M�k est d�ecroissante�

On retourne aux hypoth�eses du th�eor�eme de Perron�Frobenius � soitM une
matrice stochastique de dimension n irr�eductible et ap�eriodique� Montrons qu�il
existe k tel que �i� �j�Mk

i�j � ��

On note �i � �j�� nj� I�i� � fn � N� �Mn�i� i� � �g�I�i� est clairement un semi�
groupe�� Montrons d� abord que �i � �j�� nj� il existe un entier ni tel que ni et
ni�� appartiennent �a I�i�� Soit ��� ���� �k � I�i� de pgcd �� par le th�eor�eme de
Bezout �

�u�� ���� uk � Z� u��� � ���� uk�k � �

donc� en notant ui � u�i � u�i � on obtient�

u�� �� � ���� u�k �k � � � u�� �� � ���� u�k �k � I�i��

On a alors � �n � n�i � �� Mn�i� i� � ��






En e�et� �n � n�i ��� par division euclidienne� n s��ecrit sous la forme n � kni�p
p � f�� ���� ni � �g� N�ecessairement� p � nx � � donc n � p�ni � �� � �k � p�ni
� I�i�� par la propri�et�e de semi�groupe de I�i��
Soit ni�j un entier k quelconque tel que M

k�i� j� � � et M � maxi�jfn�i � � �
ni�jg� M v�eri�e la propri�et�e voulue car on a �

�i��j � �j�� nj� MM
i�j �M

M�ni�j
i�j M

ni�j
i�j � ��

Nous sommes donc en mesure de d�emontrer le th�eor�eme de Perron Frobenius�
Le lemme � nous assure l�existence d�une mesure stationnaire�mj���j�n� Le
th�eor�eme d�ecoule alors du lemme de Doeblin appliqu�e �a c � mini�jfMM

i�j�mjg
���� �� et �qj���j�n � �mj���j�n�

Remarque ��� � Au cours de la d�emonstration� on a montr�e qu�il y avait
convergence exponentielle des Ml

i�j vers mj�cf� l��egalit�e ��		�

��� Un cadre naturel d��etude � les espaces de Hilbert

On peut mod�eliser une cha��ne de Markov sur un ensemble �ni �� en utilisant
sa matrice de transition� comme une application lin�eaire sur les fonctions f
d�e�nies sur � et �a valeurs complexes� Le but de cette section est de munir
l�espace des fonctions d�e�nies sur � d�un produit scalaire� a�n de disposer des
outils relatifs aux espaces hilbertiens pour �etudier la chaine de Markov vue
comme une application lin�eaire�
On note � l�ensemble �ni des �etats� � une probabilit�e sur � et l���� l�espace de
Hilbert des fonctions f � �� C � l��int�egrables� muni du produit scalaire �

hf� gi �
X
x��

��x�f�x�g�x��

Soit K�x� y� la matrice dans la base canonique d�une application lin�eaire K �
l����� l����� L�adjoint K� v�eri�e alors K��x� y� � ��y�K�y� x����x�� Donc K
est auto�adjoint si� et seulement si� K�x� y� � ��y�K�y� x����x�� On note aussi

��f� �
X
x

f�x���x�� V ar��f� �
X
x

jf�x�� ��f�j���x��

Voici le r�esultat essentiel de cette section �

Lemme ��� �de diagonalisation	 �
Soit K une application lin�eaire auto�adjointe de l����� Alors K est diagona�
lisable dans une base orthonormale de l���� avec des valeurs propres r�eelles
	� � 	� � � � � � 	n���

	



��	 Passage du discret au continu

Dans ce chapitre et dans toute la suite� les matrices K seront stochastiques�
irr�eductibles et � d�esignera la mesure stationnaire de K� Soit K une telle ma�
trice� on lui associe le semi�groupe �a temps continu suivant �

Ht � e�t�I�K� � e�t
�X
�

tiKi�i��

On v�eri�e ais�ement qu�il s�agit d�un semi�groupe �

Ht�s � HtHs

lim
t��

Ht � I

On note Hx
t �y� � Ht�x� y�� On observe ais�ement que H

x
t est une probabilit�e�

On introduit aussi les densit�es des mesures de probabilit�e Hx
t � K

l
x par rapport

�a � �
klx�y� �Kl�x� y����y�

et
hxt �y� � Hx

t �y����y�

On d�emontre �a pr�esent �l��equivalence� des comportements asymptotiques
de Kn et Ht lorsque K est r�eversible�c��a�d� auto�adjointe��

Th�eor�eme ��� � Soit �K��	 une matrice r�eversible et 	� � maxf���� �
�n��g�Alors�

��� khxt � �k� � e�t���x� � kk�t���x � �k�

��� kkNx � �k� � 	�m
� �� � khxl � �k�� � khxN � �k� pour N � m� l� �

Preuve �
En consid�erant une base orthonormale �
i�i��j��n��j� de l���� constitu�ee de

vecteurs propres de �I�K� associ�es aux valeurs propres ��i�i��j��n��j�� v�eri�ant

� � �� on utilise le lemme suivant� qui est un r�esultat �el�ementaire d�alg�ebre
euclidienne�

Lemme ��� �

��� kl�x� y� �

n��X
i	�

��� �i�
l
i�x�
i�y�� kklx � �k� �

n��X
i	�

��� �i�
�lj
i�x�j�

��� ht�x� y� �

n��X
i	�

e�t�i
i�x�
i�y�� khxt � �k� �
n��X
i	�

e��t�i j
i�x�j�

�



Ce lemme se d�emontre ais�ement en utilisant la d�ecomposition dans la base
orthonomale associ�ee �a I�K�

Preuve du th�eor�eme � D�emontrons d�abord la premi�ere formule du th�eor�eme� On
utilise les deux formules du lemme ��	 en remarquant que

��� �i�
�l � e�l ln����i�

et que pour � � x � ��� � on a ln��� x� � ��x�

Pour d�emontrer ���� on remarque que �

k�l���x� x� �

n��X
i	�

��� �i�
�l��j
i�x�j�

Cela entraine que �

�
X
i
�i��

��� �i�
�l��j
i�x�j� �

X
i
�i��

��� �i�
�lj
i�x�j��

D�o�u X
i
�i��

��� �i�
�l��j
i�x�j� �

X
i
�i��

��� �i�
�lj
i�x�j��

Aussi ��i � �� on a �
��� �i�

�l � e�l log����i� � e��l�i

D�o�u � X
i
�i��

��� �i�
�lj
i�x�j� � khxl k�

et X
i�	�
�i��

��� �i�
�lj
i�x�j� � khxl � �k��

On obtient alors� pour N � m� l � � �

khxN � �k� �
n��X
i

��� �i�
�N j
i�x�j�

�
X
i
�i��

��� �i�
�N j
i�x�j� �

X
i�	�
�i��

��� �i�
�N j
i�x�j�

� 	�m
� �

X
i
�i��

��� �i�
�l��j
i�x�j�� �

X
i�	�
�i��

��� �i�
�N j
i�x�j�

� 	�m
� khxl k� � khxN � �k�

� 	�m
� �� � khxl � �k�� � khxN � �k��

Remarque ��� � Le comportement d�une cha�
ne discr�ete et de sa cha�
ne �a
temps continu associ�ee peuvent �etre di��erents si la chaine n�est pas r�eversible�

�



� Une m�ethode pour �etudier la vitesse de conver�

gence

Dans cette partie� on travaille sur des cha��nes �a temps continu� En premier
lieu� on introduit la forme de Dirichlet associ�ee �a une cha��ne et la notion fon�
damentale de trou spectral� Ensuite� on utilise des m�ethodes classiques d�ana�
lyse �a variable r�eelle pour d�emontrer les th�eor�emes principaux de cette partie�
qui donnent la convergence exponentielle vers la mesure stationnaire� En�n� on
donne une m�ethode d�approximation du trou spectral�

	�� D�e
nition du trou spectral

D�e�nition ��� �
Soit Ht � e�t�I�K� la matrice de transition �a temps continu associ�ee �a K�On

d�e
nit la forme de Dirichlet associ�ee par �

�f �g � l����� E�f� g� � Re�h�I�K�f� gi�

Lemme ��� � L�op�erateur de Dirichlet v�eri
e �

E�f� f� � Re�h�I� ����K�K��f� fi� � �
�

X
x�y

jf�x�� f�y�j�K�x� y���x�

et
�

�t
kHtfk�� � ��E�Htf�Htf� ���

Preuve � La premi�ere �egalit�e d�ecoule de hKf� fi � hf�K�fi � hK�f� fi� Pour la
seconde� on observe que �

E�f� f� � kfk�� �Re�hKf� fi�
� ���

X
x�y

�jf�x�j� � jf�y�j� � �Re�f�x�f�y���K�x� y���x�

� ���
X
x�y

jf�x�� f�y�j�K�x� y���x�

En�n� pour la troisi�eme �

�

�t
kHtfk�� � h �

�t
Htf�Htfi� hHtf�

�

�t
Htfi

� h��I�K�Htf�Htfi� hHtf���I�K�Htfi
� ��E�Htf�Htf��

Remarque ��� � La forme E associ�ee �a H�
t est identique �a celle associ�ee �a Ht�

Toutes les in�egalit�es fondamentales de ce chapitre s�obtiennent �a partir de
��� et de la r�esolution d�in�equations di��erentielles �el�ementaires�






D�e�nition ��� �
Soit K de forme de Dirichlet associ�ee E� Le trou spectral � � ��K� est d�e
ni
par �

� � minf E�f� f�

V ar��f�
�V ar��f� 	� �g

Remarque ��� � On montre ais�ement que � � minfE�f� f�� kfk� � �� ��f� �
�g� Donc� en diagonalisant I � ����K �K�� dans une base orthonormale� on
en d�eduit que � est la plus petite valeur propre non nulle de I� ����K�K���

	�� Les th�eor�emes de convergence

Th�eor�eme ��� �
Soit K un noyau markovien de trou spectral � � ��K�� On a alors �

�f � l����� kHtf � ��f�k�� � e���tV ar��f�

Preuve � Soit u�t� � V ar��Ht�f��� Par ���� on obtient u
�

�t� � ���u�t� d�o�u
u�t� � exp���t u���� Le r�esultat d�ecoule alors du fait que u��� � V ar��f��

Th�eor�eme ��� �
Soit K un noyau markovien de trou spectral ��On a alors� en utilisant les no�
tations du premier chapitre �

khxt � �k� �
p
����x�e��t

et
jHt�x� y�� ��y�j �

p
��y����x�e��t �

�

Preuve � Soit H�
t l�adjoint de Ht� C�est un semi�groupe markovien de trou spec�

tral ��K�� � ��K�� Si l�on pose 
x�y� � ����x� si y � x et 
x�y� � � sinon�

Alors � hxt �y� �
H

x
t �y�
��y� � H�

t 
x�y� donc� par application du lemme pr�ec�edent �a

K�� on obtient �
kH�

t 
x � �k�� � e���tV ar��
x��

On a aussi � khxt � �k� �
q

����x�
��x� e��t � �p

��x�
e��t� d�o�u la premi�ere partie de

l��enonc�e� En�n� on a par la propri�et�e de semi�groupe �

jht�x� y�� �j � j
X
z

�ht���x� z�� ���ht���z� y�� ����z�j

� khxt�� � �k�kh�yt�� � �k�
� �p

��x���y�
exp��t �

D�o�u� en multipliant par ��y�� on obtient l�in�egalit�e d�esir�ee�

Remarque ��� � On a aucune estimation sur
p
��y����x�� On fait donc par�

fois appel �a d�autres in�egalit�es pour avoir de meilleures estimations pour des t
raisonnables�	

�



Remarque ��� � Le trou spectral est rarement calculable explicitement�

Exemple ��� � Marche al�eatoire sur un segment �
Soit � � f�� ���� ng�On consid�ere la matrice de transition� K�x� y� � ��� si

y � x� �� �x� y� � ��� �� ou �n� n� et K�x� y� � � sinon�
On cherche �a r�esoudre l��equation aux valeurs propres � �I�K�X � �X� En

notant X � �xj���j�n� l��equation devient �

��
�

�
�x� � �

�x� � �x�
�n � �� � �

�xn�� � xn � �
�xn�� � �xn

� �
�xn�� �

�
�xn � �xn

soit ��
�

x� � ��� ���x�
�n � �� xn�� � ���� ��xn � xn�� � �
xn�� � ��� ���xn

On introduit le polyn�ome caract�eristique P de la relation de r�ecurrence xn�� �
���� ��xn � xn�� � � � P �x� � x� � ���� ��x� ��
On a  

�

� ��� � ��� On cherche donc� pour commencer� les valeurs propres
� � ��� �� � � � �	� On peut donc �ecrire � sous la forme � � �� cos����
Alors� P �x� � x� � � cos���x � � � �x � e	
��x � e�	
� On a donc �p �
�j�� nj�� xp � a�e

	p
 � e�	p
� Les conditions�

�
x� � ��� ���x�
xn�� � ��� ���xn

donnent �
a���� e�	
� � b���� e	
� � �
a�e

	n
���� e	
� � b�e
�	n
���� e�	
� � �

L��equation aux valeurs propres admet une solution non nulle si et seulement
si le syst�eme ci�dessus admet une solution �a�� b�� 	� ��� ��� c�est �a dire si et
seulement si le d�eterminant du syst�eme est nul�Apr�es calcul� on obtient �

e�	n
 � �

Donc �j � �j�� nj� � � � j�
n�� � Finalement� on obtient n � � valeurs propres

distinctes ��� cos� j�
n�� ���j�n�� donc le trou spectral � v�eri
e � � �� cos� �

n�� ��

Exemple ��� � On prend maintenant � � f�� �gn et K�x� y� � � sauf siP
i jxi � yij � � �dans ce cas� K�x� y� � �

n	� On v�eri
e ais�ement que ��y �
x � ����y�x�y�f���gn forme une base othonormale de vecteurs propres associ�es
aux valeurs propres ��jyj�n�y�f���gn donc � � ��n�

!



	�	 Une m�ethode d�approximation du trou spectral

Il existe de nombreuses m�ethodes d�approximation� dans cette partie� nous
en pr�esentons une particuli�erement simple�

Th�eor�eme ��� �
Soit �K� ��� �K

�

� �
�

� deux chaines de Markov d�e
nies respectivement sur les en�
sembles 
nis � et �

�

� On suppose qu�il existe une application lin�eaire

�
l���� ��� l���

�

� �
�

�

f � "f

et qu�il existe des constantes A�B� a � � telles que �

�f � l���� ��� E
�

� "f� "f� � AE�f� f�� aV ar��f� � V ar�� �"�f�� �BE�f� f��

On a alors � a�
�

A�B�� � �

Preuve � Le th�eor�eme d�ecoule imm�ediatement de la s�erie d�in�egalit�es �

aV ar��f� � V ar�� � "f� �BE�f� f�

� �

��
E

�

� "f� "f� �BE�f� f�

� �
A

��
�B�E�f� f�

Exemple ��� � Soit � � f�� �gn� On pose jx�yj �Pi jxi�yij� Soit � � �� �
l�application d�e
nie par ��x� � y avec �

yi � xi��� � � i � n� y� � xn�

On consid�ere la chaine �

K�x� y� �

��
�
���n� �� si jx� yj � �
���n� �� si y � ��x�
� sinon

On v�eri
e ais�ement que la distribution uniforme � � ��n est la mesure sta�
tionnaire de K� Nous allons �etudier cette cha�
ne� par comparaison avec celle de
l�exemple ���� Manifestement� avec les notations pr�ec�edentes� on a �

E
� � �

n� �
E�f� f�

Par application du th�eor�eme� comme �
�

� ��n �calcul�e dans l�exemple ���	� on
obtient �

� � �

n� �
�

��



� Application d	une m�ethode graphique pour es�

timer le trou spectral

Le but de ce chapitre est d�introduire un outil g�eom�etrique permettant d�es�
timer l��ecart spectral�

��� D�e
nitions de base

Soit K une cha��ne de Markov irr�eductible sur un ensemble �ni ��
On dit qu�un sous�ensemble �A � �
�� est adapt�e �a K si A est sym�etrique

�c�est �a dire �x� y� � A �� �x� y� � A � ��� A � est connexe et �x� y� � A ��
��x�K�x� y� � ��y�K�y� x� � ��
Soit K une chaine de Markov irr�eductible sur � avec pour mesure station�

naire �� Pour e � �x� y� � �
 �� on pose � rf�e� � f�y�� f�x� et

Q�e� � �
�

�
�K�x� y���x� �K�y� x���y���

On remarque que par d�e�nition� E�f� f� � �
�

P
e���� jrf�e�j�Q�e��

Un chemin � dans ��� A � est une suite �nie �x�� ���� xk� qui v�eri�e �xi��� xi� �
A � pour i � �� ���� k la longueur du chemin est j�j � k� Soit # l�ensemble de tous
les chemins � de ��� A � sans couple r�ep�et�e�Pour toute paire �x� y� � � 
 �� on
pose #�x� y� � f� � �x�� ���� xk� � # � x � x�� x � xkg�
On appelle in�egalit�e de Poincar�e une in�egalit�e du type �f� V ar��f� � C��f� f��

Donc� d�apr�es la d�e�nition du trou spectral� c�est �equivalent �a � � �
C � On utilise

donc ces in�egalit�es pour minorer ��

D�e�nition ��� �
Une fonction�poids � est une fonction positive

� � A �� ������

La � � longueur d�un chemin � dans # est

j�j� �
X
e�


�

��e�
�

Pour � � �� la longueur d�un chemin co�
ncide avec la longueur usuelle�

��� Th�eor�eme

Th�eor�eme ��� �
Soit K une cha�
ne irr�eductible avec pour mesure stationnaire � sur un en�

semble 
ni �� Soit A un sous�ensemble adapt�e de couples et � une fonction�
poids� Pour tout �x� y� � � 
 �� on choisit un chemin ��x� y� � #�x� y�� Alors

��



� � �
A��� � o�u

A��� � max
e�A

f��e�
Q�e�

X
x�y�
�x�y�	e

j��x� y�j���x���y�g�

Preuve � On introduit la fonction f telle que ��x� y� � �
 �� on a �

f�y�� f�x� �
X

e�
�x�y�
rf�e��

et en utilisant Cauchy�Schwarz� on obtient �

jf�x� � f�y�j� �
X

e�
�x�y�
���e����

X
e�
�x�y�

��e�jrf�e�j�

� j��x� y�j�
X

e�
�x�y�
��e�jrf�e�j��

En multipliant par �
���x���y�� et� en sommant sur tous les x et y� on obtient �

�

�

X
x�y

jf�x�� f�y�j���x���y� � �
�

X
x�y

j��x� y�j�
X

e�
�x�y�
��e�jrf�e�j���x���y�

Le membre de gauche est �egal �a V ar��f�� Le membre de droite vaut �

�

�

X
e�A

f��e�
Q�e�

X
x�y�
�x�y�	e

j��x� y�j���x���y�gjrf�e�j�Q�e�g

d�o�u �

V ar��f�

E�f� f�
� A����

��	 Exemple

Nous consid�erons une marche al�eatoire sur deux grilles carr�ees de longueur
n connect�ees en un de leurs coins� Ainsi � est la reunion de f�� � � � � ng� et
f�n� � � � � �g�� On consid�ere la matrice de transition markovienne �

K�x� y� �

������
�����

� si jx� yj � �
�
� si jx� yj � �
� si x � y �a l�int�erieur�
�
� si x � y sur un bord mais pas sur un coin�
�
� si x � y sur un coin�

��



C�est tout simplement une marche al�eatoire sur �� Il s�agit de minorer l��ecart
spectral pour avoir une id�ee de la vitesse de convergence de cette cha��ne de
Markov� La probabilit�e stationnaire est la probabilit�e uniforme � � �

��n������ �

et �
Q�e� � 	���n� ��

� � �� si e � A � �A � f�x� y�� jx� yj � �g�

Nous allons maintenant �etudier une certaine cat�egorie de chemins� Pour des
raisons pratiques� pour l�instant� nous consid�erons des points �a coordonn�ees
positives� La structure de graphe sur � induit une distance d�x� y�� Nous consi�
d�erons aussi la distance euclidienne jx� yj�

Nous d�e�nissons maintenant les chemins g�eod�esiques ��x� �� de x �a � tels
que �z � ��x� ��� la distance euclidienne entre z et le segment ��� x� est au plus
�p
�
� Soit e � �u� v� � A avec d��� v� � i� d��� u� � i� ��

On peut montrer� par un d�enombrement bas�e sur de la g�eom�etrie �el�emen�
taire� l�in�egalit�e �

$fx � ��x� �� � eg � ��n� ��
�

i� �

�A partir de l�a� on d�e�nit le chemin ��x� y� entre x et y en mettant bout �a bout
��x� �� et ��y� ��� On consid�ere la fonction de poids w� d�e�nie par w�e� � i� �
si e est �a la distance i de �� On a alors �

j��x� y�j� � �
�n��X

�

�

i� �
� � ln��n� ��

et

$f�x� y� � ��x� y� � eg � ���n� ��� � ��$fz � ��z� �� � eg
� 	�n� ������n� ��� � ����i� ��

Le th�eor�eme pr�ec�edent permet alors de conclure �

A � 	maxx�y j��x� y�j�
���n� ��� � �� max

e
fw�e�$f�x� y� � ��x� y� � eg

� 
��n� ��� ln��n� ��

ce qui implique
� � �
��n� ��� ln��n� �����

V�eri�ons en�n que notre minoration a le bon ordre de grandeur � on utilise la
fonction test f d�e�nie par f�x� � sgn�x� ln�� � d��� x�� o�u sgn�x� vaut �� ����
selon le signe de la somme des coordonn�ees de x� On a ��f� � � et

kfk�� �
n�n� ��

��n� ��� � ��ln�n� ���
�

�




� et

E�f� f� � �

����n� ��� � ��
�n��X

�

��i� �� � ��n� i� ����ln�i� ��� ln�i� ����

� �

��n� ��� � �
n��X
�

�

i� �

� ln�n� ��

��n� ��� � �

On a donc � � �
n�n��� ln�n��� � ce qui montre que l�in�egalit�e pr�ec�edente a le bon

ordre de grandeur�


 Conclusion

Nous avons donc associ�e �a une chaine de markov K irr�eductible une chaine
�a temps continue� �a savoir Ht � exp

�t�I�K�� pour lequel nous avons d�emontr�e
l��equivalence des comportements asymptotiques dans le cas r�eversible� Gr�ace �a
la notion de trou spectral� nous avons montr�e la convergence exponentielle des
coe�cients de Ht vers la mesure stationnaire�
En�n� dans la derni�ere partie� nous avons pr�esent�e une m�ethode g�eom�etrique

pour minorer le trou spectral� rarement calculable explicitement�
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