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1 Introduction

Le but de cet exposé est de présenter quelques méthodes pour déterminer
les vitesses de convergence d’une chaine de Markov apériodique sur un espace
d’états finis vers sa probabilité stationnaire.

Pour cela, on utilise une idée classique en mathématiques & savoir transfor-
mer un probléme & variable discréte en probléme a variable continue ou I’étude
est facilitée par des outils conséquents tels que I'intégration.

2 Outils de base et théoréme de Perron-Frobenius

Dans cette partie, on rappelle les définitions concernant les chaines de Mar-
kov. Ensuite, on énonce le théoreme de Perron-Frobenius qui affirme, sous cer-
taines conditions, la convergence des chaines de Markov vers la mesure station-
naire associée. On introduira ensuite un espace de Hilbert approprié a I’étude
d’une chaine de Markov. Enfin, on montrera comment on associe & une chaine
de Markov discrete une chaine a temps continu qui a, sous certaines conditions,
un comportement asymptotique analogue a celui de la chaine discrete.

2.1 Théoréme de Perron-Frobenius

On rappelle qu’une matrice stochastique est une matrice a coefficients posi-
tifs dont la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1. On remarque qu’une
matrice stochastique peut étre assimilée a la matrice de transition d’une chaine
de Markov.

Théoreme 2.1 :
Soit M une matrice stochastique de dimension n irréductible et apériodique.
Alors il existe une unique probabilité stationnaire (m;)1<;j<n. De plus, on a

Vi, V7, llim M} ; =m;.
—00 ?
Preuve : On utilise deux lemmes intermédiaires:

Lemme 2.1 :

Soit M une matrice stochastique irréductible de dimension n. Alors *M ad-
met 1 pour valeur propre et il existe un vecteur X, a coordonnées strictement
positives tel que: Ker(*M — I) = RX.

Nous admettons ce lemme qui se démontre par des techniques classiques d’al-
gebre linéaire.

Lemme 2.2 (De Doeblin) :
Soit M une matrice stochastique telle que il existe k € N* et une mesure de
probabilité (g;)1<j<n sur {1,...,n} telle que la condition de Doeblin soit vérifiée,
c’est a dire:

Vi, Vj, Mf; >cq; (D).



Alors, en notant m = (m;)i1<j<n la probabilité stationnaire de M, on a:

Vi, Y M —my| <2(1—)t/H, (1)
J

ot [ ] désigne la partie entiére.

Preuyve : Soit M la matrice dont toutes les lignes sont égales a m, soit Q la
matrice dont toutes les rangées sont égales & (g;)1<;j<n- On pose:

1

N =
1—c¢

(Mk - CQ), N> =

—— (M> - Q).

Ces deux matrices sont stochastiques. Elles vérifient :
M"P — M = (1 — ¢)(N — N*®)
et
Mk'l _ MOO — (Mk' _ Moo)l — (1 _ C)l(N _ Noo)l

On observe que: (N—N*)? = (N—N>)N car N* a des colonnes constantes,donc
PN> = N> pour toute matrice stochastique P.On en déduit que: (N—N>)! =
(N — N>°)N!~!. Si on pose pour toute matrice A, ||A|| = max; > [Aij] (ona
considéré une norme triple), alors on a:

M — M| < (1= €)' [N = N[N
Comme N est stochastique, on a ||[N|| =1 et [N — N*°|| < 2. Donc,

kl l
m;@xz IMF, —M>®|<2(1-¢". (1)
J

Le résultat découle alors du fait que I — ||M! — M®|| est décroissante.

On retourne aux hypotheses du théoreme de Perron-Frobenius: soit M une
matrice stochastique de dimension n irréductible et apériodique. Montrons qu’il
existe k tel que Vi, Vj, M} ; > 0.

On note Vi € [|1,n|] I(i) = {n € N*,M"(i,7) > 0}(I(¢) est clairement un semi-
groupe). Montrons d’ abord que Vi € [|1,n|] il existe un entier n; tel que n; et
n;+1 appartiennent a I(i). Soit Ay, ..., \x € I(i) de pged 1; par le théoréme de
Bezout :

Fuy, ., up €Z, U1+ ... FupAp =1
donc, en notant u; = uj‘ —u; , on obtient:

Uf AL+ Ui A =14 ug A+ A ug A € 1(0).

On a alors: Vn > n? — 1, M"(i,i) > 0.



En effet, Vn > n? —1, par division euclidienne, n s’écrit sous la forme n = kn;+p
p € {1,...,n; — 1}. Nécessairement, p > n, — 1 donc n = p(n; + 1) + (k — p)n;
€ 1(1), par la propriété de semi-groupe de I(7).

Soit n; ; un entier k quelconque tel que M*(i,j) > 0 et M = max; ;{n? — 1+
n;,;}. M vérifie la propriété voulue car on a:

Vi, Vi € [|1,n]] M% > M%_nl]MZ;] > 0.

Nous sommes donc en mesure de démontrer le théoreme de Perron Frobenius.
Le lemme 1 nous assure l'existence d’une mesure stationnaire(m;)i<j<n. Le
théoréme découle alors du lemme de Doeblin appliqué a ¢ = mini,j{M%-/mj}
€]0,1] et (gj)1<j<n = (Mj)1<j<n-

Remarque 2.1 : Au cours de la démonstration, on a montré qu’il y avait
convergence exponentielle des Mi] vers mj(cf. Uégalité (1)).

2.2 Un cadre naturel d’étude: les espaces de Hilbert

On peut modéliser une chaine de Markov sur un ensemble fini y, en utilisant
sa matrice de transition, comme une application linéaire sur les fonctions f
définies sur x et a valeurs complexes. Le but de cette section est de munir
I’espace des fonctions définies sur x d’un produit scalaire, afin de disposer des
outils relatifs aux espaces hilbertiens pour étudier la chaine de Markov vue
comme une application linéaire.
On note x I’ensemble fini des états, 7 une probabilité sur x et I%(7) I'espace de
Hilbert des fonctions f : x — C, {?>-intégrables, muni du produit scalaire:

(f,9) = 3 w(@)f(2)g(a).

TEX

Soit K(z,y) la matrice dans la base canonique d’une application linéaire K :
12(m) — 1?(7). L’adjoint K* vérifie alors K*(z,y) = 7(y)K(y, z)/m(z). Donc K
est auto-adjoint si, et seulement si, K(z,y) = 7(y)K(y, ) /7 (z). On note aussi

w(f) =Y f@m(z),  Vare(f) =Y |f(x) = =(f)]’r(2).

Voici le résultat essentiel de cette section :

Lemme 2.3 (de diagonalisation) :

Soit K une application linéaire auto-adjointe de 1*>(rw). Alors K est diagona-
lisable dans une base orthonormale de 1?(m) avec des valeurs propres réelles
Bo> P12 ... 2 Bp-



2.3 Passage du discret au continu

Dans ce chapitre et dans toute la suite, les matrices K seront stochastiques,
irréductibles et 7 désignera la mesure stationnaire de K. Soit K une telle ma-
trice; on lui associe le semi-groupe a temps continu suivant :

H; = ¢ t0I7K) — ot ZtiKi/i!.
0

On vérifie aisément qu’il s’agit d’un semi-groupe:

Ht+s = HH;
imH, = I
t—0

On note HY (y) = H¢(x,y). On observe aisément que HY est une probabilité.
On introduit aussi les densités des mesures de probabilité HY, K par rapport
am:

kp(y) = K'(z,y)/7(y)
et
hi (y) = Hi (y)/7(y)

On démontre & présent “l’équivalence” des comportements asymptotiques

de K" et H; lorsque K est réversible(c.a.d. auto-adjointe).

Théoreme 2.2 : Soit (K,m) une matrice réversible et f_ = max{0,—1 +
An—1}-Alors,
() [0 = U2 < et /o) + KL — 1)

(2) kY — 1P < B2 (L + |Inf — 1) + W% — 1 pour N =m +1+1

Preuyve :

En considérant une base orthonormale (;);c(j0,n—1)] de I*(m) constituée de
vecteurs propres de (I—K) associés aux valeurs propres (\;)ie[j0,n—1|], Vérifiant
Yo = 1, on utilise le lemme suivant, qui est un résultat élémentaire d’algebre
euclidienne.

Lemme 2.4 :

(1) Keg) = 02 i), K~ 1P = 31— ) o)
@) hulwy) = SN piabily), 1A — 117 = 3 e ()
=0 i=1



Ce lemme se démontre aisément en utilisant la décomposition dans la base
orthonomale associée a I — K.

Preuve du théoréme : Démontrons d’abord la premiere formule du théoréme. On
utilise les deux formules du lemme 2.4 en remarquant que

(1 _ Ai)Zl — 62l1n(17)\i)
et que pour 0 <z <1/2,o0naln(l—z)> —2z.

Pour démontrer (2), on remarque que:

n—1

B (2, 2) = Z(l = X)W ()

i=0

Cela entraine que:

= > A=) @) < Y0 (1= X))
iAi>1 A<l
D’ou
2 (1= X)* P2 () |* < Z (1= Xa)? g ()
iAi>1 A<l
Aussi VA; < 1, 0on a:

(1 _ )\i)Zl — e2l log(lf)\i) < e*?l}\i

D’ou:
> =) i) < [Ip7)?
A <1
et
S =) @) < g -1,

i£0: ;<1
On obtient alors, pour N =m + 1+ 1:

n—1

Z(l — )2 ()

i

= D A=2)Mi@P + Y (=2 i)

Ih% = 1JJ?

A >1 i£0:\; <1
< By =X @)+ Y (=AM i)
A >1 i#£0:\; <1
< BRI+ lIng - 1
< B |Ihf — 1) + [lA% — 1)1

Remarque 2.2 : Le comportement d’une chaine discréte et de sa chaine a
temps continu associée peuwvent étre différents si la chaine n’est pas réversible.



3 Une méthode pour étudier la vitesse de conver-
gence
Dans cette partie, on travaille sur des chaines & temps continu. En premier
lieu, on introduit la forme de Dirichlet associée & une chaine et la notion fon-
damentale de trou spectral. Ensuite, on utilise des méthodes classiques d’ana-
lyse a variable réelle pour démontrer les théoremes principaux de cette partie,

qui donnent la convergence exponentielle vers la mesure stationnaire. Enfin, on
donne une méthode d’approximation du trou spectral.

3.1 Définition du trou spectral

Définition 3.1 :
Soit H, = e *T=X) 14 matrice de transition ¢ temps continu associée 4 K.On
définit la forme de Dirichlet associée par :

Vf Vg€ P’(n), E(f,g) = Re({((I-K)f,9))

Lemme 3.1 : L’opérateur de Dirichlet vérifie :
E(f,f) = Re((I-1/2(K+ K")f, f)) = % D If (@) = FW)PK(x,y)(z)
z,y

et
%“Htfng = —2B(H.f,H.f) (2)

Preuve : La premiere égalité découle de (Kf, f) = (f,K*f) = (K*f, f). Pour la
seconde, on observe que:
E(f, ) I£113 — Re((Kf, f))
= 1/2) (f@) +1f ()P — 2Re(f(2)f (1)) K (z, y)7(x)

1/23 " |f(x) = f(»)PK(z,y)m(z)

Enfin, pour la troisieme:

19} 0
(aHtfa H:f) + (H:f, EHtﬁ

= (-(I-K)H;f,H:f) + (H:f,—(I - K)H;f)
= —2E(H:f, H.f).

0
o IHS 12

Remarque 3.1 : La forme E associée ¢ H} est identique a celle associée a H;.
Toutes les inégalités fondamentales de ce chapitre s’obtiennent a partir de
(2) et de la résolution d’inéquations différentielles élémentaires.



Définition 3.2 :
Soit K de forme de Dirichlet associée E. Le trou spectral A = \(K) est défini

par:

E(f, f)
arz(f)’
Remarque 3.2 : On montre aisément que A = min{E(f, f);||fll2 = 1,#(f) =

0}. Done, en diagonalisant I — 1/2(K + K*) dans une base orthonormale, on
en déduit que A est la plus petite valeur propre non nulle de I — 1/2(K + K*).

A= mln{ ;Varg(f) # 0}

3.2 Les théoréemes de convergence

Théoreme 3.1 :
Soit K un noyau markovien de trou spectral A = A\(K). On a alors :

Vf € P(n), |Hef —m(f)l; < e”*XVarx(f)

Preuve : Soit u(t) = Var,(H;(f)). Par (2), on obtient u (t)
u(t) < exp~2M4(0). Le résultat découle alors du fait que u(0)

Théoreme 3.2 :
Soit K un noyau markovien de trou spectral A.On a alors, en utilisant les no-
tations du premier chapitre :

Ihf = 1ll2 < V1/m(@)e

et

He(z,y) = 7(y)| < Valy)/m(x)e™  (xx)

Preuve : Soit H} I'adjoint de H;. C’est un semi-groupe markovien de trou spec-
tral A(K*) = A(K). Si 'on pose 0,(y) = 1/n(z) si y = z et §,(y) = 0 sinon.
Alors: hi(y) = % = H},(y) donc, par application du lemme précédent a
K*, on obtient :

|H; 6, — 1]|2 < e Var, (6,).
.. z _ < 1— n(z) < _)\t 9 N IEN .
On a aussi: |hf — 12 < o) €At \/Tw) , d’ou la premieére partie de
I’énoncé. Enfin, on a par la propriété de semi-groupe:

|he(z,y) — 1] = |Z(ht/2($az) - 1)(ht/2(2’;y) = m(2)]

“ht/z 12l 7y = 112

1

m(z)(y)

IN

D’ot, en multipliant par 7(y), on obtient 'inégalité désirée.

Remarque 3.3 : On a aucune estimation sur \/m(y)/m(x). On fait donc par-
fois appel a d’autres inégalités pour avoir de meilleures estimations pour des t
raisonnables.)



Remarque 3.4 : Le trou spectral est rarement calculable explicitement.

Exemple 3.1 : Marche aléatoire sur un segment :
Soit x = {0, ...,n}.On considére la matrice de transition: K(z,y) = 1/2 si
y=z=x1, (z,y) =(0,0) ou (n,n) et K(z,y) =0 sinon.
On cherche da résoudre l’équation auz valeurs propres: (I —K)X = AX. En
notant X = (xj)o<j<n, 'équation devient :
%1’0 — %l’l = )\JJO
Vn > 1, —%xn,l +z, — %xnﬂ = Az,

1 1, _
—5Tn-1+ 5Tn = AT,

soit

On introduit le polynome caractéristique P de la relation de récurrence xpy1 +
2\ = Dzp+ 2y =0:P(z) =22 +2(A— 1)z + 1.

OnaA = A(A — 2). On cherche donc, pour commencer, les valeurs propres
A €[0,2] (A" <0). On peut donc écrire X sous la forme A = 1 — cos(f).

Alors, P(z) = 2% — 2cos(f)z + 1 = (z — e¥)(x — e™¥) On a donc Vp €
[10,n]], zp = age®?? + e~ Les conditions:

I = (]. — 2/\)1’0
Tpo1 = (1 = 2Nz,

donnent
ap(l1—e ) +bo(1 —e??) =0
aoezne)(l _ 619) + boefan)(]_ _ 6719) =0
L’équation auz valeurs propres admet une solution non nulle si et seulement

si le systéme ci-dessus admet une solution (ag,bo) # (0,0), c’est & dire si et
seulement si le déterminant du systéme est nul. Aprés calcul, on obtient :

e2zn0 =1
Donc 35 € [|0,n], ] 8 = nj—fl Finalement, on obtient n + 1 valeurs propres
distinctes (1 — cos(%)ogjgn), donc le trou spectral A vérifie A =1 — cos(;57)-

Exemple 3.2 : On prend maintenant x = {0,1}" et K(z,y) = 0 sauf si
Yilzi —yi| = 1 (dans ce cas, K(z,y) = L). On vérifie aisément que (xy :
r — (=1)¥")ycfo0,1}» forme une base othonormale de vecteurs propres associés
auz valeurs propres (2|y|/n)yeqo,13» donc A= 2/n.



3.3 Une méthode d’approximation du trou spectral

Il existe de nombreuses méthodes d’approximation; dans cette partie, nous
en présentons une particulierement simple.

Théoréme 3.3 :
Soit (K, 7),(K ,7 ) deuz chaines de Markov définies respectivement sur les en-
sembles finis x et x . On suppose qu’il existe une application linéaire

{ P(x,m) = ()
f—=f
et qu’il existe des constantes A, B,a > 0 telles que :

V€ B(x.n), E(f,f) <AB(f,f), aVars(f) < Var, () + BE(f, ).

’

. al
On a alors : AL BN

<A

Preyve : Le théoreme découle immédiatement de la série d’inégalités:

aVary(f) < Var.(f)+ BE(f,f)
< B (5.0 +BE(f )
< (G +BEGD)

Exemple 3.3 : Soit x = {0,1}". On pose |t —y| = >, |x; —ys|. Soit 7: x = x
Uapplication définie par 7(z) =y avec:

Yi =Ti—1, 1 <i<n, y1 =y

On consideére la chaine :

1/(n+1)sijz—y|=1
Kle) =1 1/(0+ 1) siy =7)

On vérifie aisément que la distribution uniforme m = 27" est la mesure sta-
tionnaire de K. Nous allons étudier cette chaine, par comparaison avec celle de
Uezemple 3.2. Manifestement, avec les notations précédentes, on a:

, 1

E <
“n+1

E(f,f)

Par application du théoréme, comme X = 2/n (calculé dans Uexemple 3.2), on

obtient :
2

n+1

2>

10



4 Application d’une méthode graphique pour es-
timer le trou spectral

Le but de ce chapitre est d’introduire un outil géométrique permettant d’es-
timer 1’écart spectral.

4.1 Définitions de base

Soit K une chaine de Markov irréductible sur un ensemble fini .

On dit qu’un sous-ensemble (A C x X x) est adapté & K si A est symétrique
(cest a dire (z,y) € A = (z,y) € A, (x,A) est connexe et (z,y) € A =
m(x)K(z,y) + 7(y)K(y,z) > 0.

Soit K une chaine de Markov irréductible sur x avec pour mesure station-
naire 7. Pour e = (z,y) € x X x, on pose: Vf(e) = f(y) — f(x) et

(K(z,y)m(z) + K(y,z)7(y)).

DN | =

Qe) = (

On remarque que par définition, E(f, f) = % D eenxx IV f(e)|?Q(e).

Un chemin v dans (x, A) est une suite finie (zo, ..., zx) qui vérifie (z;—1,x;) €
A, pour i =1,...,k la longueur du chemin est |y| = k. Soit I" ’ensemble de tous
les chemins vy de (x, A) sans couple répété.Pour toute paire (z,y) € x X X, on
pose I'(z,y) = {y = (zo, ..., xx) €T 1@ =x0,x = 2}

On appelle inégalité de Poincaré une inégalité du type Vf, Var, (f) < Ce(f, f)-
Donc, d’apres la définition du trou spectral, c’est équivalent a A < % On utilise
donc ces inégalités pour minorer \.

Définition 4.1 :
Une fonction-poids w est une fonction positive

w: A — (0,00).
La w — longueur d’un chemin v dans I' est
1
17w = Z @-
ecy

Pour w =1, la longueur d’un chemin coincide avec la longueur usuelle.

4.2 Théoréme

Théoréme 4.1 :

Soit K une chaine irréductible avec pour mesure stationnaire m sur un en-
semble fini x. Soit A un sous-ensemble adapté de couples et w une fonction-
poids. Pour tout (x,y) € x X x, on choisit un chemin v(x,y) € T'(x,y). Alors

11



Aw) =max{29 @ )ler@rw).

ech " Q(e) z,y,7(z,y)de

Preuve : On introduit la fonction f telle que V(x,y) € x X x, on a:
@) —f@)= > Vi),
e€y(z,y)

et en utilisant Cauchy-Schwarz, on obtient :

f@) = fPF < Y we)™ D wE)lVie)?
e€v(z,y) e€v(z,y)
< @yl D, we)|Viel
e€y(z,y)

En multipliant par %n(m)ﬂ(y), et, en sommant sur tous les z et y, on obtient :

S TN @) ~ SR < 53 byl Y @@V P@r()

e€v(z,y)

Le membre de gauche est égal & Var,(f). Le membre de droite vaut:

1 w(e 2
PSS el IOPE)

e€A z,y,7(z,y)de
d’ou:

Var:(f)
EG.f) <4

4.3 Exemple

Nous considérons une marche aléatoire sur deux grilles carrées de longueur
n connectées en un de leurs coins. Ainsi y est la reunion de {0,...,n}? et
{-n,...,0}% On considere la matrice de transition markovienne:

Osi|z—y|>1

sijlz—yl=1

si x = y a 'intérieur,

si £ = y sur un bord mais pas sur un coin,
si £ = y sur un coin,

K(z,y) =

W= O =

12



C’est tout simplement une marche aléatoire sur £. Il s’agit de minorer I’écart
spectral pour avoir une idée de la vitesse de convergence de cette chaine de
Markov. La probabilité stationnaire est la probabilité uniforme 7 = W,

et gy =42 +1)° -1)sie€ A (A={(z,y), |z —y|=1})

Nous allons maintenant étudier une certaine catégorie de chemins. Pour des
raisons pratiques, pour l’instant, nous considérons des points a coordonnées
positives. La structure de graphe sur y induit une distance d(z,y). Nous consi-
dérons aussi la distance euclidienne |z — y|.

Nous définissons maintenant les chemins géodésiques y(z,0) de = a 0 tels
que Vz € v(z,0), la distance euclidienne entre z et le segment [0, z] est au plus
%. Soit e = (u,v) € A avec d(0,v) =14,d(0,u) =i+ 1.

On peut montrer, par un dénombrement basé sur de la géométrie élémen-
taire, 'inégalité: ,

#la:2(2,0) 3 ) < 2 ED

A partir de 13, on définit le chemin (z, y) entre z et y en mettant bout & bout
~(z,0) et v(y,0). On considere la fonction de poids w, définie par w(e) =i +1
si e est a la distance i de 0. On a alors:

2n—1
1
(2, y)]w <2 20: g S22+ 1)

et

(2(n +1)2 = D#{z : 7(2,0) 3 ¢}

#{(z,y) :v(w,y) 3 e} <
< 4n+1)°2n+1)2-1)/>G+1)

Le théoréme précédent permet alors de conclure:

4max1’yy |7(x>y)|w .
B+ nzo1 raxtwle#ly) vy e}

32(n+1)*In(2n + 1)

A

A

ce qui implique
A>(32(n+1)%In(2n + 1))~ !

Vérifions enfin que notre minoration a le bon ordre de grandeur : on utilise la
fonction test f définie par f(z) = sgn(z)In(1 + d(0,x)) ot sgn(x) vaut 1,0, -1
selon le signe de la somme des coordonnées de z. On a w(f) =0 et

18 2 o (nn + 1Y
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, et

E(f,f) < mz_:((i+1)/\(2n—i+1))(ln(i+2)—ln(i+1))2
1 =1
= 2(n+1)2—120:i+1
In(n+1)
= 2(n+1)2-1

On a donc A < m, ce qui montre que l'inégalité précédente a le bon

ordre de grandeur.

5 Conclusion

Nous avons donc associé a une chaine de markov K irréductible une chaine
A temps continue, & savoir H; = exp t0~¥) pour lequel nous avons démontré
I’équivalence des comportements asymptotiques dans le cas réversible. Grace a
la notion de trou spectral, nous avons montré la convergence exponentielle des
coefficients de H; vers la mesure stationnaire.

Enfin, dans la derniére partie, nous avons présenté une méthode géométrique
pour minorer le trou spectral, rarement calculable explicitement.
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