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1 SysTEMES DE COXETER

Introduction

Nous nous intéressons ici au théoreme de simplicité de Tits (voir [7]), dans le cadre du
formalisme des systéemes de Tits (ou (B, N) paires). Pour cela, nous commengons par étudier
la notion de systeme de Coxeter qui est étroitement liée a celle de systeme de Tits. Dans une
deuxiéme partie, nous démontrons ce théoreme de simplicité. Enfin, nous en présentons une
application importante : la simplicité du groupe PSL, (K) (quotient de SL, (K) par son centre),
ou K est un corps commutatif.

Nous tenons a remercier chaleureusement Philippe Gille pour nous avoir proposé ce sujet et
pour l'aide précieuse qu’il nous a apportée.

1 Systemes de Coxeter

1.1 Définitions

Soient (W, x) un groupe et S C W un systeme de générateurs de W dont les éléments sont
d’ordre 2 et tel que S = S~!. On note T I’ensemble des conjugués des éléments de S dans W.

DEFINITION 1.1 Soit w € W, on appelle longueur de w (par rapport & S), et 'on note lg(w)
ou simplement I(w), le plus petit entier ¢ > 0 tel que w est le produit d’une suite de ¢ éléments
de S. On appelle décomposition réduite de w (par rapport a S) toute suite s = (s1,...,5q)
d’éléments de S telle que w = (s1...,54) et ¢ = l(w).

PROPOSITION 1.2 Soient w et w' dans W. On a la relation
l(w) — {(w)] < W(ww'™).

DEFINITION 1.3 Pour s, s’ dans S, on note m(s,s’) 'ordre de ss’. On note I I'ensemble des
couples (s, ') tels que m(s, s’) est fini. On dit que (W, S) est un systeme de Coxeter si l’ensemble
générateur S et les relations (ss')"™(**) = 1 pour s et s’ dans I forment une présentation
du groupe W, i.e. pour tout groupe G et toute application f de S dans G telle que pour
tout (s,s') € I, (f(s)f(s"))™**) = 1, il existe un (unique) homomorphisme g de W dans G
prolongeant f.

REMARQUE 1.4 En notant &,, le groupe symétrique d’ordre n, s; la transposition (i,7+ 1) pour
1<i<n-—1letS={s1,...,5-1}, on peut montrer que (&,,5) est un systeme de Coxeter
(voir [3]).

DEFINITION 1.5 Un systéme de Coxeter (W, S) est dit irréductible s'il n’existe pas de partition
de S en deux ensembles S” et S” non vides tels que tout élément de S’ commute avec tout
élément de S”.

1.2 Le groupe diédral

DEFINITION 1.6 On appelle groupe diédral tout groupe engendré par deux éléments d’ordre 2
distincts.

LE THEOREME DE SIMPLICITE DE TITS 2



1 SySTEMES DE COXETER 1.3 QUELQUES PROPRIETES

Le groupe diédral d’ordre 2m est le produit semi-direct du groupe multiplicatif M = {1, -1}
par Z/mZ pour 'action de passage a 'opposé, on le note D,,,. La loi de groupe dans D,, est
donnée par la formule

(6,2).(€,2) = (e€, 'z + ).

On pose p = (—1,0), p/ = (=1,1) et 7 = (1,1). Alors p et p’ sont d’ordre 2 et Dy, est le groupe
diédral engendré par {p, p'}.

PROPOSITION 1.7 Soit W un groupe diédral engendré par S = {s,s'}. Soit p = ss' et soit m
son ordre. Alors il existe un unique isomorphisme ¢ de Dy, sur W tel que ¢(p) = s et ¢p(p') = 5.

PRrROPOSITION 1.8 Tout groupe diédral est un groupe de Cozeter.

DEMONSTRATION  Soit D un groupe diédral, notons {p, p'} son ensemble générateur et m > 2
Pordre de pp’. Soit W un groupe de présentation défini par un ensemble de générateurs S =
{s,s'} et les relations {s% = 1, s> = 1, (ss')™ = 1}. En particulier, W est un systéme de Coxeter.
Or, d’apres la proposition précédente, il existe un unique isomorphisme ¢ de D sur W tel que
o(p) = s et ¢(p') = §'. Ainsi, D est isomorphe & un groupe de Coxeter; par transport de
structure, D est un groupe de Coxeter.

O

1.3 Quelques propriétés

PROPOSITION 1.9 Soit (Ps)ses une famille de parties de W satisfaisant les conditions sui-
vantes :

(A) Pour tout s € S, 1€ Ps.
(B) Pour tout s € S, les ensembles Py et sPs sont disjoints.
(C) Pour tout (s,s") € S?, pour tout w € W, si w € Ps et ws' ¢ Py, alors sw = ws'.

Alors (W, S) est un systéme de Cozeter et Ps se compose des éléments w de W tels que
l(sw) > l(w).

PROPOSITION 1.10 Pour toute suites = (s1,...,Sq), on note ®(s) la suite (t1,...,t,;) d’éléments
de T telle que pour tout 1 < j < q, t; = (31,...,sj_1)sj(31,...,sj_l)*l. Pour tout élément
t €T, on note n(s,t) le nombre d’entiers j tels que 1 < j < qett;j=t. Pourwe W etteT,
le nombre (—1)"®Y) q la méme valeur n(w,t) pour toutes les suites s = (s1,...,84) d’éléments
de S telles que w = s1...54. Pour w € W, on note T,, l’ensemble des éléments t tels que

n(w,t) = —1.
PROPOSITION 1.11 Une décomposition s est réduite si et seulement si les t; sont distincts.

PROPOSITION 1.12 Pour toute partie X de S on note Wx le sous-groupe de W engendré par
X. Pour w € W il existe S,, C S telle que pour toute décomposition réduite (s1,...,sq) de w
on a Sy ={s1,...,5¢}. De plus, pour toute partie X de S, le sous-groupe Wx de W se compose
des éléments w de W tels que S, C X.

PROPOSITION 1.13 La fonction qui a X C S associe Wx est injective.
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1 SySTEMES DE COXETER 1.3 QUELQUES PROPRIETES

DEFINITION 1.14 On désigne sous le nom de condition d’échange 1’assertion suivante :

Soient w € W et s € S tels que I(sw) < I(w). Pour toute décomposition réduite (sq,...,s,) de
w, il existe un entier j tel que 1 < j < qget ss1...5;_1=51...5j.

THEOREME 1.15 Pour que (W, S) soit un systéme de Cozeter, il faut et il suffit qu’il satisfasse
la condition d’échange.
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2 LE THEOREME DE TITS

2 Le théoréeme de Tits

2.1 Systemes de Tits

DEFINITION 2.1 On appelle systéme de Tits un quadruplet (G, B, N, S) ot G est un groupe, B
et N deux sous-groupes de G et S une partie de N/(B N N) satisfaisant les axiomes suivants :
(T1) L’ensemble B U N engendre G et BN N est un sous-groupe distingué de N.

(T2) L’ensemble S engendre le groupe W = N/(B N N) et se compose d’éléments d’ordre 2.
(T3) Pour tous s € S et we W, sBw C BwB U BswB.

(T4) Pour tout s € S, on a sBs ¢ B.

Le groupe W = N/(B N N) est appelé le groupe de Weyl du systeme de Tits (G, B, N, S).

Dans toute la suite, (G, B, N, S) désigne un systeéme de Tits. On pose T'= BN N.

On fait opérer le groupe B x B sur G par la loi (b,V').g = bgb~! pour b,b’ dans B et g dans
G. Les doubles classes de G suivant B sont les orbites de B x B dans G, i.e. les ensembles
BgB pour g dans G. L’ensemble quotient correspondant est noté B\G/B. Par double classe,
on entend une double classe de G suivant B. Pour tout w € W, on pose C(w) = BwB.

PROPOSITION 2.2 Pour tout s € S, w € W, on a les égalités suivantes, qui nous seront utiles
pour la suite :

Cw™1) = C(w)! (2.1)
C(s).C(w) € C(w) U C(sw) (2.2)
C(w).C(s) € C(w) U C(ws) (2.3)
[ C(sw) si C(w) ¢ C(s).C(w) ;

Cs)-Clw) { C(w) U C(sw) si Cw) C C(s).Clw) (2:4)
C(s).C(s) = BUC(s) (2.5)
C(s).C(s).C(w) = C(w) U C(sw) (2.6)

LEMME 2.3 Soient s1,...,5q €S et soitwe W. On a

C(s1...59).Cw) C ] Clsiy...s5,w),
(41,-0yip)

ot (i1,...,1p) décrit l’ensemble des suites strictement croissantes d’entiers de l'intervalle [1, q].

2.2 Relation avec les systéemes de Coxeter

THEOREME 2.4 On a G = BW B. L’application

<Z>:{W — B\G/B;

w +—  C(w)

est une bijection.
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2 LE THEOREME DE TITS 2.2 RELATION AVEC LES SYSTEMES DE COXETER

DEMONSTRATION La double classe BW B est stable par passage a I'inverse, et par le lemme 2.3,
elle est stable par produit. Comme elle contient B et N (car W = N/(B N N)), elle est donc
égale a G.

Montrons que si w # w’, alors C(w) # C(w’). Pour cela, montrons par récurrence sur ¢ € N
que

Pour tout w # w’ tels que ls(w) > lg(w') = ¢, on a C(w) # C(w').
Cette assertion est évidente pour ¢ = 0, car alors w’' = 1 et w # 1, donc C(w') = B # C(w).
Supposons que g > 1 et que w, w’ vérifient w # w' et Ig(w) > lg(w’) = q. Soit s € S tel que sw’
soit de longueur ¢ — 1. On a donc
Is(w) > ls(sw'),

ce qui donne w # sw’. Donc par la proposition 1.2, on a
Is(sw) > lg(w) —1 > lg(sw') = q— 1.

En outre, sw # sw'.

Donc, par hypothese de récurrence, on a C(sw') distinct de C(w) et de C(sw). De la for-
mule (2.2), on déduit que C(sw’) N C(s).C(w) = @. Comme C(sw’) C C(s).C(w'), on a bien
C(w) # C(w'), ce qui conclut la preuve. O

THEOREME 2.5 Le couple (W, S) est un systeme de Cozeter. De plus, pour s € S et w € W,
les relations C(sw) = C(s).C(w) et lg(sw) > lg(w) sont équivalentes.

DEMONSTRATION Pour tout s € S, on note P I'ensemble des éléments w € W tels que
C(s).C(w) = C(sw). Vérifions que les P; satisfont les conditions (A), (B) et (C) de la proposi-
tion 1.9.

La condition (A) est évidente.

Vérifions (B). Si w € P; N sPs, alors w et sw qui appartiendraient a Py, d’ou

C(s).C(w) = C(sw), C(s).C(sw)= C(w).

On aurait alors C(s).C(s).C(w) = C(w), et d’apres la formule (2.6), ceci entrainerait C(w) =
C(sw), en contradiction avec le théoréeme 2.4.

Vérifions (C). Soient (s,s’) € S?, w € W, et w’ = ws’. On suppose que w € Ps et w' & Ps.
On a alors C(sw) = C(s).C(w), i.e.

C(sw) = C(s)w's'B. (2.7)
D’apres (2.3), on a C(w').C(s") € C(w') U C(w's’), i.e.
C(w')s'B c C(ws') U C(w). (2.8)

De plus, de w" & P, on déduit que C(w’) C C(s).C(w') d’apres (2.4), i.e. C(w') C C(s)w'B.
Donc la double classe C(s)w’ rencontre C(w’), et donc C(s)w’s’ B rencontre C(w')s’B. Par (2.7),
C(sw) rencontre C(w’)s'B, et par (2.8), C(sw) est égale a I'une des doubles classes C(ws’) et
C(w). Comme sw # w, le théoréme 2.4 permet de conclure que sw = ws'. O

COROLLAIRE 2.6 Soient wi,...,wg € W et w = wy ... wy. Alors

ls(w) =lg(w)+... +ls(wy) = C(w)=C(wy)...C(wy).
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2 LE THEOREME DE TITS 2.3 SOUS-GROUPES DE G CONTENANT B

DEMONSTRATION En prenant les décompositions réduites des w;, on se rameéne au cas d’une
décomposition réduite, et tous les w; sont dans S. Si u = wa ... wg, alors lg(wiu) > lg(u), d’ou
C(w) = C(w1).C(u) d’apres le théoreme. La formule s’en déduit par récurrence sur q. O

COROLLAIRE 2.7 Soit w € W et Ty, la partie de W associée a w par le procédé de la proposi-
tion 1.10. Sit € T,,, alors

C(t) € C(w).Clw™r).
DEMONSTRATION Si t € T}, il existe par définition des éléments w’,w” € W et s € S tels que

w=wsw’ Ig(w)=Ilsw)+Ilsw”)+1 et t=w'sw 1

Par le corollaire 2.6, on a

d’out

C(w).C(5).C(s).C(w' 1) € C(w).C(w™1).
Or, d’apres (2.5), on a C(s) C C(s).C(s). Donc
C(t) C C(w').C(s).C(s).C(w'™1) c C(w).C(w™1),
ce qui conclut la preuve. O

COROLLAIRE 2.8 Soit w € W et H,, le sous-groupe de G engendré par C(w).C(w™1). Alors

1. Pour toute décomposition réduite (s1,...,sq) de w,
C(sj) C Hy pourl <j<gq.
2. Le groupe H,, contient C(w) et est engendré par C(w).
DEMONSTRATION Démontrons 1 par récurrence sur j > 1. Le cas j = 1 est trivial. On suppose
la propriété vraie pour tout k£ < j. Soit

t= (81 - sj_l)sj(sl - Sj_l)_l.
On a t € T, d’apres la proposition 1.11, donc d’apres le corollaire 2.7, C(t) € Hy, i.e. C(s;) €
H,.
Comme C(w) = C(s1) ... C(s,) d’apres le corollaire 2.6, on a C(w) € Hy,. De plus, C(w™!)
C(w)~%, ce qui donne 2.

ol

2.3 Sous-groupes de GG contenant B

Pour toute partie X de S, on note Wx le sous-groupe de W engendré par X et Gx la
réunion BWx B des doubles classes C(w) pour w € W.

THEOREME 2.9 On a les assertions suivantes :

1. Pour toute partie X de S, ’ensemble G x est un sous-groupe de G engendré par |, x C(s).
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2 LE THEOREME DE TITS 2.4 SOUS-GROUPES PARABOLIQUES

2. L’application X — Gx est une bijection croissante de l’ensemble des parties de S dans
l’ensemble des sous-groupes de G contenant B.

3. Soit (X;)icr une famille de parties de S. Si X = (;c; Xi, on a Gx = ;e Gx,-
COROLLAIRE 2.10 S est uniquement déterminé par (G, B, N).

DEMONSTRATION Montrons que S est 'ensemble des w € W tels que w # 1 et que B U C(w)
soit un sous-groupe de G. Ces éléments sont exactement ceux pour lesquels il existe X C S tel
que Wx = {1,w}. Comme w # 1,onaw € S. O

REMARQUE 2.11 On peut donc se permettre de dire de fagon abusive que (G, B, N) est un
systeme de Tits.

PROPOSITION 2.12 Soient X une partie de S et g € G. Alors
ng_1CGX - gEGx.

DEMONSTRATION Soit w € X tel que g € C(w). Comme B est un sous-groupe de Gx, 1’hy-
pothése gBg~! C Gx entraine C(w).C(w™!) C Gx, dott C(w) C Gx d’apres le corollaire 2.8,
On a donc g € Gx. O

2.4 Sous-groupes paraboliques

DEFINITION 2.13 On dit qu’un sous-groupe de G est parabolique s’il contient un conjugué de
B.

PROPOSITION 2.14 Soit P un sous-groupe de G.
1. Pour que P soit parabolique, il faut et il suffit qu’il existe une partie X de S telle que P
soit conjugué de Gx.
2. Soient X, X' C S et g, € G tels que P = ¢Gxg~ ' = ¢'Gxg'"". Alors X = X' et
/o —1
gg - €P.

DEFINITION 2.15 Si le sous-groupe parabolique P est conjugué de Gx, avec X C S, on dit que
X est le type de P.

THEOREME 2.16
1. Soient Py et Py deux sous-groupes paraboliques de G dont l'intersection est parabolique et
soit g € G tel que gP1g™' C Py. Alors g € Py et Py C P;.
2. Deux sous-groupes paraboliques distincts dont l’intersection est parabolique ne sont pas
CONJUGUES.
3. Soient Q1 et Q2 deux sous-groupes paraboliques de G contenus dans un sous-groupe Q de
G. Tout g € G tel que gQ19~" = Q2 appartient a Q

DEMONSTRATION Montrons 1. Quitte & conjuguer Q = P; N P,, on peut supposer B C ). D’ou
B C Pyet BC Py. Dot P, = Gy, avec X; C S. Par hypotheses, gBg~! C gPig~! C P, = Gx,.
D’apres la proposition 2.12, on a g € P». L’assertion 2 découle immédiatement de 1. Sous les
hypotheéses du 3, on a ¢Q1g~ " C Q, d’oll g € Q d’apres 1. O
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2 LE THEOREME DE TITS 2.5 LE THEOREME DE SIMPLICITE DE TITS

COROLLAIRE 2.17 Tout sous-groupe parabolique est son propre normalisateur.

DEMONSTRATION Ceci résulte du 3 du théoréme précédent, en prenant Q = Q1 = Q. O

2.5 Le théoreme de simplicité de Tits

LEMME 2.18 Soit H un sous-groupe distingué de G. Il existe une partie X de S telle que
BH = Gx et tout élément de X commute a tout élément de S\ X.

DEMONSTRATION Puisque BH est un sous-groupe de G contenant B, il existe une unique
partie X de S telle que BH = Gx. Soient s1 € X et s9 € S\ X, ny et ny des représentants
respectifs de s1 et so dans N. On a nq € Gx = BH, donc il existe b € B tel que bnq, € H. Soit
h = ngbnyny *. L’élément h € H car H est distingué dans G. De plus, h € C(s2).C(s1).C(s2).

Si lg(s2s182) = 3, le corollaire 2.6 entraine C(s2s152) = C(s2).C(s1).C(s2). Donc H N
C(s28152) # @. D'ou Gx N C(s25182) # &, et sas152 € Wy . D’apres la proposition 1.12,
comme ($28152) est une décomposition réduite, on a s9 € X, ce qui contredit I’hypothese.

On a donc lg(s25152) < 2. Si lg(s182) = 1, on a 5159 € S, donc (s152)? = 1, et s1 et s9
commutent. Si lg(s1s2) = 2, par la condition d’échange (théoréme 1.15), on a encore s; et so
qui commutent. O

THEOREME 2.19 (THEOREME DE SIMPLICITE DE TITS) Soit Z l'intersection des conjugués de
B, soit U un sous-groupe de B et soit G1 le sous-groupe engendré par les conjugués de U dans
G. On suppose que :

1. U est distingué dans B et B=UT.

2. Pour tout sous-groupe distingué V de U distinct de U, le groupe des commutateurs de
U/V est distinct de U/V.

3. G est égal a son groupe des commutateurs.
4. Le systéeme de Coxeter (W, S) est irréductible.

Alors tout sous-groupe H de G normalisé par G1 est contenu dans Z ou contient G1.

REMARQUE 2.20 Si U est résoluble, alors 2 est immédiatement vérifié. En effet, si par I’absurde
il existe V' distingué tel que le groupe dérivé de U/V est lui-méme, alors U/V n’est pas résoluble,
ce qui est impossible.

DEMONSTRATION Montrons d’abord que G = G1T. Le groupe G1T contient B, donc est
parabolique, et ainsi est son propre normalisateur, d’apres le corollaire 2.17. Comme N normalise
G1 (car Gy est distingué dans G) et T (car (G, B, N,S) est un systeme de Tits), il normalise
G1T, donc N C G1T. Puisque BU N engendre GG, on a bien G = G1T.
On pose
G'=GiH, B'=BnG, N =NnG,

T"'=TNG =B'NnN" et W =N/T.
On a G = G'T puisque G’ contient G, d’on N = N'T. L’injection de N’ dans N définit donc,
par passage au quotient, un isomorphisme 1) de W’ dans W. On pose S’ I'image réciproque de

S par cet isomorphisme.
Montrons que (G’,B’,N’,S’) est un systeme de Tits. Comme U est distingué dans B,
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2 LE THEOREME DE TITS 2.5 LE THEOREME DE SIMPLICITE DE TITS

TU = UT, et donc comme G = BN B, il vient G = UNU. Comme U est un sous-groupe de G,
on en déduit G’ = UN'U, d’out (T). La condition (Tg) est trivialement vérifiée grace a l'isomor-
phisme . Vérifions (T3). Soit w € W et w’ son image réciproque par . On a BwB = BwTB'.
Or BwT = BwTw 'w = Bw car T sous-groupe distingué de N. D’ott BwB = Bw'B’, et
G' N BwB = B'w'B’. L’axiome (T3) est alors vérifié, et axiome (T4) découle de B = B'T.
Soit H un sous-groupe de G normalisé par Gi. Il est donc distingué dans G’. Par le
lemme 2.18 appliqué a (G', B’,N',S"), il existe une partie X’ de S’ telle que B'H = Gy,
et tout élément de S’ \ X’ commute & tout élément de X’. Par 'hypothese 4, seuls deux cas
sont possibles :
- Si X' = @, alors BH = B, et HC B C B. Soit g € G. On peut écrire g = g1t avec
g1 € Gy, t € T. Comme G normalise H, H C glﬂgfl C nggl_l. Donc H C gBg™!, et
ce pour tout g € G. Par définition de Z, on a H C Z.
— Si X' = 8’ alors BH = G'. Comme G = G'T, G = BBHT = HB'T = HB. Le groupe
B normalisant U, tout conjugué de U est de la forme hUh™! avec h € H. Comme H est
normalisé par U, un tel sous-groupe est contenu dans UH, d’ou Gy C UH par définition.
Ainsi, UH = G1H. On a donc

U/(UNH)=UH/H =G H/H =G1/(G, N H).

D’apres 'hypothese 3, G1/(G1 N H) est égal a son groupe dérivé. D’apreés ’hypothese 2,
U/(U N H) est donc réduit a ’élément neutre. D’ot Gy N H = Gy, et G1 C H.
O

COROLLAIRE 2.21 Sous les hypothéses du théoréme 2.19, le groupe G1/(G1NZ) est simple non
commutatif, ou réduit a I’élément neutre.

DEMONSTRATION Le théoreme 2.19 montre que G1/(G1 N Z) est simple ou réduit a 1’élément
neutre ; d’autre part ’hypothese 3 entraine qu’il est égal a son groupe des commutateurs; d’ou
le corollaire. O
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3 LE cas DE GL,(K)

3 Le cas de GL,(K)

3.1 Systeme de Tits

Dans toute la suite, on désigne par G = GL,(K) le groupe linéaire de dimension n sur un
corps K commutatif. On pose également

— B le groupe des matrices triangulaires supérieures de G ;

— N le groupe des matrices monomiales (dont chaque ligne et chaque colonne possede un
unique élément non nul) ;
T = BN N l'ensemble des matrices diagonales;

— W = N/T l’ensemble des matrices de permutation, isomorphe & S,, ;

— S lensemble des transpositions de la forme (7,7 4+ 1) oui € [1,n — 1].
On remarque que N =T x W.

Commencons par montrer un lemme :

PROPOSITION 3.1 (DECOMPOSITION DE BRUHAT DE G) Le groupe G se décompose de la fagon
sutvante :
G= | | BwB.
weW

DEMONSTRATION Montrons que cette union est disjointe. Soient w,w’ € W, by, ba, b3,bs € B
tels que bywby = bsw'by. Alors wbgbglw’_l = bl_lbg, d’ou

wibwy € B

siw =w, wy =w"leth= bgbZl. Soit b(t) la matrice obtenue a partir de b en multipliant
les éléments non diagonaux par ¢t. On a alors w1b(t)wy € B car wy et we sont des matrices de
permutation. En particulier, si ¢ = 0, b(0) est diagonale et donc wiwy € BNW, d’ou wjws = 1,
et w=uw'

Montrons que G est bien la réunion de ces doubles classes. Cela revient donc a montrer que
Pon peut, a partir d'une matrice inversible de G, se ramener a une matrice de permutation a
I'aide des opérations suivantes :

— CZ%CZ—F)\CJ sideKetj<i;

— Lj — AL; si A € K*;

— CZ'H/\CiSiAEK*.

Soit M = (a;j);jepi,n] € G- Soit j minimal tel que ay, ; # 0. Avec les opérations décrites ci-
dessus, on peut faire en sorte que la ligne n et la colonne j n’aient que des coefficients nuls a
I’exception de a,, ;, que I'on peut rendre égal a 1. On procede de méme de la ligne n — 1 a la
ligne 1. On obtient bien une matrice de permutation. O

PROPOSITION 3.2 Le quadruplet (G, B, N, S) forme un systéme de Tits.

DEMONSTRATION L’axiome (T7) est vérifié : BU N engendre G par la proposition 3.1, et les
matrices diagonales commutent aux matrices monomiales, donc 7' est distingué dans N. Il est
bien connu que S engendre &,,, donc le quadruplet vérifie ’axiome (T3).
Montrons que (T3) est vérifié, i.e. que si s; = (j,j+1), et w e W, s;Bw C BwBU Bs;wB,
ou encore
s;B C BB'UBs,B,
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ou B' = wBw™!. Soit (e;) la base canonique de K", et G; le sous-groupe de G formé des
éléments laissant fixes les e; pour @ # 7,7 + 1 et laissant stable le plan engendré par e; et
ej+1; ce groupe est isomorphe a GLy(K). On vérifie que GjB = BG,;. Comme s; € G, on a
s;B C BG;. 1l suffit donc de montrer que

Gj - (B N Gj)(B/ N G]’) U (B N G]’)Sj(B/ N Gj).

Si on identifie G; & GL2(K), alors le groupe B N G; s’identifie au sous-groupe triangulaire
supérieur By de GL2(K); le groupe B’ N G; s’identifie & By lorsque w(j) < w(j + 1), et au
sous-groupe triangulaire inférieur B, sinon.

Dans le premier cas, la formule a démontrer s’écrit

GLQ(K) = By U BysBs, ou s= (? (1)> .

Elle résulte de la décomposition de Bruhat (proposition 3.1) par exemple.
Dans le second cas, la formule & démontrer est
GLQ(K) = B2B2_ U BQSBQ_,

qui résulte de la premiere par multiplication a droite par s, puisque B, = sBss.
Vérifions I'axiome (Ty4). Soit s = s; € S. Soit b la matrice telle que b(e;) = e; pour tout
i # j,j+ 1, et tel que sa restriction a (ej, ej41) soit

1 1
0 1)°
Alors b € B, mais sbs~! & B. D’ou I'axiome (Ty) est vérifié. O

THEOREME 3.3 Le couple (W, S) forme un systéme de Cozeter.

DEMONSTRATION C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente, et démontre
la remarque 1.4. O

3.2 Simplicité de PSL,(K)

Dans ce paragraphe, on montre certaines propriétés de SL, (K), et ce grace au théoreme de
simplicité de Tits. Soit U ’ensemble des matrices unipotentes, i.e. triangulaires et dont tous les
éléments de la diagonale sont 1, qui est un sous-groupe de B.

LEMME 3.4 Le sous-groupe Gy engendré par les conjugués de U dans G est SLy,(K).

DEMONSTRATION Tout les éléments de Gy sont dans SLy,(K) car ils sont de déterminant 1.
Réciproquement, SLy, (K) est engendré par les transvections. Soit T; ;(A) une transvection. Si
i < j, T; ;(\) € U. Sinon, si

0 1
= - |,
1 0
alors JT; ;(A\)J~! = Tj,;()\) € U, ce qui conclut la preuve. O
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LEMME 3.5 Deuz transvections sont toujours conjuguées dans GLy(K).

DEMONSTRATION Soient u et v deux transvections. Comme elles ont la méme matrice dans
deux bases différentes, elles sont conjuguées dans GL,(K). g

PROPOSITION 3.6 Sin > 3 ou sin = 2 et card(K) > 4, SL,(K) est égal a son groupe des
commutateurs (i.e. son groupe dérivé).

DEMONSTRATION  Soit D le groupe dérivé de SL,(K). Il suffit de montrer que D contient
une transvection [u,v]. En effet, si c’est le cas, soit ¢ une transvection. Par le lemme 3.5, soit
w € GLy(K) tel que wlu,v]w™! =t. Alors

t = wlu,v]w™ = [wuw™, wow .

Le groupe SL,(K) étant conjugué dans GL,(K), on a donc ¢t € D. Comme les transvections
engendrent SLy,(K), D = SL,(K).
Montrons donc que D contient une transvection.

— Si K est de cardinal au moins 4, soit A #£ 0,1, —1. Soient

(11 /A0 , (Ty O , (Ty O
S‘(o 1)’ t‘(o /\1>’ S‘(o 3) et t=19 )

Alors [s/,#] est une transvection car A2 — 1 # 0.
— Si K est de cardinal 2 ou 3 et n > 3, on prend

1 01 0 -1 0

s=10 1 0], t=[1 0 0

0 01 0 0 1

On a alors [s, t] est bien une transvection, et on généralise & n > 3 de la méme fagon qu’au
point précédent.

O

Dans toute la suite, on se place dans le cas n > 3 oun = 2 et card(K) > 4.
PROPOSITION 3.7 Awec les notations précédentes, les hypothéses du théoréme 2.19 sont vérifiées.

DEMONSTRATION L’hypotheése 1 est vérifiée : U est distingué dans B car c’est le noyau de
I’homomorphisme qui a toute matrice associe ses coefficients diagonaux. De plus, B = UT de
maniere évidente.

Le groupe U est résoluble, donc la propriété 2 est vérifiée. En effet, si G, est ’ensemble
des matrices triangulaires supérieures, de diagonale 1, dont toutes les diagonales {i = j + k},
k € [1,m] sont nulles, en posant G_1 = U, G,, = {1}, et pour tout i, G;+1 est distingué dans
G; et G;/G,qq est abélien.

La propriété 3 est vérifiée grace a la proposition 3.6.

Le systéme de Coxeter (W, S) est irréductible. En effet, si S" et S” forment une partition
de S et tous les éléments de S’ commutent & tous ceux de S”, supposons S’ non vide. Soit
(j,j+1) € S Alors (j — 1,7) et ( + 1,7 + 2) ne sont pas dans S” car ne commutent pas a
(j,7 +1). Donc ils appartiennent & S’. De proche en proche, on obtient donc S’ = S. O
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LEMME 3.8 Si Z est lintersection des conjugués de B, alors Z = D l’ensemble des matrices
scalaires.

DEMONSTRATION Un élément de Z est trigonalisable dans toute base, donc tout vecteur est
vecteur propre, et cet élément est diagonal. O

THEOREME 3.9 Tout sous-groupe distingué propre de SLy(K) est sous-groupe de Z.
DEMONSTRATION C’est exactement le théoréme de Tits (théoreme 2.19). O
COROLLAIRE 3.10 Le groupe PSL, (K) = SL,(K) /(D N SL,(K)) est simple.

DEMONSTRATION C’est une conséquence directe du corollaire 2.21. Ceci avait déja été prouvé
par Iwasawa (voir [4]). O
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Conclusion

Le théoreme de Tits permet de montrer la plupart des résultats de simplicité connus. No-
tamment, PSL, (K) est simple dans le cas d’un corps commutatif. Il existe des corps gauche (i.e.
des corps non commutatifs), comme par exemple 1’algebre des quaternions. Platonov a montré
dans [6] qu’il existe K un corps et D un corps gauche de centre K tels que le théoreme de sim-
plicité est faux, i.e. tels que SL,, (D) a un sous-groupe propre non central. En fait, G1 & SL, (D)
donc le théoreme ne s’applique pas. L’étude du groupe SL, (D)/G1 constitue un sujet actuel de
recherche.
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