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1 Introduction au domaine de recherche

1.1 Motivations diverses

"En principe la formule des traces exprime la trace comme une somme sur les classes
de conjugaison d’'un groupe G(F), F étant un corps global et G un groupe réductif. Donc
si 'on veut comparer la formule des traces pour un groupe quasi déployé G* et pour une
forme intérieure G [..], il faut trouver une application naturelle de I’ensemble des classes
de conjugaison de G(F) dans celui des classes de G*, ce qui est en général impossible.
En revanche, si on passe aux classes de conjugaison stables, une telle application existe
et est facile & définir. Par conséquent, il faut d’abord trouver une formule des traces
qui s’exprime comme somme sur les classes de conjugaison stables". (Langlands, Les
débuts d’une formule des traces stables) C’est donc dans ’élaboration d’une telle formule
qu’apparait cette identité fondamentale, & savoir le lemme fondamental. Une fois établie
une telle formule, cela permet de traiter un certain nombre de cas de la fonctorialité de
Langlands via la comparaison de la formule des traces. On se réferera aux travaux de
Arthur [0], Kottwitz [8 ter| pour la comparaison de formule des traces ainsi qu’au livre



en préparation de Harris et aux travaux de Morel pour les applications aux variétés de
Shimura [13M].

1.2 De la nécéssité du lemme fondamental

On s’intéressera principalement au cas de 'algébre de Lie. On supposera que la ca-
ractéristique du corps est toujours premiére au cardinal du groupe de Weyl.

1.2.1 Quelques rappels sur la section de Kostant

On considére G réductif connexe déployé sur k. On choisit (B, T) une paire de Borel
déployé. On note g = Spec(k[g*] et t = Spec(k[t]) les algebres de Lie respectives de G
et T. On note greq, 'ouvert de g ol les centralisateurs des éléments est de dimension
r:=rang G = dim(T). On note W = Ng(T)/T le groupe de Weyl. On a G qui agit sur g
par 'action adjointe et ’action de W sur t. On a alors le résultat suivant da a Chevalley :

Théoréme 1 (Chevalley, Sheppard-Todd [2], 5.5 et [2bis], [18]) On a un isomorphisme :
k[g*]¢ = k[t]" obtenu par restriction des fonctions de g a t. De plus, il existe des
polyndmes homogenes ay, .., a, de degrés ey, .., e, tels que k[g*]G soit isomorphe a lalgébre
de polyndémes en les variables a1, .., ay.

Remarques : -1l y a plusieurs fagons de choisir les polynémes a;. En revanche, les e;
sont définis canoniquement & permutation prés, on les appelle les exposants de Kostant.
Dans la suite, on notera ¢ = k[g*] et x : g — ¢ appelé le morphisme caractéristique qui
est G-équivariant. Il est donné par :

z = (fi(@), ., fr(2))

ou les f; sont donnés par les polynémes invariants sur I'action adjointe. On a de plus une
action de G,,, donnée par :

t(ay,..,ar) = (tay,..,ta,).

On a alors de plus que le morphisme est G,,-équivariant pour I'action par homothétie
sur g et 'action par les exposants de Kostant sur ¢. Si on se restreint a l'ouvert g4, on
obtient le lemme sympathique suivant di a Kostant [7] :

Lemme 1 Le morphisme caractéristique restreint a la partie régquliere Xreg : §reg — € €5t
lisse et ses fibres géométriques sont des classes de conjugaison de dimension dim G —r.

De plus, il se trouve que par Kostant, on a une section pour ce morphisme qui nous donne
un point base dans la fibre :

Théoréme 2 (Kostant, [7] théoréme 0.10) Si on se fixre un épinglage (B, T, X,,) défini
sur k, cela détermine une section € : ¢ — greg U Morphisme Xyeg.



On considére la restriction de x a t, m : t — ¢ qui est fini plat de degré |IW|. On note
" le lieu de t ou I'action de W est libre, on notera alors ¢"* I'image et g™ = x (™).
La fibre en a € ¢"*(k) consiste en une seule orbite. En effet, tout point de la fibre est
régulier et on utilise alors le lemme ci-dessus. De plus si v, € ¢%, on sait qu'il existe
g € G(k) tel que ad(g)y = +' qui définit donc un isomorphisme ad(g) : I, = I, ot L,
L, sont les centralisateurs respectifs de v et /.

Et deux tels éléments g et g’ ne différent que par un élément de I, qui compte tenu
de I’hypotheése sur a, est commutatif. On a alors que les différents centralisateurs sont
canoniquement isomorphes. Il existe donc un tore J, qui ne dépend que de a et tel que

pour tout v € x"(a), on a I, = J,.

1.2.2 Classes de conjugaison stable

Soit F un corps qui contient k. On considére v € g,5(F), a = x(v) € ¢"*(F) . On note €
la section de Kostant et on pose vy := €(a) € g(F). Comme 7 et vy sont géométriquement
conjugués d’ott v = ad(g)vo, g € G(F) et comme , v sont rationnels, on obtient que :

Vo € Tp,g to(g) € I, = Jo(F).

En ce cas, on dira que 7 et 7o sont stablement conjugués. On a alors que o — g~ 1o(g)

définit inv(y,y0) € HY(F,J,), indépendant du choix de g. On a ensuite un morphisme
de HY(F,J,) — HY(F,G) qui vient de la fleche de J, — G, qui dépend de la section
choisie.

On observe alors que les classes de G(F)-conjugaison dans ’ensemble des F-points est en
bijection avec :

Ker(H\(F,J,) — HY(F,@))

cf([10]).

Remarques : On voit que dans le cas de GL,, stablement conjugué implique rationnel-
lement conjugué par Hilbert 90, ce qui est faux en général et c’est cette raison qui est
a 'origine de la théorie de ’endoscopie. Nous allons voir désormais comment a ’aide de
la dualité de Tate-Nakayama, on peut calculer les groupes de cohomologie en question.
Soit F;, un corps local de groupe de Galois absolu I',. On considére G déployé sur F,.

Soit T' le tore dual de T tel que X*(T') = X,(T). En choisissant un point = € t(F,)
au dessus de a € |"*(F},), on a un isomorphisme de J, ; = T et un homomorphisme
pe : Gal(F,/F,) — W, qui vient du morphisme étale de groupe W. Cet homomorphisme
définit une action finie de I'y sur X*(T') = X,(T) et donc sur le tore complexe T. On a
alors les résultats suivants :

Théoréme 3 (Kottwitz [8])
(i) H'(Fy,G)* = mo(Zg), ici le dual est pris comme Hom(—,Q/Z).
(ii) HY(F,, T)* = mo(T™).



1.2.3 Enoncés des divers lemmes fondamentaux

Définition 1 Soit k un élément semi-simple de T"* d’ordre fini modulo Zg. Soit f € CX(a(Fy)),
i-e localement constante a support compact de g(F,). On définit la k-intégrale orbitale de
classe de conjugaison stable a € ¢(F,) de f comme la somme :

O;(f.dty) = 3= (inv(v,70), k) Oy (f; dtv)
¥
ot vy parcourt les classes de G(Fy)-conjugaison de la classe de conjugaison stable de a et
Yo le point base défini par la section de Kostant et dt, mesure de Haar du tore Jo(Fy).
On rappelle que :

O,(f.dty) = [ flad(g)~ty)%e.
Iy (Fy)\G(Fy)

Elle dépend évidemment du choix des mesures de Haar de dg, et dt,, pour dg,, on
choisira celle telle que G(O,) ait le volume 1.

Définition 2 Soit G un groupe connexe réductif déployé sur k. La donnée d’un tel groupe
est équivalente a la donnée du quadruplet (R, R, X, X*) ot R et R désignent respective-
ment les racines et coracines simples. On définit alors le dual de Langlands le groupe G
défini par le quadruplet ot on échange racines et coracines.

Remarques : Si le groupe n’est pas déployé, il faut rajouter une action de Galois. Si G
est GL,, le dual est GL, et si G = SL,, G = PGL,.

Définition 3 Une donnée endoscopique de G sur F est un couple (k,p), o Kk est un
élément semi-simple de G, p : Gal(F'/F) — my(Gy). On appelle groupe endoscopique, le
groupe H tel que H = GY.

Exemple : Si on prend G = Spa, ¢, alors le dual est de SO2;,41 et en prenant la

—I5 0
0 Iy

on obtient comme groupe endoscopique SO X Spa,_s avec action triviale de Galois.
On a de méme pour H un morphisme caractéristique ) — cp. Il vient également un
morphisme fini de t — ¢y = t/Wgy ot Wpg est le groupe de Weyl de H. Ce groupe
s’identifie & un sous groupe de W et on obtient un morphisme fini ¢y — ¢ qui permet le
transfert des classes de conjugaison stables de H a G.

matrice :

Conjecture de Langlands-Shelstad :

Soit (k,p) une donnée endoscopique non ramifiée (i-e p non ramifiée, ce qui implique
que H provient d’un schéma sur Spec(O,)) et F un corps local de caractéristique p. On
note q le cardinal de son corps résiduel. On note 1¢ la fonction caractéristique de g(O,)
dans g(F,) et de méme 1p la fonction caractéristique pour h. Soit ay € ¢y (F,) d’'image
a € ¢"*(F,). Alors on a 'égalité :



0% (1¢, dt,) = €580, (14, dt,)

ou eaG’H est une certaine puissance de q que nous ne définirons pas et
SO, (1g,dt,) == > O, (f,dty).
yex1(anm)

Remarques : En fait, cette conjecture s’énonce pour n’importe quel corps local,
mais elle a une forme plus simple dans le cas d’égale caractéristique. On peut remplacer
SO,y (1g,dt,) par Of  (1g,dt,) puisque que comme k € Zp, I'accouplement est tou-
jours égal & un.

Variantes : On peut également énoncer une variante pour toute fonction f € C°(g(Fy))
diie & Waldspurger ot 'on remplace la fonction 1 par f et 15 par une fonction sur h
adéquate. De méme, il existe une variantepour les groupes et une fonction f de ’algébre
de Hecke.

Statut : Cette conjecture a une longue histoire et beaucoup de mathématiciens se sont
penchés sur le probléme. 11 a été démontré par Waldspurger par des arguments analy-
tiques que le lemme fondamental de Langlands-Shelstad ainsi qu'une variante appelée le
lemme fondamental non standard, impliquaient toutes les autres variantes [20], [23]. De
plus, toujours par Waldspurger [22] et Clukers-Loeser [3], on peut se restreindre au cas o
est F est d’égales caractéristiques. Des cas particuliers ont été traités déja par Langlands
[9], Rogawski [18] dans le cas de Us, Hales pour Spy [5]. Le cas également important de
SL, a été traité par Waldspurger dans [24].

Un grand pas a été fait avec Particle de Laumon-Ngo [13] sur le cas des groupes uni-
taires pour aboutir a la preuve définitive de Ngod en 2008 dans le cas général [16]. On a
également un lemme fondamental pondéré conjecturé par Arthur [Obis| et démontré par
Laumon et Chaudouard [12 bis| suivant la méthode élaborée par Ngo [16].

Cette variante a pour objectif de stabiliser la formule des traces d’Arthur-Selberg. Com-
mencons par rappeler quelques définitions.

On considére un élément semi-simple s de C?, on considére alors M un sous-groupe de
Levi de G et on notera M’ le groupe endoscopique associé¢ a s. Lorsque s; parcourt sZ;
ou Z; est le centre de M, la famille formée des composantes neutres G’Sl des centralisa-

teurs de s1 dans @ est finie. Indexons la sous-famille des centralisateurs maximaux (pour
'inclusion) par I'ensemble [n] = {1,..,n} pour un certain entier n. Pour chaque partie
I C [n] non vide, on pose : Gy = [ GY.
i€l
On considére v € g(F') un élément G-régulier. Nous avons besoin d’introduire un certain
paramétre de troncature adapté & M que nous notons D. On lui associe une fonction

poids & valeurs entiéres :
r € G(F) — v8(z)

invariante a gauche par M(F) et a droite par G(O). Pour tout v/ € {}(F'), on définit d’aprés
Langlands un accouplemement (s,~’) qui est une racine de 1'unité. Cet accouplement ne



dépend que de la classe de M(F)-conjugaison de 4/. On définit la s-intégrale orbitale
pondérée :

T3 () = > <8,W’>I {G(F) 17, (ad(g) " (+'))v5(9)dg
v v (F)

ou 7/ parcourt un systéme de représentants des classes de M(F)-conjugaison dans la
classe de conjugaison stable de . Pour chaque partie I C [n| non vide, le paramétre D

est adapté a M’. On a donc de méme un poids vgl et une intégrale pondérée ng (7).

Théoréme 4 (Lemme fondamental pondéré) Si la caractéristique de Fy est assez grande
par rapport & G, pour des parameétres de troncature D assez réguliers, on a la relation :

AsMIp () = ;(—1)|I|_1qd’(7)=}g“8(7)
ot Ag(y)est un signe et dy(7y) est la demi-somme des valuations de a(7y) pour ~y parcourant
les racines de G qui ne sont pas dans Gy .

1.2.4 Formule des traces stables

On considére donc X une courbe projective lisse géométriquement connexe sur k = If),.
On note F le corps de fonctions de X. Le groupe G est défini sur k et est supposé semi-
simple. On note Ker!(F,G) = Ker(H'(F,G) — [[ H'(F,,G)). Nous reprenons le calcul

v
de la stabilisation tel qu’il est fait dans Langlands [9], Kottwitz [8bis| et Ngo [16]. On
considére la formule des traces sur les classes localement triviales :

S = > > 0, (g, dty)
§eKer! (F,G) yegsani(F) [/~

ou :
(i) v parcourt les classes de conjugaison réguliéres semi-simples, anisotropes dans g&(F ®

(ii) g¢ est la forme de g tordue par £.

(iii) O4(1g, dt,) est I'intégrale orbitale globale sur I'anneau des adéles.

On considére le morphisme de Chevalley x : g — ¢ ainsi que ses formes tordues x¢ :
g¢ — ¢ On remarque que le groupe des automorphismes de G agit sur ¢ par automor-
phismes extérieurs, donc la torsion par £ n’affecte pas ¢ et donc toute classe de conjugaison
7 de g¢ définit un élément a € ¢(F). Comme le centralisateur de v semi-simple régulier ne
dépend que de a, il existe un sous ensemble ¢ (F) qui provient des classes semi-simples
réguliéres anisotropes. On peut récrire S sous la forme :

Si= 3 )Y )y 0, (1g, dtv) ()

acc*n(F) (eKer! (F,G) veghani(F) [~ x(v)=a

Comme on s’est restreint & la partie anisotrope, on a que le centralisateur régulier
Jo est anisotrope et donc que le tore dual est muni d’une action finie de 'y telle que le
groupe des points fixes JaF est fini. Pour tout & € Ker!(F,G), les classes de conjugaison



v € g* telles que () = a sont en bijection avec H'(F,.J,) dont l'image dans H'(F,G)
par Papplication v — inv(7yo, 7).

Ainsi I'ensemble de paires (£,7) ott € € Ker!(F,G) et v est une classe de conjugaison
dans gé(F) d’image a € ¢®(F) est en bijection avec :

Ker[HY(F, J,) — [[ H'(F,, Q)].

Pour qu’une collection (v, )yex de g(Fy) avec x(7,) = a provienne d’une paire (,7), il
faut et il suffit que v, = 79 pour presque tout v et que :

>y gr =0 ol ay = invy(70,7)

veX
d’apreés Kottwitz [8]. Si c’est le cas le nombre de telles paires (£, ) est égal au cardinal du
groupe Ker!(F,.J,). En introduisant les intégrales orbitales locales, la somme se récrit :

S:= > }Kerl(F,Ja)‘T(Ja) > 11,04, (1, dty)

a€cini(F) (w)vex

ou 7(Jg) = vol(Ju(F)\Ja(A), ®yexdty,) et les 7y, vérifient la condition ci-dessus. En uti-
lisant la formule d’Ono [17], on a que :

’Kerl(F, Ja)} T(Jy) = wo(j}[)
et la somme devient :

Si= T ’Wo(j};)‘ S L, 0., (1, dt,).

a€c?™(F) (Mwvex

Or I'hypothése d’anisotropie impose que JE est fini et donc 7r0(jaF )= jaF . En opérant
une transformation de Fourier sur ce groupe fini, on déduit la formule suivante :

Si= Y 0f(lg, @dt,)

a€cami(F) ke JL

Il nous faut maintenant permuter les sommes. On choisit donc un plongement de jg dans
G, k définit alors une classe de conjugaison semi-simple []. L’intersection J. N [k] ne
dépend pas du choix du plongement. On obtient alors :

S:= > > >, Oi(lg,®dt,)

[R]GZG)/g a€ci(F) ke JIN[K]

Si on suppose de plus que G est semi-simple adjoint, en ce cas le groupe dual est sim-
plement connexe et les centralisateurs sont connexes. Pour chaque classe de conjugaison
[k], on choisit un représentant k € G ,on a alors que H = G, est réductif connexe. Comme
on s’est restreint a la partie anisotrope, on ne regarde que les H qui sont semi-simples.
Si H est semi-simple, en regardant le morphisme :



vy ¢ (F) — ¢@(F).

Un élément a est dans 'image de vy, si et seulement si JI' N [k] est non-vide. De plus, on

a une bijection canonique entre I’ensemble jg N [k] et Pensemble des ay € ¢@¥(F) dans
la pré-image de a. Ainsi en supposant le lemme fondamental, la somme devient :

S=Y Y SO.(1g: @udty)
H qpecni(F)

ol la premiére somme porte sur les classes d’équivalence des groupes endoscopiques de
G. On a donc obtenu la formule des traces que ’on cherchait. Maintenant, une des étapes
cruciales dans la preuve du lemme fondamental va étre la reformulation géométrique de
cette formule.

1.3 Fibration de Hitchin

On conserve ici X une courbe projective lisse géométriquement connexe sur k. On

. N . ”, . . 2 /
considére D n’importe quel fibré inversible de degré assez grand tel que D = D'? pour
un certain D’.

Définition 4 On définit ’espace de Hitchin M, le groupoide qui associe & tout k-schéma
S, le groupoide M(S) = {(E, ¢)avec E G-torseur sur X x S,¢ € H(X x S,ad(E)® D)}

ot ad(E) est le fibré en algébres de Lie obtenu en tordant par l'action d’adjointe.

Remarques : dans le cas G = GL,, le fibré ad(E) n’est rien d’autre que le fibré vectoriel
End(E). On note Py, .., P, les polynémes invariants de g de degrés dj, .., d, invariants
sous G. Si ¢ € HO(X x S,ad(E) ® D), P;(¢) € H°(X, D®%). On a alors une fléche :

M — A= a@!_ HO(X, D®%)

C’est cette fleche que 'on appelle la fibration de Hitchin, qui a été introduite dans son
article [6]. Nous allons maintenant tacher de décrire la fibre dans le cas de GL,,. On
remarquera au passage que 'existence de la section de Kostant nous assure que la fibre
est toujours non vide.

1.3.1 Le cas de GL,,

En ce cas un le morphisme de Hitchin est donné par :

(E,¢) = (a1(9), .-, ar()) := a € A(k)

ot les a; sont tels que det(z — ¢) = 2™ 4+ a1z" ' + .. + ay.
Prenons donc un élément a € A(k). On appelle K l'espace total du fibré D et on note
7* D P'image réciproque de D sur T. En ce cas, on dispose de la section tautologique X et

on considére alors le lieu des zéros de la section :

P.(A) = A"+ a1 A" 4+ ap.



On appelle la courbe algébrique définie ainsi la courbe spectrale, notée Y,. Elle nous
fournit un morphisme fini plat de degré n, m, : Y, — X vers X. On a alors par Bertini
que pour des a assez génériques, la courbe spectrale est lisse. De plus, on a la propriété
suivante :

Proposition 1 Soit a € A(k) tel que la courbe spectrale est lisse et connexe, on a alors
que Mg = Jac(Y,).

Preuve 1 Soit L un fibré inversible sur Y,, alors ma.L est un fibré vectoriel de rang
n sur X avec une structure de 7qOy, -module. Réciproquement, comme m est affine, un
fibré vectoriel E de rang n avec une structure de mq.Qy, -module, provient d’un fibré d’un
faisceau L tel que e L = E et la courbe étant intégre et lisse, on obtient que L est
un fibré inversible. De plus, la Ox-algébre ma.Oy, est isomorphe ¢ Sym(K—1)/T et la
structure de m.. Oy, -module sur E est donnée par un morphisme d’algébres :

Sym(K~Y) /T — End(E)

i-e une section ¢ : E — E ® K avec P,(¢) = 0 Comme de plus, la courbe spectrale est
wrréductible, on a que P, est irréductible et est donc le polynéme caractéristique de ¢.
Réciproquement, un point (E,¢) € M, vérifie bien que Py(¢) =0, ce qu’on voulait.

De maniére analogue, on démontre la proposition suivante :

Proposition 2 Soit G = SOs,,. Soit a € A(k) tel que la courbe spectrale est réduite, on
a alors que My, = {L, sans torsion de rang générique un, munis d’un isomorphismer :
L — 7L} wérifiant I'équation 1o = 7*L* ot L™ = Homy, (L, wy, /x)-

Pour la suite, on va avoir besoin d’une réinterprétation de la fibration de Hitchin sous
la forme suivante : M(S) est le groupoide des morphismes hg qui s’insérent dans le
diagramme commutatif :

h
X x Sif[g/G X Gy
e
BG,,
Le morphisme de Chevalley x : g — ¢ induit un morphisme entre les quotients :

[X/Gm] ¢ [8/G x Gm] = [¢/Gpl.
On obtient un morphisme f: M — A ou pour tout k-schéma S, A(S) est le groupoide

des morphismes h, qui s’insérent dans le diagramme commutatif :

X X § % [¢/Gy]

K l
BG,,
Enfin, nous terminons sur le théoréme crucial suivant :

Théoréme 5 ([16] Prop 6.1.5) Le morphisme fo™ : M — A% est propre et lisse.



1.3.2 Comptage des points de la fibre de Hitchin, d’aprés Ngo [16] 8.4

Soit (E,¢) un point de M (k). Le G-torseur E sur X détermine au point géné-
rique une classe : cl(Er) € HY(F,G) dont I'image est nulle dans tous les H'(F,,G),
v € X, puisque H'(Spec(O,),G) = 0 par un théoréme de Lang. On découpe les points
de M (k) selon les classes ¢ € Ker!(F,G). Pour chaque ¢ € Ker!(F,G), on construit
un torseur modeéle B¢ sur X, en considérant sur la fibre générique un torseur IE?7 que
I’on prolonge en un torseur EgU sur un certain ouvert U. Sur un point v du complé-
mentaire, il ne reste plus qu’a recoller avec le G-torseur trivial sur Spec(Q,), ce qui est
licite puisque la restriction de Eg a F, est triviale. La donnée d’un G-torseur E muni
d’un isomorphisme ¢ avec E au point générique consiste en la donnée pour toute place
v, d'un élément g, € G(F,)/G(O,) trivial sauf en un nombre fini de places. On écrit

D = Ox(>_ dyv) avec les d, entiers presque tous nuls. Ayant choisi un isomorphisme
veX

avec le torseur modéle génériquement, le donnée ¢ € HY(X,ad(E) ® D) revient a la
donnée d’un élément anisotrope :

v e gg,anz’(F).

L’élément doit en plus vérifier une condition d’intégralité :
ad(g,) "1 (7) € e g(O,) pour toutes les places.
Si maintenant on supprime la rigidification, on obtient la proposition suivante :

Proposition 3 (Ngé) On a une équivalence de catégories entre M (k) et la catégorie
dont les objets sont les triplets (&,7, (gv)vex) avec :
£ € Ker'(F,G),
-y € ¢°(F),
-pour toutes places v de F, on dispose d’une classe g, € G(F,)/G(Oy),
-ad(go) "'y € e g(0y)
et dont l’ensemble des fleches d’un objet (€,7, (gv)vex ) sur un autre objet (¢,7', (9))vex)
est :
-vide si & # &,
-les éléments de h € G(F) tels v = ad(h)y et gi, = hg, si £ =& .

On obtient donc la formule suivante :

}Mam(FqH - Z Z 07(1(;, dtv)

§EKer! (F,G) vegsani(F) /=~

On obtient donc une partie de la formule des traces stabilisée. Nous allons maintenant
tacher d’obtenir 'autre coté.

1.3.3 Action du champ de Picard sur ’espace de Hitchin

On dispose du schéma des centralisateurs I au dessus de g, dont la fibre en un point
x de g est le schéma I, := {g € G/ad(g)z = x}. On a alors le lemme suivant :
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Lemme 2 (Ngo [14], Prop 3.2) Il existe un unique schéma en groupes lisse commutatif

J sur ¢ muni d’un isomorphisme G-équivariant : x*Jyeq ia Iy,., et cet isomorphisme se
prolonge en un morphisme de x*J — I. On appellera J le centralisateur régulier.

Remarque : On remarque qu’en posant J := €*1, J est indépendant de la section choisie
en vertu du lemme précédent. Nous allons maintenant utiliser ce centralisateur régulier
pour définir une action la fibre de Hitchin. A tout S-point ¢ € A, on a un morphisme
he : X xS — [¢/Gy,] qui lui est associé. On note J, = h’J et on considére le groupoide
P,(S) des J,-torseurs sur X x S. En faisant varier a, on obtient un groupoide fibré au-
dessus de M. De plus, en considérant le morphisme x*.J — I, on obtient un morphisme
de : Ja — Autxxs(E, ¢) = h*E7¢I.

Ainsi, cela nous permet de tordre le fibré de Hitchin par J,. Ceci nous définit donc une
action du groupoide P,(S) sur M,(S). A nouveau, en faisant varier a, on obtient une
action de P sur M au-dessus de A. On a le théoréeme de lissité suivant :

Théoréme 6 (Ngo [14] Prop 5.2) Le morphisme P — A% est lisse.

Remarques : En fait, dans [14], il est montré que le morphisme est lisse sur un plus
grand ouvert, mais nous n’aurons pas besoin de ce résultat. Maintenant, une possibilité
pour obtenir 'autre coté de la formule des traces est d’utiliser la formule des traces de
Grothendieck-Lefschetz :

X(B,)| = S Tr(Fr, (X, Q).
K3
pour X un truc propre et lisse. Nous alons donc nous intéresser a la cohomologie des
fibres de Hitchin, sachant qu’on a une action de P sur M. On commence par le lemme
suivant dit d’homotopie :

Lemme 3 (Laumon-Ngé [15], Prop 3.2) on considére f : X — S etm: G — S un
S-schéma en groupes lisse & fibres géométriquement connezes agissant sur X. Alors G(S)
agit trivialement sur chaque faisceau de cohomologie H"™(f.(Qy)).

On voit donc que l'action de P, se factorise par my(F,) et de plus, on sait caractériser ce
groupe dans le cas de caractéristiques a € A" (k).

Théoréme 7 (Ngo [14], Cor 7.6) Soit a € A (k), alors mo(P,) est un groupe fini.

Grace a cela, on obtient une décomposition de la cohomologie de la fibre, si a € A% (k),
selon les composantes isotypiques :

H' (Mm @l) @NZTI'O(PQ)HQZ( H' (Mm @l)fi

Si maintenant a est défini sur k, examinons ’action du Frobenius sur la cohomologie de
la fibre. Certains & : m(P,) — QF ne sont pas stables par o, mais aurons une contri-
bution nulle dans la formule des traces. Ceux qui sont stables définissent un caractére
K mo(Pa)e — QF des coinvariants sous o. Par la formule de Grothendieck-Lefschetz
rappelée ci-dessus, on obtient que :
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‘MCL(FQ)‘ = Z ~ T’I”(F’I”, H.Maan)m
fi:Tro(Pa)U—>Q?‘

Il ne nous faut maintenant identifier m(P,), avec les caractéres endoscopiques et relier
les composantes isotypiques aux k-intégrales orbitales.

Proposition 4 (Ngé [14], Prop 9.1) Soit ks : mo(Pa)s — Qf, si il est o-invariant, on a
l’égalité suivante :

Tr(Fr; H*(Ma, Q) = 05(1p)
Nous avons obtenu d’ores et déja une formule obtenue au début, a € A (k) :

T:= 3 Op(lg,®dt,) = 3 > 0, (1g, ®dt,).
KEJL EeKerl (F,G) yegonisg /r,x(vy)=a

Néanmoins, il reste encore beaucoup de travail avant d’arriver a stabilisation géométrique,
mais la preuve, voire méme les énoncés nécessaires a la preuve ne tiendraient pas dans
la marge. Nous nous contentons donc d’énoncer le résultat final.

Théoréme 8 (Stabilisation géométrique)(Ngo [16], Th 6.4.3) Soit G semi-simple ad-
joint. Pour tout k, il existe un isomorphisme :

ORH"(fI™ Qo) — St H(fEQu)n[2r] (=)

o r = deg(ay[RE]) pour ap € A% (k).

1.4 Quelques remarques sur le sujet de thése

Le sujet de thése concerne le lemme fondamental pour ’algébre de Hecke. Comme
nous 'avons déja vu, il est impliqué par le lemme fondamental pour 'algébre de Lie
par voie analytique d’aprés Waldspurger. L’objectif de cette thése est de redémontrer ce
théoréme par voie géométrique. Il s’agit donc d’introduire une fibration de Hitchin pour
les groupes. Cette fois-ci la section de Kostant est remplacée par celle de Steinberg. En
effet, on a & nouveau un morphisme :

xX:G—-T/W

qui est G-équivariant pour l'action triviale a droite et pour ’action par conjugaison a
gauche. Si on se restreint & un certain ouvert U, on a que la fibre de a € U est également
un espace homogéne sous 'action de G, dont les points rationnels forment une classe
de conjugaison stable. Un deuxiéme ingrédient important est le transfert des fonctions
de I'algébre de Hecke pour un groupe endoscopique H de G. On a de méme que pour
I'algébre de Lie un morphisme fini de T/Wpy — T'/W qui permet de transférer les classes
de cojugaison stable. On a par ailleurs un morphisme :

b: H—Hyg
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qui se déduit du morphisme du c6té dual de H — @G. On donne alors I'énoncé souhaité :

Lemme fondamental : Pour tout ay € T/W (F) d’image a € (T/W)/"(F) et pour
tout v € x~!(a)(F), pour tout f € H, on a I'é¢galité :

SOay (b(f)) = eq*O%(f)

ol € est un signe et * un entier.
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