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1 Introduction

Le modele d’Ising a été introduit dans les années 20, afin de modéliser de
fagon simple certains phénomeénes physiques, comme "aimantation, ou les inter-
actions entre particules dans un mélange de deux phases liquides. Sa description
est simple : il s’agit d’un réseau Z*, avec en chaque site (4, j) de ce réseau un spin
ol égal & +1 ou —1. D’abord on va supposer ce réseau fini et rectangulaire, de
taille n x m et pour simplifier les calculs on va «recoller» les bords du rectangle
( on identifie les sites (1, j) avec (n+ 1,7) et les sites (i,1) avec (i,m + 1)).

On veux traduire le fait que 2 spins voisins ont tendance & avoir la méme
valeur. Pour cela on définit une énergie pour chaque configuration o :

Blo)= =33 ololy ~ 3 Y olol™

i=1 j=1 i=1 j=1

Par exemple, quand tous les spins sont alignés, 1’énergie est plus petite, (la
configuration est plus «stable»).

Selon les lois de la physique, la probabilité qu’on soit dans une certaine
configuration o est proportionnelle & la quantité e () ou 8 est un facteur
qui fait intervenir la température et la constante de Boltzman. Disons que [ est
«'inverse de la températures.

Comme la somme de toutes les probabilités pour chaque configuration pos-
sible doit valoir 1, la probabilité d’une configuration o( est en fait :

1
P(oy) = e ()

avec

Z=2(8)=3 e

ol ¢ parcours l’ensemble de toutes les configurations de spins possibles (2"™

configurations au total).

On appelle Z () la fonction de partition. Elle est utile car elle sert & mettre en
évidence un phénomene appelé «transition de phase» : il existe une température
critique BL en dessous de laquelle les spins ont tendance a s’aligner, tandis qu’au-
dessus de cette température les spins sont orientés de fagon plus chaotique.

Ici, le but est de calculer la fonction de partition Z(8).



Il est commode d’identifier une configuration o ( une attribution de +1 ou
de —1 pour n x m spins), avec m parties de «pile ou face» & n lancers. Pour une
partie w, on note w(j) le résultat du j-iéme lancer. On identifie bien str, o avec
(Wi, ... ,wm) tel que

ol =w;(i) Vi=1,...,n, j=1,...,m
Ainsi, la fonction de partition s’écrit :

Z(B) = 2 P 2y wi(Dw; (i+1)+8 32, 5 wi(Dwj+1(d)

Wiseen sWm

2 Calcul de valeurs propres

2.1 La matrice de transfert

On introduit T : le C-espace vectoriel de dimension 2™ avec une base (e, ).,
indexée par les parties de «pile ou face» a n lancers.

En remplacant formellement les «e,,» par les «<e; ® e_ ® ... ®ey» (« avecn
symboles successifs ey ou e_ correspondant aux n résultats de la partie w), on
voit en fait que I' = (C?)®" avec (e4,e_) qui est une base de C2.

On va écrire que Z est la trace d’une matrice agissant sur I' (une matrice
2™ x 2™ avec des lignes et des colonnes indexées par les parties de «pile ou face»
a n lancers) : apres avoir remarqué que pour toute matrice A = (a; )ik, On a :

T’I“(Am): Z Haij’ijJrl,

81500 yim J=1

ceci avec la convention i,,+1 = 41 . Il apparait alors que (toujours avec la conven-
tion w41 = wy

7 — Z H P 2B wi(Dwitr(Dtwit1(Dwirr(i+1) _ Tr(T™)

W1, Wm J=1

avec T = (ty o )w.ws €6 by o = €72 w(iw' ()48 3; W' (1)w' (i+1)

On appelle T la matrice de transfert. Ainsi, le calcul de Z passe par le calcul
des 2" valeurs propres de T', qu’on note ({4)a=1,.. 2». Ona Z =3 &

On va définir deux matrices A et B telles que T = AB, ot A = (aw v )w,w'
avec a,, 0 = ef Tiw@e' (i) of B = (b w s AVEC by 1 = 6, i€ 3 W' (B! (i41)
(A est une matrice symétrique, B est une matrice diagonale).

2.2 Les matrices de Pauli

On exprime A et B a l'aide des trois matrices de Pauli qu’on définit de la
maniere suivante :

(03) (0 E) =)

On a les relations 22 = I, 42 = I, 22 = I et 2y = iz. De plus elles anticom-
mutent deux a deux.



Comme elles agissent sur I’espace C?, on peut les faire agir sur chacun des n
sites du produit tensoriel en définissant les opérateurs (2;);=1,... ,n, (¥j)j=1,... ,n
et (zj)j=1,...,» qui agissent sur I' de la facon suivante :

zi=1®..I@ceIl...®I

(ci-dessus, le z est & la j-ieme place), et de méme pour les opérateurs y; et les
Zj.
Il vient alors :
B = P2 #izitt

Pour A, on vérifie facilement que A =W ® ... W, ou W est un opérateur
sur C? définit comme ceci :

En remarquant qu’on a les égalités
az _ [ pcosha psinha | e e P\
pe = < psinha pcosha > - < e ? €8 =W
a condition de prendre « et p tel que tanha = e *” et p = (2sin ,
5 condition d d p tel h 28 et p = (2sinh 23)'/2, 11

vient
A= pnea > zj

On va pour l'instant «oublier» le facteur p™ pour ne pas s’encombrer. On va
aussi échanger les roles de x et de z pour des raisons de commodité dans ce qui
va suivre. (on peut vérifier facilement que cet échange de z et de z revient a
conjuger les matrices par un automorphisme de I' et donc cela ne va pas changer
les valeurs propres)

On aura donc
ad "tz B | xjxip
A e 2171 ],B e 2171 iTi+

On voit déja que B et a ont des roles un peu semblable, alors qu’on a la
relation tanh o = e=28. On définira plus tard la «température critique» comme
la valeur de 8 qui réalise 8 = a.

Remarquons dés maintenant que les valeurs propres de T (= AB) sont
réelles. En effet, A et B sont symétriques inversibles, et les valeurs propres
de AB sont les mémes que celles de A%BA%, et cette derniere matrice est réelle
symétrique, donc a valeurs propres réelles.

2.3 La transformation de Jordan-Wigner

On introduit les 2n matrices (X;)j=1, .. n et (Yj)j=1.... n, qui agissent sur I'
ainsi :
Xj=2®...020z01®...91
Vj=20..82:20y0[®...01

(ci-dessus, le x et le y apparaissent en j-iéme position)
Ces matrices anticommutent entre elles et leur carré vaut l'identité. En re-
marquant que pour tout j =1,...,n on a X;Y; =iz;, on peut alors écrire

A=e 0% %Y



De méme on a pour tout j = 1,...,n — 1 les relations Y1 Xy = iz;x;4,, on

est donc tenté d’écrire
B = ¢ X5 YiXit1

Le probleme est que cette écriture est fausse (dommage!) car pour j =n on a
YV Xi=iy®2®...Q0 20y # ixpry

Mais bon tant pis! On va quand méme faire comme si c¢’était juste. On
pourrait vérifier que le comportement asymptotique de Z quand n et m sont
grands n’est pas modifié. (pour se consoler, on peut quand méme remarquer
ceci : Si on introduit P, 'opérateur de parité, défini par P=2® z...® z, on
a alors Y, X;(—P) = ixz,x1 et donc on a bien Y, X; = iz,z1 & condition qu’on
se restreigne au sous-espace propre de P associé a la valeur propre —1, qu’on
note I' . En fait I'_ est le sous-espace de I' de dimension 2"~ ! engendré par les
e+ ®...® ex ou les symboles e n’apparaissent un nombre impair de fois. Et
comme I'_ est stable par les opérateurs z; et par les opérateurs z;z;1, alors il
est aussi stable par AB. Par conséquent, parmi les 2" valeurs propres que ’'on
va trouver pour T' (= AB) en utilisant la «fausse» matrice B, il y en aura quand
méme 2" ! (i.e. la moitié) de correctes, donc c’est pas trop mal. Pour plus de
rigueur, on pourra consulter [1] ou [2].)

2.4 Les matrices de spin

Ici, on va voir comment certaines matrices, appelées «matrices de spin»,
peuvent étre associées & d’autres opérateurs, plus simples, et qu’il existe des
liens entre les valeurs propres d’une matrice de spin et celles de 'opérateur qui
lui est associée. Apres on pourra appliquer cela a notre matrice T = AB.

On définit le «premier chaos» C}; comme ’ensemble des combinaisons li-
néaires des 2n matrices définies plus haut (X;); =1,...,net (¥;); =1,...,n.
Le premier chaos C est donc un sous-espace de I’ensemble des opérateurs sur
I', de dimension 2n.

Comme les (Xj;);=1,.. ,n etles (Y;);j=1,.. » anticommutent, et leur carré vaut
I’identité, alors pour tout U et V', éléments de C, la quantité UV 4+ VU est un
opérateur scalaire. On peut donc définir une forme bilinéaire symétrique (.,.),
sur Cy : pour tout U et V éléments de C1, (U, V) est tel que

%(UV FVU) = (U

(Attention, c’est une forme bilinéaire symétrique complexe, pas une forme her-
mitienne).

Pour tout opérateur inversible R sur I', on peut considérer ’automorphisme
intérieur I(R) = R™! ¢ R sur End(T") (les endomorphismes de I'). On dira que
R appartient au «groupe de Clifford» G lorsque I(R) préserve le premier chaos
C1, et on note alors O(R) l'opérateur induit par I(R) sur C;.

Il est immédiat de constater que tous les opérateurs sur C; de la forme O(R),
ol R appartient & G sont des opérateur orthogonaux (i.e qui préservent la forme
(.,.)). On a méme plus : tous les opérateurs orthogonaux sur Cy peuvent s’écrire
sous la forme O(R) (i.e. le morphisme de groupe R — R™~! ¢ R de G dans le
groupe des opérateurs orthogonaux sur C; est surjectif). En effet, soit 7; dans
Cy,tel que 47 =T (i.e. (y1,71) = 1), on dira qu’une telle matrice est une matrice
de Dirac. On peut la considérer comme premier élément d’une base (7y;),=1..2n



de (i, orthonormale pour (.,.). Cela revient & dire que tous les ; sont des
matrices de Dirac, et qu’elles anticommutent entre elles. Alors 7, appartient au
groupe de Clifford G et on a

O(’)/l) . Cl — Cl
YT O/ M
v o mym =-v Vi#l

Il apparait que O(y1) = —S,,, ol S, est la symétrie par rapport a I’hyperplan
orthogonal & ;. Et comme les —S (ol S est une symétrie) engendrent 1’espace
des opérateurs orthogonaux sur C7, alors tous les opérateurs orthogonaux sur
C: peuvent bien s’écrire comme des O(R).

Aussi, comme l'algebre des opérateurs sur I' est engendrée par Cj, il en
découle que si O(R) = I, alors I(R) = I, i.e. R est un opérateur scalaire. Ainsi,
si on connait O(R), on connait R & un scalaire multiplicatif pres. Cette ambiguité
avec ce scalaire multiplicatif est embétante, car a priori, on ne va pas pouvoir
faire mieux que de déduire les valeurs propres de R & partir de celles de O(R)
«& un scalaire multiplicatif pres». On va quand méme s’en sortir en imposant
la condition det R = 1 (ce sera le cas quand on prendra R = AB). Ainsi, R
sera déterminé a un «scalaire multiplicatif racine 2"™-ieéme» pres, et comme on
sait que les valeurs propres de AB sont réelles, alors il suffira juste de choisir la
racine 2™-iéme qui fait que les valeurs propres qu’on aura trouvées soient réelles.
(en fait, l’application R — O(R) qui va de {R € G|det R = 1} dans ’espace
des opérateurs orthogonaux sur C; est un revétement a 2" feuillets)

Pour toute matrice R dans le groupe de Clifford G, véfifiant det R = 1,
nous dirons que R est «la» matrice de spin associée a l'opérateur orthogonal
O(R) sur Cy, méme §’il y a une ambiguité sur le choix de R. remarquons que
si Ry, et Ry sont des matrices de spin, alors R; R, est une matrice de spin, et
O(Ri1R2) = O(R1)O(R2).

2.5 Valeurs propres d’une matrice de spin

On note v; = X pour j =1,...,n, et y,4; = Y; pour j =1,...,n. Ainsi,
(74)j=1,... 2n est une base orthonormale de Cj.

une matrice de spin R = e2M7 ; Soit vi v le produit de 2 éléments distincts

Lo ] . .
de la base. Considérons R = ez7% ol 6 est un nombre complexe (on va voir
que R est une matrice de spin). En fait, comme (vy;7y,)2 = —1, on a

0 0
R = cos 5] + sin ALl

et
0 0
Rl =e MM = cos 51 — sin 3V
Pour tout H appartenant a C'y, on a

0 0 0 . 6

R™'HR = cos? §H — sin? 5%%H%% + cos 3 sin §(H’Yk’Yl — v H).
Prenons pour H une matrice vy;, distincte de ~; et de -y, on voit que 7;

commute avec v,y (en effet v;(veyvi) = —vev;% = (Ye71)7;)- On a donc

O(R)(v;) = R 'R = ;



tandis que si on prend pour H les matrices 7 et ; on trouve
O(R)(vr) = R 'R = cos @y + sinfy,
O(R)(m) = Rfle = cos By, — sin Oy

On voit donc que le premier chaos est préservé, donc R est bien dans le
groupe de Clifford. On peut maintenant calculer les valeurs propres de R et de
O(R), et les comparer.

On vient de mettre en évidence que O(R) est une rotation plane d’angle
complexe 6 dans le plan engendré par v, et 7, et ses valeurs propres sont donc
e, e=% et 1 (la valeur propre 1 a pour multuplicité 2n — 2).

Les valeurs propre de R = €37 vont s’obtenir A partir celles de g7,
car v,y est diagonalisable, avec pour valeurs propres ¢ et —i avec multiplicité
27~! chacune. Ca se voit tout de suite dans le cas v = X; et v = Y7, car
X1Y1 =iz 1I®...0 1 =iz, et cet opérateur sur I' envoie un élement de la
forme ex ® ... ® ey sur ¢ fois lui-méme si il y a un e; en premiere place et sur
—i fois lui-méme si il y a un e_ en premieére place, il est donc bien de la forme
annoncée. Dans le cas général, on peut se ramener a ce cas en considérant un
opérateur orthogonal sur C] qui envoie 7y sur X; et ; sur Y;. Cet opérateur
peut s’écrire sous la forme O(Q), via la surjectivité de R — O(R) = R~' e R
établie plus haut. Ainsi on a

Q7 'mQ = Q' QR VQ = X111

et donc iy est lui aussi diagonalisable avec pour valeurs propres i et —i avec
des multiplicités 27!, On en déduit que les valeurs propres de R = €37 sont
ei% et e~i% avec des multiplicité 27!, (c’est seulement maintenant qu’on voit
que det R = 1, donc R est bien une matrice de spin selon la convention définie
plus haut).

. . n Ok
une matrice de spin R = e2k=1 2 XxYe

On considere cette fois R =
el k=1 %X’CY’C, avec les 6, complexes (notons que les (X;Yy)k=1,... » commutent
donc on a le droit de transformer ’exponentielle de la somme en produits d’ex-
ponentielles) . R est une matrice de spin car c’est le produit de n matrice de
la forme €377 vue au dessus.(Ce méme argument permet d’affirmer des main-
tenant que AB est une matrice de spin, via les écritures A = e @ 21 X5 g
B=¢ #PXia YiXi+l meéme si ce n’est pas Pobjet de ce paragraphe).
Cette fois on a

O(R) = O(eFX1)0 (e 3X22) . O3 1n)

donc O(R) est un produit de n rotations (c.f. le paragraphe précédent) dans
n plans orthogonaux, ce qui fait que les 2n valeurs propres de O(R) sont les
nombres

01 om0 it =i it =it
il est & noter que chacune des n rotations fournit 2 valeurs propres, inverses
I’une de 'autre.

n Pk s .
Pour calculer les valeurs propres de R = e2k=1 2 XsY% on va réécrire
1 x vy, 22 x.v. bn x v
R=e2%1 12252 | ez dnin



[
TkaYk

Pour k € 1..n, on a en fait XYy = iz, donc Uopérateur e peut s’écrire

.6,
e’z 7k r — r
i Ok
4R ... a1 V€4 Qa41.--Qap, > €20 Q...0a,-1 Vet Qagt1---Dap
_ibk
a1 RQ...Qap_1Ve_Ragy1..-Qa, — €21 ®...0a,-1Q€e_ Qagy1---Dap

ceci pour tout ag,...,ag_1,0ks1,--- ,a, dans C?. Ainsi 'opérateur R est dia-
gonal dans la base des (ex ® ... ® ey), et un vecteur ex ® ... ® ey est propre
pour la valeur propre

avec la méme suite de + et de — que dans 1’écriture du vecteur propre.
On constate alors que

X17X1_17X27X2_17"' 7XTL7X7’_Ll

sont les 2n valeurs propres de O(R) (avec xx qui désigne I'une des deux valeurs
propres (inverse 'une de 'autre) de la k-iéme rotation dans O(R)) , tandis que
+1 +1\1/2
Oat oY
sont les 2™ valeurs propres de R. Ces relations semblent permettre de déduire a
partir des valeurs propres d’un opérateur orthogonal sur C les valeurs propres
de «la» matrice de spin qui lui est associée (plus rigoureusement, il faudrait dire
«de I'une des 2™ matrice qui lui sont associées»). Seulement elles ne sont pas
forcément vraies dans n’importe quel cas. il nous faut montrer que ces relations
sont encore valables dans le cas R = AB.

une matrice de spin dans un cas plus général : On va étendre les résul-
tats ci-dessus dans le cas ou O(R) est un produit de n rotations dans n plans
orthogonaux de C7, mais cette fois-ci, les n plans ne sont pas forcément les
(X1,Y1)...(X,,Ys), et on ne suppose plus rien sur R, si ce n’est que c’est une
matrice de spin (det R = 1) (on verra plus tard que ce cas peut s’appliquer
4 O(AY2BA'Y/?), ce qui sera satisfaisant car A'/2BA'/? et AB ont les mémes
valeurs propres : celles qu’on cherche).

On peut trouver une base orthonormale (v1,71),.-.,(7n,7,) adaptée aux
n plans des n rotations de O(R), et désignons par 6, ’angle (complexe) de la
k-iéme rotation. On a toujours le fait que les 2n valeurs propres de O(R) sont
les nombres

el =i01 oibs =i oifn o=ifn

En considérant 'opérateur orthogonal sur C; qui envoie y; sur Xy, 72 sur Xa,...
etc et 1 sur Y7, v, sur Ys,... etc, on sait que cet opérateur peut s’écrire sous
la forme O(Q), via la surjectivité de R — O(R) = R™! ¢ R établie plus
haut. L’opérateur O(Q)O(R)O(Q)~! (= O(QRQ™1)) est toujours produit de
n rotations dans n plans orthogonaux, avec les mémes angles de rotation que
O(R), mais cette fois les plans de rotation sont les (X1,Y7), ... ,(X,,Y5). On
retombe bien sur ce qu’on a vu plus haut : on sait que cet opérateur s’écrit

n Ok
O(e2r=1 2 X¥Ye) on a donc

O(QRQ™Y) = O(eXh= F XYy



et
QRQfl — e2k=1 % X Yi

R = Q71622:1 STICX’CY’“Q

(ces deux derniére égalité ne sont valable que quitte a remplacer R par pR, avec
p racine 2™-ieme de 'unité, ceci a cause de ’ambiguité sur les matrices de spin).
.0
Ainsi, si on pose x, = et pour k=1,...,n, on peut encore écrire (quitte
a remplacer R par pR) que les 2" racines de R sont les

St e

obtenues a partir de x1, Xfl, X2, Xgl, evy Xns Xn ', les 2n racines de O(R).

2.6 Application aux valeurs propres de la matrice de trans-
fert T

On va appliquer ce qui précede & A'/2BA'Y/? (qui a les mémes valeurs propres
que T). Pour ca, on doit d’abord montrer que O(A'/2BA/?) est un produit de
n rotations dans n plans orthogonaux, et ensuite on pourra calculer ses valeurs
propres, et en déduire celles de 7. Mais en fait, on a tout de suite besoin de
connaitre les valeurs propres de O(AY/? BA'/?) afin d’établir sa décomposition
en n rotations dans des plans orthogonaux.

écriture de O(A'/?) :De A = e @2k XiY% on tire A2 = e 7% Ln Xi¥k et
O(AY?) = O(e~*2 £+ %Y%), On a vu plus haut comment ce genre d’opérateur
s’écrivait dans la base des (Xi,Y7, X2, Y5, ..., X, Y3,) (ici les 6y valent tous —ic,

et on a cos(—ia) = cosh « et sin(—ia) = —i sinh «)
cosha —isinha 0 0 0 0
isinhia cosh 0 0 0 0
0 0 cosha —isinha 0 0
O(A1/2) _ 0 0 tsinha  cosha 0 0
0 0 0 0 ... ... cosha —isinha
0 0 0 0 ... ... isinha cosh
O(A'/?) est diagonale par bloc :
a 0 ... O
O(A1/2) = 0 a ... O avec a — 'C(‘)shq —isinha
L. tsinhiae  cosha
0 0 ... a

écriture de O(B) : On procéde de méme pour O(B). A partir de B =
e ka1 Ve X+l on 4 O(B) = O(e~# k=1 YeXk+1) (ici, c’est 23 qui joue les




roles des 6y)

cosh 23 0 0 cee e 0 0
0 cosh28 —isinh28 ... ... 0 0
0 isinh28  cosh2f8 e 0 0
O(B) =
0 0 0 .e. ... cosh2B8 —isinh2p3
0 0 0 . isinh28  cosh2f
—isinh 203 0 0 0 0
b c¢* 0 0
c c* 0
0 b c* 0

O(B) s’écrit ausii par bloc : O(B) =

o o0 ... ... ... ... 0 c

ct 0 o ... ... ... ... O
_ [ cosh2p 0 {0 isinh2p
aver_< 0 cosh2ﬁ>etc_<0 0 >

écriture et valeurs propres de O(A'/?BA'/?) : le fait qu'on ait O(A'/?)
diagonal par bloc rend le produit de matrice facile a effectuer :

u v* 0 ... ... ... .. 0 0 v

v u v* 0 ... ... . 0 0

0 v u v* o ... ... ... ... 0
O(A1/2BA1/2):

0 ... .. .. .. 0 v u v 0

0 0 ... ... .. .. 0 v u v*

v* 0 0 ... ... ... .. 0 v U

avec u = aba, v = aca, et v* = ac*a = (aca)*.
apres calculs, on obtient

cosh2a —isinh 2«
u = cosh2f < tsinh2a  cosh2a > ’
. sinhacosha  —icosh®a
v = —sinh2j ( isinh? o sinh a cosh v )

On a affaire a une matrice cyclique de matrice 2 x 2. Il n’est pas difficile
d’établir les valeurs propres et les vecteurs propres d’une telle matrice : soit €, =
2m *

e’* % une racine n-ieme de 'unité. Considerons la matrice M, = u+ekv+e;‘_1v
et supposons qu’on arrive & lui trouver 2 valeurs propres xj et xj, et les 2

!
vecteurs propres associés g = ( Zk’l ) et g, = ( zf“ ) Alors peut vérifier
k,2 k,2

isinh 23

0
0
0
0

cosh 203

0
0

o

Q*O'

(=




gk Ik

!
€L Ik kI
€49k , 19k
que hy = et hy, = sont des vecteurs propres pour
n—1 n—1 1
€k Ik €k Ik

O(AY/2 BAY/?) associés au valeurs propres xj et X,
Il s’agit donc de calculer les valeurs propres et les vecteurs propres des n
matrices My, (k=0,...,n—1). (On va faire des gros calculs!) On a

Ak Mk
M, =
k ( i Ak >

2
Ar = cosh 2a cosh 23 — cos(k—ﬂ) sinh 2asinh 23,
n

avec

2 2
wp = — sin(k—ﬂ-) sinh 23 — i cosh 23 sinh 2 + ¢ cos(k—ﬂ-) sinh 23 cosh 2a.
n n
D’accord, Dexpression de puj, n’est pas trés avenante, mais si on fait le calcul,

on trouve det My = 1, ce qui facilite les choses : on en déduit que les valeurs
propres X et x}, sont les racines (inverses I'une de I’autre) de

X222 +1=0

Xk =M +1/A7 — 1,
X;g :)\k—\/)\%—l.
On doit aussi chercher les vecteurs propres gy et g, : gr = ( 9k.1 > doit

gk,2
g1 (=A% = 1) + gropr = 0

donc on peut prendre par exemple

et donc on a

véfifier la relation

Kk
gk = ( > -
VAL -1
De la méme maniere on prendra
9k = ( - >
JN 1

On a donc trouvé les 2n valeurs propres et on peut sait maintenant écrire
les 2n vecteurs propres de O(A'/2BA'/?) hy et b}, (pour k=0,...,n—1)

gk

€Lk

629k
hy = k

n—1

€ gk

10



!
Ik
!
€LYy,
21
r_ €Ik
hy, =

% Ik

Il reste maintenant & mettre en évidence que O(A'/? BA'/?) se décompose en
n rotations dans n plans orthogonaux. On se souvient que les 2 valeurs propres
d’une rotation sont inverses 'une de ’autre, et justement on a ici pour tout
k=0,...,n—1 (et en identifiant les indices n et 0)

1 1
Xk =Xn—k = —7 =

Xk Xn—k
(c’est une conséquence du fait A\ = A,,—g)

L’opérateur O(A'/2BA'Y/?) se décompose en n rotations dans n plans les n
plans orthogonaux suivants

(ho, h6)7 (hlv h;,l), (h27 2172)7 ey (hn—lv hll)

En effet hy est orthogonal & tous les h; et les h;- dés que j # n — k, car en

appliquant la forme bilinéraire, on peut faire apparaitre le facteur Elnz_ol ehti =
0. Ensuite on vérifie que hy, et h,—j sont aussi orthogonaux, et de méme pour hj,
et h!._, :la forme bilinéaire appliquée & hy et & h,_;, fait apparaitre le facteur

Gk1Gn—k1 + Gk 2Gn—k2 = fkin-k +Ap— 1

0

Donc on a bien justifié qu’on pouvait appliquer les relations établies précé-
demment pour calculer les valeurs propres de T'. Ces valeurs propres sont les 2™

nombres
(Mo £ /A2 =1 (A £ /A2 —1) ... (A1 /A2 | —1)/2

On a affaire & des valeurs réelles positives. Notons les (ziq)a=1,... 2n, €t appelons
&mae la plus grande d’entre elles. C’est bien sir celle ou tous les £ sont des +.
Elle s’écrit

max

_ 2
I3 = szé cosh 2accosh 23 — cos(k—ﬂ-) sinh 2a:sinh 23
n

2
+\/(c0sh 2ccosh 28 — cos(k%) sinh 2a:sinh 28)% — 1

En fait, c’est la seule qui va avoir un role dans I’étude du comportement as-
symptotique de Z(3) =" &0

C’est le moment de remettre le p™ qu’on avait laissé de coté au début. On
peut aussi remplacer les termes avec des « par des termes avec des 8 (rappel :
on a la relation tanh a = e=2%) :

1 + tanh® h?2
cosh 2a = Cosh2 O{(]_ + tanh2 Oé) — + tanh”™ « CcOS ﬁ

1 —tanh®>q  sinh 28
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et
tanh 1
sinh 2a = 2 cosh? artanh o = 2 an a2 = —
1 —tanh’« sinh2g

Donc &4, s’écrit,(en tenant compte du p” = (2sinh 23)"/?)

_ 2
.. =20 Z:é cosh? 23 — sinh 23 cos(k%)

4—\/(cosh2 23 — sinh 23 (:05(192—7r))2 — sinh® 2
n

3 La limite quand n et m tendent vers I’infini

On a au départ 'expression

Z(ﬁ) = Z €B Zl] Jgag+1+,3 ZIJ Uggg+1
o

avec les indices i et j variant de 1 a n et de 1 & m. On s’attend donc a ce que
la quantité Z(f) soit de l'ordre de grandeur de e™”. Pour cette raison, on va
étudier le comportement de

F(B) = lim Lan(,B)

m,n—o0 Mn

cette quantité est appelée «énergie libre».

quand m tend vers l’infini : On voit que la contribution de &4, va écraser
les contributions fournies par les autres valeurs propres

i]nZ(/@):%anfg:%lnfmaz-f-%ln(l—l— Z ( fa )m)

mn b tEman SMOT

lim 1 InZ(B) = 1 Iné&naz
n

m—o0 Mn

quand n tend vers D’infini : La quantité %ln Emar va faire apparaitre une
somme de Riemann :

1 1 n=l [ cosh® 23 — sinh 23 cos(k2X)
Elnfm,w = 5 <1n2" +1nkl:[0 (

n2 1 Sl ( cosh” 23 — sinh 23 cos(k2Z)
n

Par le théoreme des sommes de Riemann, on trouve enfin

1
F = li —InZ
B =m0 Z0)
In2 1 [ cosh? 23 — sinh 23 cos #
Jomp, n3pe _
2 2 /o +\/(cosh 283 — sinh 23 cos #)? — sinh” 23
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+\/(cosh2 23 — sinh 28 cos(k3X))? — sinh? 23

do

2w

+/(cosh? 26 — sinh 25 cos(k2))? — sinh? 25

)

)



Voila, on est arrivé au bout de ce calcul. Ce résultat a été établi pour la
premiere fois par Onsager en 1944. En 1949, Kaufman obtient ce résultat avec
une méthode simplifiée, et c’est celle que nous venons de voir.

Il existe encore d’autres méthodes pour y parvenir. Dans certains livres, le
résultat apparait sous une écriture plus compacte :

df,dbs
472

27 27
F(B)=In2+ % / / In(cosh? 23 — sinh 23(cos 8, + cos B,))
o Jo

Avec un peu de travail sur les intégrales de fonctions analytiques, on arrive a
se convaincre que les deux expressions sont égales. Ce travail est fait dans [3],
p.86.

Il reste & mettre en application tous ces résultats, c’est-a-dire mettre en
évidence la température critique et les phénomenes de transitions de phases du
modele d’Ising.

la température critique : Dans ’expression

df,dbs
472

27 27
F(B)=In2+ % / / In(cosh? 23 — sinh 23(cos 8, + cos B,))
o Jo

la quantité sous le In doit étre strictement positive (a priori). Et en effet, elle
atteint son minimum pour #; = 0 et > = 0 et ce minimum est :

cosh? 23 — 2sinh 23 = (sinh 263 — 1)?
Il est bien strictement positif, sauf pour la valeur critique 3. qui vérifie
sinh28. =1

En fait, la quantité F(8;) est quand méme bien définie, mais si on pousse
les calculs, on peux mettre en évidence que F' cesse d’étre analityque juste en
la valeur .. C’est la particularité mathématique la plus remarquable de cette
fonction «énergie libre». i s’appelle la température critique et c’est au niveau
de cette température que le modele change sensiblement de comportement : en
dessous de cette température, les spins ont fortement tendance a s’aligner, tandis

qu’au-dessus les configurations sont plus désordonnées, et plus homogenes.
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