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� Introduction

Le mod�ele d�Ising a �et�e introduit dans les ann�ees ��� a�n de mod�eliser de
fa	con simple certains ph�enom�enes physiques� comme l�aimantation� ou les inter

actions entre particules dans un m�elange de deux phases liquides� Sa description
est simple � il s�agit d�un r�eseau Z�� avec en chaque site 
i� j� de ce r�eseau un spin
�
j
i �egal �a �� ou ��� D�abord on va supposer ce r�eseau �ni et rectangulaire� de

taille n�m et pour simpli�er les calculs on va ��recoller�� les bords du rectangle

 on identi�e les sites 
�� j� avec 
n� �� j� et les sites 
i� �� avec 
i�m� ����

On veux traduire le fait que � spins voisins ont tendance �a avoir la m�eme
valeur� Pour cela on d�e�nit une �energie pour chaque con�guration � �
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Par exemple� quand tous les spins sont align�es� l��energie est plus petite� 
la
con�guration est plus ��stable����

Selon les lois de la physique� la probabilit�e qu�on soit dans une certaine
con�guration � est proportionnelle �a la quantit�e e��E���� o�u � est un facteur
qui fait intervenir la temp�erature et la constante de Boltzman� Disons que � est
��l�inverse de la temp�erature���

Comme la somme de toutes les probabilit�es pour chaque con�guration pos

sible doit valoir �� la probabilit�e d�une con�guration �� est en fait �
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o�u � parcours l�ensemble de toutes les con�gurations de spins possibles 
�nm

con�gurations au total��
On appelle Z
�� la fonction de partition� Elle est utile car elle sert �a mettre en

�evidence un ph�enom�ene appel�e ��transition de phase�� � il existe une temp�erature
critique �

�c
en dessous de laquelle les spins ont tendance �a s�aligner� tandis qu�au


dessus de cette temp�erature les spins sont orient�es de fa	con plus chaotique�
Ici� le but est de calculer la fonction de partition Z
���

�



Il est commode d�identi�er une con�guration � 
 une attribution de �� ou
de �� pour n�m spins�� avec m parties de ��pile ou face�� �a n lancers� Pour une
partie �� on note �
j� le r�esultat du j
i�eme lancer� On identi�e bien s�ur� � avec

��� � � � � �m� tel que

�
j
i � �j
i� �i � �� � � � � n� j � �� � � � �m

Ainsi� la fonction de partition s��ecrit �
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� Calcul de valeurs propres

��� La matrice de transfert

On introduit � � le C 
espace vectoriel de dimension �n avec une base 
e����
index�ee par les parties de ��pile ou face�� �a n lancers�

En rempla	cant formellement les ��e��� par les ��e�� e�� � � �� e��� 
� avec n
symboles successifs e� ou e� correspondant aux n r�esultats de la partie ��� on
voit en fait que � � 
C � ��n avec 
e�� e�� qui est une base de C � �

On va �ecrire que Z est la trace d�une matrice agissant sur � 
une matrice
�n��n� avec des lignes et des colonnes index�ees par les parties de ��pile ou face��
�a n lancers� � apr�es avoir remarqu�e que pour toute matrice A � 
ai�k�i�k � on a �
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ceci avec la convention im�� � i�� Il apparait alors que 
toujours avec la conven
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Z �
X

������ ��m

mY
j��

e�
P

i
�
P

i
�j�i��j���i���j���i��j���i��� � Tr
Tm�

avec T � 
t��������� � et t���� � e�
P

i
��i����i���

P
i
���i����i���

On appelle T la matrice de transfert� Ainsi� le calcul de Z passe par le calcul
des �n valeurs propres de T � qu�on note 
���������� ��n � On a Z �

P
� �

m
� �

On va d�e�nir deux matrices A et B telles que T � AB� o�u A � 
a��������� �

avec a���� � e�
P

i ��i��
��i� et B � 
b��������� � avec b���� � �����e�

P
i �

��i����i���


A est une matrice sym�etrique� B est une matrice diagonale��

��� Les matrices de Pauli

On exprime A et B �a l�aide des trois matrices de Pauli qu�on d�e�nit de la
mani�ere suivante �

x �

�
� �
� �

�
� y �

�
� �i
i �

�
� z �

�
� �
� ��

�
�

On a les relations x� � I � y� � I � z� � I et xy � iz� De plus elles anticom

mutent deux �a deux�

�



Comme elles agissent sur l�espace C � � on peut les faire agir sur chacun des n
sites du produit tensoriel en d�e�nissant les op�erateurs 
xj�j������ �n� 
yj�j������ �n
et 
zj�j������ �n qui agissent sur � de la fa	con suivante �

xj � I � � � � I � x� I � � �� I


ci
dessus� le x est �a la j
i�eme place�� et de m�eme pour les op�erateurs yj et les
zj �

Il vient alors �
B � e�

P
j
zjzj�� �

Pour A� on v�eri�e facilement que A �W � � � ��W � o�u W est un op�erateur
sur C � d�e�nit comme ceci �

W �

�
e� e��

e�� e�

�
�

En remarquant qu�on a les �egalit�es

	e�x �

�
	 cosh
 	 sinh

	 sinh
 	 cosh


�
�

�
e� e��

e�� e�

�
�W

�a condition de prendre 
 et 	 tel que tanh
 � e��� et 	 � 
� sinh ������� Il
vient

A � 	ne�
P

j xj �

On va pour l�instant ��oublier�� le facteur 	n pour ne pas s�encombrer� On va
aussi �echanger les r�oles de x et de z pour des raisons de commodit�e dans ce qui
va suivre� 
on peut v�eri�er facilement que cet �echange de x et de z revient �a
conjuger les matrices par un automorphisme de � et donc cela ne va pas changer
les valeurs propres�

On aura donc
A � e�

P
n
j�� zj � B � e�

P
n
j�� xjxj��

On voit d�eja que � et 
 ont des r�oles un peu semblable� alors qu�on a la
relation tanh
 � e���� On d�e�nira plus tard la ��temp�erature critique�� comme
la valeur de � qui r�ealise � � 
�

Remarquons d�es maintenant que les valeurs propres de T 
� AB� sont
r�eelles� En e�et� A et B sont sym�etriques inversibles� et les valeurs propres
de AB sont les m�emes que celles de A

�
�BA

�
� � et cette derni�ere matrice est r�eelle

sym�etrique� donc �a valeurs propres r�eelles�

��� La transformation de Jordan�Wigner

On introduit les �n matrices 
Xj�j������ �n et 
Yj�j������ �n� qui agissent sur �
ainsi �

Xj � z � � � �� z � x� I � � � �� I

Yj � z � � � �� z � y � I � � � �� I


ci
dessus� le x et le y apparaissent en j
i�eme position�
Ces matrices anticommutent entre elles et leur carr�e vaut l�identit�e� En re


marquant que pour tout j � �� � � � � n on a XjYj � izj � on peut alors �ecrire

A � e�i�
P

j
XjYj �

�



De m�eme on a pour tout j � �� � � � � n� � les relations Y�X� � ixjxj��� on
est donc tent�e d��ecrire

B � e�i�
P

n
j��

YjXj�� �

Le probl�eme est que cette �ecriture est fausse 
dommage �� car pour j � n on a
YnX� � iy � z � � � �� z � y �� ixnx�

Mais bon tant pis � On va quand m�eme faire comme si c��etait juste� On
pourrait v�eri�er que le comportement asymptotique de Z quand n et m sont
grands n�est pas modi��e� 
pour se consoler� on peut quand m�eme remarquer
ceci � Si on introduit P � l�op�erateur de parit�e� d�e�ni par P � z � z � � � � z� on
a alors YnX�
�P � � ixnx� et donc on a bien YnX� � ixnx� �a condition qu�on
se restreigne au sous
espace propre de P associ�e �a la valeur propre ��� qu�on
note ��� En fait �� est le sous
espace de � de dimension �n�� engendr�e par les
e� � � � �� e� o�u les symboles e� n�apparaissent un nombre impair de fois� Et
comme �� est stable par les op�erateurs zj et par les op�erateurs xjxj��� alors il
est aussi stable par AB� Par cons�equent� parmi les �n valeurs propres que l�on
va trouver pour T 
� AB� en utilisant la ��fausse�� matrice B� il y en aura quand
m�eme �n�� 
i�e� la moiti�e� de correctes� donc c�est pas trop mal� Pour plus de
rigueur� on pourra consulter ��� ou �����

��� Les matrices de spin

Ici� on va voir comment certaines matrices� appel�ees ��matrices de spin���
peuvent �etre associ�ees �a d�autres op�erateurs� plus simples� et qu�il existe des
liens entre les valeurs propres d�une matrice de spin et celles de l�op�erateur qui
lui est associ�ee� Apr�es on pourra appliquer cela �a notre matrice T � AB�

On d�e�nit le ��premier chaos�� C� comme l�ensemble des combinaisons li

n�eaires des �n matrices d�e�nies plus haut 
Xj�j � �� � � � � n et 
Yj�j � �� � � � � n�
Le premier chaos C� est donc un sous
espace de l�ensemble des op�erateurs sur
�� de dimension �n�

Comme les 
Xj�j������ �n et les 
Yj�j������ �n anticommutent� et leur carr�e vaut
l�identit�e� alors pour tout U et V � �el�ements de C�� la quantit�e UV � V U est un
op�erateur scalaire� On peut donc d�e�nir une forme bilin�eaire sym�etrique 
�� ���
sur C� � pour tout U et V �el�ements de C�� 
U� V � est tel que

�

�

UV � V U� � 
U� V �I


Attention� c�est une forme bilin�eaire sym�etrique complexe� pas une forme her

mitienne��

Pour tout op�erateur inversible R sur �� on peut consid�erer l�automorphisme
int�erieur I
R� � R�� � R sur End
�� 
les endomorphismes de ��� On dira que
R appartient au ��groupe de Cli�ord�� G lorsque I
R� pr�eserve le premier chaos
C�� et on note alors O
R� l�op�erateur induit par I
R� sur C��

Il est imm�ediat de constater que tous les op�erateurs sur C� de la forme O
R��
o�u R appartient �a G sont des op�erateur orthogonaux 
i�e qui pr�eservent la forme

�� ���� On a m�eme plus � tous les op�erateurs orthogonaux sur C� peuvent s��ecrire
sous la forme O
R� 
i�e� le morphisme de groupe R ��� R�� � R de G dans le
groupe des op�erateurs orthogonaux sur C� est surjectif�� En e�et� soit �� dans
C�� tel que �

�
� � I 
i�e� 
��� ��� � ��� on dira qu�une telle matrice est une matrice

de Dirac� On peut la consid�erer comme premier �el�ement d�une base 
�j�j�����n

�



de C�� orthonormale pour 
�� ��� Cela revient �a dire que tous les �j sont des
matrices de Dirac� et qu�elles anticommutent entre elles� Alors �� appartient au
groupe de Cli�ord G et on a

O
��� � C� ��� C�

�� ��� ��
�j ��� ���j�� � ��j �j �� �

Il appara��t que O
��� � �S	� � o�u S	� est la sym�etrie par rapport �a l�hyperplan
orthogonal �a ��� Et comme les �S 
o�u S est une sym�etrie� engendrent l�espace
des op�erateurs orthogonaux sur C�� alors tous les op�erateurs orthogonaux sur
C� peuvent bien s��ecrire comme des O
R��

Aussi� comme l�alg�ebre des op�erateurs sur � est engendr�ee par C�� il en
d�ecoule que si O
R� � I � alors I
R� � I � i�e� R est un op�erateur scalaire� Ainsi�
si on conna��tO
R�� on conna��tR �a un scalaire multiplicatif pr�es� Cette ambiguit�e
avec ce scalaire multiplicatif est emb�etante� car a priori� on ne va pas pouvoir
faire mieux que de d�eduire les valeurs propres de R �a partir de celles de O
R�
���a un scalaire multiplicatif pr�es��� On va quand m�eme s�en sortir en imposant
la condition detR � � 
ce sera le cas quand on prendra R � AB�� Ainsi� R
sera d�etermin�e �a un ��scalaire multiplicatif racine �n
i�eme�� pr�es� et comme on
sait que les valeurs propres de AB sont r�eelles� alors il su�ra juste de choisir la
racine �n
i�eme qui fait que les valeurs propres qu�on aura trouv�ees soient r�eelles�

en fait� l�application R �� O
R� qui va de fR 	 Gj detR � �g dans l�espace
des op�erateurs orthogonaux sur C� est un rev�etement �a �n feuillets�

Pour toute matrice R dans le groupe de Cli�ord G� v�e��ant detR � ��
nous dirons que R est ��la�� matrice de spin associ�ee �a l�op�erateur orthogonal
O
R� sur C�� m�eme s�il y a une ambiguit�e sur le choix de R� remarquons que
si R�� et R� sont des matrices de spin� alors R�R� est une matrice de spin� et
O
R�R�� � O
R��O
R���

��� Valeurs propres d�une matrice de spin

On note �j � Xj pour j � �� � � � � n� et �n�j � Yj pour j � �� � � � � n� Ainsi�

�j�j������ ��n est une base orthonormale de C��

une matrice de spin R � e
�
�
	k	l � Soit �k�l le produit de � �el�ements distincts

de la base� Consid�erons R � e
�
�
	k	l o�u � est un nombre complexe 
on va voir

que R est une matrice de spin�� En fait� comme 
�k�l�
� � �I � on a

R � cos
�

�
I � sin

�

�
�k�l

et

R�� � e�
�
�
	k	l � cos

�

�
I � sin

�

�
�k�l�

Pour tout H appartenant �a C�� on a

R��HR � cos�
�

�
H � sin�

�

�
�k�lH�k�l � cos

�

�
sin

�

�

H�k�l � �k�lH��

Prenons pour H une matrice �j � distincte de �k et de �l� on voit que �j
commute avec �k�l 
en e�et �j
�k�l� � ��k�j�l � 
�k�l��j�� On a donc

O
R�
�j� � R���jR � �j

�



tandis que si on prend pour H les matrices �k et �l on trouve

O
R�
�k� � R���kR � cos ��k � sin ��l

O
R�
�l� � R���lR � cos ��l � sin ��k

On voit donc que le premier chaos est pr�eserv�e� donc R est bien dans le
groupe de Cli�ord� On peut maintenant calculer les valeurs propres de R et de
O
R�� et les comparer�

On vient de mettre en �evidence que O
R� est une rotation plane d�angle
complexe � dans le plan engendr�e par �k et �l� et ses valeurs propres sont donc
ei
� e�i
 et � 
la valeur propre � a pour multuplicit�e �n� ���

Les valeurs propre de R � e
�
�
	k	l vont s�obtenir �a partir celles de �k�l�

car �k�l est diagonalisable� avec pour valeurs propres i et �i avec multiplicit�e
�n�� chacune� Ca se voit tout de suite dans le cas �k � X� et �l � Y�� car
X�Y� � iz � I � � � � � I � iz�� et cet op�erateur sur � envoie un �element de la
forme e� � � � �� e� sur i fois lui
m�eme si il y a un e� en premi�ere place et sur
�i fois lui
m�eme si il y a un e� en premi�ere place� il est donc bien de la forme
annonc�ee� Dans le cas g�en�eral� on peut se ramener �a ce cas en consid�erant un
op�erateur orthogonal sur C� qui envoie �k sur X� et �l sur Y�� Cet op�erateur
peut s��ecrire sous la forme O
Q�� via la surjectivit�e de R ��� O
R� � R�� � R
�etablie plus haut� Ainsi on a

Q���k�lQ � Q���kQQ
���lQ � X�Y�

et donc �k�l est lui aussi diagonalisable avec pour valeurs propres i et �i avec
des multiplicit�es �n��� On en d�eduit que les valeurs propres de R � e

�
�
	k	l sont

ei
�
� et e�i

�
� avec des multiplicit�e �n��� 
c�est seulement maintenant qu�on voit

que detR � �� donc R est bien une matrice de spin selon la convention d�e�nie
plus haut��

une matrice de spin R � e
Pn

k��

�k
�
XkYk � On consid�ere cette fois R �

e
P

n
k��

�k
�
XkYk � avec les �k complexes 
notons que les 
XkYk�k������ �n commutent

donc on a le droit de transformer l�exponentielle de la somme en produits d�ex

ponentielles� � R est une matrice de spin car c�est le produit de n matrice de

la forme e
�
�
	k	l vue au dessus�
Ce m�eme argument permet d�a�rmer d�es main


tenant que AB est une matrice de spin� via les �ecritures A � e�i�
Pn

j��
XjYj et

B � e�i�
P

n
j��

YjXj��� m�eme si ce n�est pas l�objet de ce paragraphe��
Cette fois on a

O
R� � O
e
��
�
X�Y��O
e

��
�
X�Y�� � � � O
e

�n
�
XnYn�

donc O
R� est un produit de n rotations 
c�f� le paragraphe pr�ec�edent� dans
n plans orthogonaux� ce qui fait que les �n valeurs propres de O
R� sont les
nombres

ei
� � e�i
� � ei
� � e�i
� � � � � � ei
n � e�i
n

il est �a noter que chacune des n rotations fournit � valeurs propres� inverses
l�une de l�autre�

Pour calculer les valeurs propres de R � e
P

n
k��

�k
�
XkYk � on va r�e�ecrire

R � e
��
�
X�Y�e

��
�
X�Y� � � � e

�n
�
XnYn

�



Pour k 	 ���n� on a en fait XkYk � izk� donc l�op�erateur e
�k
�
XkYk peut s��ecrire

ei
�k
�
zk � � ��� �

a� � � � �� ak�� � e� � ak�� � � �� an ��� ei
�k
� a� � � � �� ak�� � e� � ak�� � � �� an

a� � � � �� ak�� � e� � ak�� � � �� an ��� e�i
�k
� a� � � � �� ak�� � e� � ak�� � � �� an

ceci pour tout a�� � � � � ak��� ak��� � � � � an dans C � � Ainsi l�op�erateur R est dia

gonal dans la base des 
e� � � � �� e��� et un vecteur e� � � � � � e� est propre
pour la valeur propre

e�i
��
� e�i

��
� � � � e�i

�n
�

avec la m�eme suite de � et de � que dans l��ecriture du vecteur propre�
On constate alors que


�� 

��
� � 
�� 


��
� � � � � � 
n� 


��
n

sont les �n valeurs propres de O
R� 
avec 
k qui d�esigne l�une des deux valeurs
propres 
inverse l�une de l�autre� de la k
i�eme rotation dans O
R�� � tandis que



��� � � � 
��n ����

sont les �n valeurs propres de R� Ces relations semblent permettre de d�eduire �a
partir des valeurs propres d�un op�erateur orthogonal sur C� les valeurs propres
de ��la�� matrice de spin qui lui est associ�ee 
plus rigoureusement� il faudrait dire
��de l�une des �n matrice qui lui sont associ�ees���� Seulement elles ne sont pas
forc�ement vraies dans n�importe quel cas� il nous faut montrer que ces relations
sont encore valables dans le cas R � AB�

une matrice de spin dans un cas plus g�en�eral � On va �etendre les r�esul

tats ci
dessus dans le cas o�u O
R� est un produit de n rotations dans n plans
orthogonaux de C�� mais cette fois
ci� les n plans ne sont pas forc�ement les

X�� Y�� � � � 
Xn� Yn�� et on ne suppose plus rien sur R� si ce n�est que c�est une
matrice de spin 
detR � �� 
on verra plus tard que ce cas peut s�appliquer
�a O
A���BA����� ce qui sera satisfaisant car A���BA��� et AB ont les m�emes
valeurs propres � celles qu�on cherche��

On peut trouver une base orthonormale 
��� �
�
��� � � � � 
�n� �

�
n� adapt�ee aux

n plans des n rotations de O
R�� et d�esignons par �k l�angle 
complexe� de la
k
i�eme rotation� On a toujours le fait que les �n valeurs propres de O
R� sont
les nombres

ei
� � e�i
� � ei
� � e�i
� � ���� ei
n � e�i
n

En consid�erant l�op�erateur orthogonal sur C� qui envoie �� sur X�� �� sur X�����
etc et ��� sur Y�� �

�
� sur Y����� etc� on sait que cet op�erateur peut s��ecrire sous

la forme O
Q�� via la surjectivit�e de R ��� O
R� � R�� � R �etablie plus
haut� L�op�erateur O
Q�O
R�O
Q��� 
� O
QRQ���� est toujours produit de
n rotations dans n plans orthogonaux� avec les m�emes angles de rotation que
O
R�� mais cette fois les plans de rotation sont les 
X�� Y��� ��� �
Xn� Yn�� On
retombe bien sur ce qu�on a vu plus haut � on sait que cet op�erateur s��ecrit

O
e
Pn

k��

�k
�
XkYk� on a donc

O
QRQ��� � O
e
P

n
k��

�k
�
XkYk�

�



et
QRQ�� � e

P
n
k��

�k
�
XkYk

R � Q��e
Pn

k��

�k
�
XkYkQ


ces deux derni�ere �egalit�e ne sont valable que quitte �a remplacer R par 	R� avec
	 racine �n
i�eme de l�unit�e� ceci �a cause de l�ambiguit�e sur les matrices de spin��

Ainsi� si on pose 
k � ei
�k
� pour k � �� � � � � n� on peut encore �ecrire 
quitte

�a remplacer R par 	R� que les �n racines de R sont les



��� � � � 
��n ����

obtenues �a partir de 
�� 

��
� � 
�� 


��
� � � � � � 
n� 


��
n � les �n racines de O
R��

��	 Application aux valeurs propres de la matrice de trans�

fert T

On va appliquer ce qui pr�ec�ede �a A���BA��� 
qui a les m�emes valeurs propres
que T �� Pour 	ca� on doit d�abord montrer que O
A���BA���� est un produit de
n rotations dans n plans orthogonaux� et ensuite on pourra calculer ses valeurs
propres� et en d�eduire celles de T � Mais en fait� on a tout de suite besoin de
connaitre les valeurs propres de O
A���BA���� a�n d��etablir sa d�ecomposition
en n rotations dans des plans orthogonaux�

�ecriture de O
A���� � De A � e�i�
P

k XjYk � on tire A��� � e�i
�
�

P
k XjYk et

O
A���� � O
e�i
�
�

P
k
XjYk�� On a vu plus haut comment ce genre d�op�erateur

s��ecrivait dans la base des 
X�� Y�� X�� Y�� ���� Xn� Yn� 
ici les �k valent tous �i
�
et on a cos
�i
� � cosh
 et sin
�i
� � �i sinh
�

O
A���� �

�
BBBBBBBBBB�

cosh
 �i sinh
 � � � � � � � � � �
i sinh i
 cosh
 � � � � � � � � � �

� � cosh
 �i sinh
 � � � � � � � �
� � i sinh
 cosh
 � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � cosh
 �i sinh

� � � � � � � � � � i sinh
 cosh


�
CCCCCCCCCCA

O
A���� est diagonale par bloc �

O
A���� �

�
BB�

a � � � � O

� a � � � O

� � � � � �

� � � � � a

�
CCA avec a �

�
cosh
 �i sinh

i sinh i
 cosh


�

�ecriture de O
B� � On proc�ede de m�eme pour O
B�� A partir de B �
e�i�

Pn
k�� YkXk��� on a O
B� � O
e�i�

Pn
k�� YkXk��� 
ici� c�est �� qui joue les

�



r�oles des �k�

O
B� �

�
BBBBBBBBBB�

cosh �� � � � � � � � � � � i sinh ��
� cosh �� �i sinh �� � � � � � � � � �
� i sinh �� cosh �� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � cosh �� �i sinh �� �
� � � � � � � � � i sinh �� cosh �� �

�i sinh �� � � � � � � � � � � cosh ��

�
CCCCCCCCCCA

O
B� s��ecrit ausii par bloc �O
B� �

�
BBBBBBBBBB�

b c� � � � � � � � � � � � � � � � c

c b c� � � � � � � � � � � � � � � �
� c b c� � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � c b c� �
� � � � � � � � � � � � � � � c b c�

c� � � � � � � � � � � � � � � � c b

�
CCCCCCCCCCA

avec b �

�
cosh �� �

� cosh ��

�
et c �

�
� i sinh ��
� �

�

�ecriture et valeurs propres de O
A���BA���� � le fait qu�on ait O
A����
diagonal par bloc rend le produit de matrice facile �a e�ectuer �

O
A���BA���� �

�
BBBBBBBBBB�

u v� � � � � � � � � � � � � � � � v

v u v� � � � � � � � � � � � � � � �
� v u v� � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � v u v� �
� � � � � � � � � � � � � � � v u v�

v� � � � � � � � � � � � � � � � v u

�
CCCCCCCCCCA

avec u � aba� v � aca� et v� � ac�a � 
aca���
apr�es calculs� on obtient

u � cosh ��

�
cosh �
 �i sinh �

i sinh �
 cosh �


�
�

v � � sinh ��

�
sinh
 cosh
 �i cosh� 


i sinh� 
 sinh
 cosh


�
�

On a a�aire �a une matrice cyclique de matrice � � �� Il n�est pas di�cile
d��etablir les valeurs propres et les vecteurs propres d�une telle matrice � soit �k �
eik

��
n une racine n
i�eme de l�unit�e� Considerons la matriceMk � u��kv��

n��
k v�

et supposons qu�on arrive �a lui trouver � valeurs propres 
k et 
�k et les �

vecteurs propres associ�es gk �

�
gk��
gk��

�
et g�k �

�
g�k��
g�k��

�
� Alors peut v�eri�er

 



que hk �

�
BBBBBB�

gk
�kgk
��kgk
�

�

�n��k gk

�
CCCCCCA

et h�k �

�
BBBBBB�

g�k
�kg

�
k

��kg
�
k

�

�

�n��k g�k

�
CCCCCCA

sont des vecteurs propres pour

O
A���BA���� associ�es au valeurs propres 
k et 
�k�
Il s�agit donc de calculer les valeurs propres et les vecteurs propres des n

matrices Mk� 
k � �� � � � � n� ��� 
On va faire des gros calculs �� On a

Mk �

�
�k �k
��k �k

�

avec

�k � cosh �
 cosh �� � cos
k
��

n
� sinh �
 sinh ���

�k � � sin
k
��

n
� sinh �� � i cosh �� sinh �
� i cos
k

��

n
� sinh �� cosh �
�

D�accord� l�expression de �k n�est pas tr�es avenante� mais si on fait le calcul�
on trouve detMk � �� ce qui facilite les choses � on en d�eduit que les valeurs
propres 
k et 
�k sont les racines 
inverses l�une de l�autre� de

X� � ��k � � � �

et donc on a


k � �k �
q
��k � ��


�k � �k �
q
��k � ��

On doit aussi chercher les vecteurs propres gk et g�k � gk �

�
gk��
gk��

�
doit

v�e��er la relation

gk��
�
q
��k � �� � gk���k � �

donc on peut prendre par exemple

gk �

�
�kp
��k � �

�
�

De la m�eme mani�ere on prendra

g�k �

�
��kp
��k � �

�
�

On a donc trouv�e les �n valeurs propres et on peut sait maintenant �ecrire
les �n vecteurs propres de O
A���BA���� hk et h�k 
pour k � �� � � � � n� ��

hk �

�
BBBBBB�

gk
�kgk
��kgk
�

�

�n��k gk

�
CCCCCCA

��



h�k �

�
BBBBBB�

g�k
�kg

�
k

��kg
�
k

�

�

�n��k g�k

�
CCCCCCA

Il reste maintenant �a mettre en �evidence que O
A���BA���� se d�ecompose en
n rotations dans n plans orthogonaux� On se souvient que les � valeurs propres
d�une rotation sont inverses l�une de l�autre� et justement on a ici pour tout
k � �� � � � � n� � 
et en identi�ant les indices n et ��


k � 
n�k �
�


�k
�

�


�n�k


c�est une cons�equence du fait �k � �n�k�
L�op�erateur O
A���BA���� se d�ecompose en n rotations dans n plans les n

plans orthogonaux suivants


h�� h
�
��� 
h�� h

�
n���� 
h�� h

�
n���� � � � � 
hn��� h

�
��

En e�et hk est orthogonal �a tous les hj et les h�j d�es que j �� n � k� car en

appliquant la forme bilin�eraire� on peut faire appara��tre le facteur
Pn��

l�� �k�j �
�� Ensuite on v�eri�e que hk et hn�k sont aussi orthogonaux� et de m�eme pour h�k
et h�n�k � la forme bilin�eaire appliqu�ee �a hk et �a hn�k fait appara��tre le facteur

gk��gn�k�� � gk��gn�k�� � �k�n�k � ��k � �

� � � �

� �

Donc on a bien justi��e qu�on pouvait appliquer les relations �etablies pr�ec�e

demment pour calculer les valeurs propres de T � Ces valeurs propres sont les �n

nombres



�� 

q
��� � ��
�� 


q
��� � �� � � � 
�n�� 


q
��n�� � ������

On a a�aire �a des valeurs r�eelles positives� Notons les 
xi��������� ��n � et appelons
�max la plus grande d�entre elles� C�est bien s�ur celle o�u tous les 
 sont des ��
Elle s��ecrit

��max �
Qn��

k�� cosh �
 cosh �� � cos
k
��

n
� sinh �
 sinh ��

�

r

cosh �
 cosh �� � cos
k

��

n
� sinh �
 sinh ���� � �

En fait� c�est la seule qui va avoir un r�ole dans l��etude du comportement as

symptotique de Z
�� �

P
� �

m
� �

C�est le moment de remettre le 	n qu�on avait laiss�e de c�ot�e au d�ebut� On
peut aussi remplacer les termes avec des 
 par des termes avec des � 
rappel �
on a la relation tanh
 � e���� �

cosh �
 � cosh� 

� � tanh� 
� �
� � tanh� 


�� tanh� 

�

cosh ��

sinh ��

��



et

sinh �
 � � cosh� 
 tanh
 � �
tanh


�� tanh� 

�

�

sinh ��

Donc �max s��ecrit�
en tenant compte du 	n � 
� sinh ���n���

��max � �n
Qn��

k�� cosh� �� � sinh �� cos
k
��

n
�

�

r

cosh� �� � sinh �� cos
k

��

n
��� � sinh� ��

� La limite quand n et m tendent vers l�in�ni

On a au d�epart l�expression

Z
�� �
X
�

e�
P

i�j
�j
i
�j
i��

��
P

i�j
�j
i
�j��
i

avec les indices i et j variant de � �a n et de � �a m� On s�attend donc �a ce que
la quantit�e Z
�� soit de l�ordre de grandeur de emn� Pour cette raison� on va
�etudier le comportement de

F 
�� � lim
m�n��

�

mn
lnZ
��

cette quantit�e est appel�ee ���energie libre���

quand m tend vers l�in�ni � On voit que la contribution de �max va �ecraser
les contributions fournies par les autres valeurs propres

�

mn
lnZ
�� �

�

mn
ln
X
�

�m� �
�

n
ln �max �

�

mn
ln
� �

X
�� ���max



��

�max
�m�

lim
m��

�

mn
lnZ
�� �

�

n
ln �max

quand n tend vers l�in�ni � La quantit�e �
n ln �max va faire appara��tre une

somme de Riemann �

�

n
ln �max �

�

�n

�
ln �n � ln

n��Y
k��

�
cosh� �� � sinh �� cos
k ��n �

�
q

cosh� �� � sinh �� cos
k ��n ��� � sinh� ��

��

�
ln �

�
�

�

�n

n��X
k��

ln

�
cosh� �� � sinh �� cos
k ��n �

�
q

cosh� �� � sinh �� cos
k ��n ��� � sinh� ��

�

Par le th�eor�eme des sommes de Riemann� on trouve en�n

F 
�� � lim
m�n��

�

mn
lnZ
��

�
ln �

�
�

�

�

Z ��

�

ln

�
cosh� �� � sinh �� cos �

�
q

cosh� �� � sinh �� cos ��� � sinh� ��

�
d�

��

��



Voila� on est arriv�e au bout de ce calcul� Ce r�esultat a �et�e �etabli pour la
premi�ere fois par Onsager en � ��� En � � � Kaufman obtient ce r�esultat avec
une m�ethode simpli��ee� et c�est celle que nous venons de voir�

Il existe encore d�autres m�ethodes pour y parvenir� Dans certains livres� le
r�esultat appara��t sous une �ecriture plus compacte �

F 
�� � ln � �
�

�

Z ��

�

Z ��

�

ln
cosh� �� � sinh ��
cos �� � cos ����
d��d��

���

Avec un peu de travail sur les int�egrales de fonctions analytiques� on arrive �a
se convaincre que les deux expressions sont �egales� Ce travail est fait dans ����
p����

Il reste �a mettre en application tous ces r�esultats� c�est
�a
dire mettre en
�evidence la temp�erature critique et les ph�enom�enes de transitions de phases du
mod�ele d�Ising�

la temp�erature critique � Dans l�expression

F 
�� � ln � �
�

�

Z ��

�

Z ��

�

ln
cosh� �� � sinh ��
cos �� � cos ����
d��d��

���

la quantit�e sous le ln doit �etre strictement positive 
a priori�� Et en e�et� elle
atteint son minimum pour �� � � et �� � � et ce minimum est �

cosh� �� � � sinh �� � 
sinh �� � ���

Il est bien strictement positif� sauf pour la valeur critique �c qui v�eri�e

sinh ��c � �

En fait� la quantit�e F 
�c� est quand m�eme bien d�e�nie� mais si on pousse
les calculs� on peux mettre en �evidence que F cesse d��etre analityque juste en
la valeur �c� C�est la particularit�e math�ematique la plus remarquable de cette
fonction ���energie libre��� �

�c
s�appelle la temp�erature critique et c�est au niveau

de cette temp�erature que le mod�ele change sensiblement de comportement � en
dessous de cette temp�erature� les spins ont fortement tendance �a s�aligner� tandis
qu�au
dessus les con�gurations sont plus d�esordonn�ees� et plus homog�enes�
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