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1 Précisions sur la complexité

Définition 1.1 Un algorithme sur les entiers sera dit polynomial en la taille des données si le
nombre d’opérations arithmétiques élémentaires est dominé par un polynome en le logarithme du
plus grand entier des données.

Cette définition est raisonnable car un entier n est codé en base 2 et occupe donc un espace de
log,(n) en mémoire.

La majeure partie de cet exposé s’attache a montrer que le probléme de la factorisation des
polynomes a coeflicients entiers est dans la classe P, c’est-a-dire qu’il existe un algorithme qui résout
ce probléme en temps polynomial (par rapport aux entiers des coefficients et au degré du polynéme)

Il ne s’agit pas de l'algorithme le plus efficace dans les cas courants et c’est pourquoi nous nous
attacherons principalement au caractére polynomial de la complexité et non pas a I'optimalité.

2 Algorithme de Berlekamp

2.1 Lemme de Berlekamp

Dans cette section, nous allons considérer un algorithme de factorisation des polynémes a coeffi-
cients entiers dans les corps finis, celui de Berlekamp. C’est certainement la méthode la plus connue
pour les corps finis car son implémentation est relativement aisée et son coiit est polynomial en le
degré du polynome.

Plus précisément, il s’agit d’un algorithme de factorisation de polynémes sans facteurs carrés,
dans [F,[X], pour p premier. En fait, I'idée générale marche pour tous les corps finis, mais les calculs
de base (addition, multiplication, inverse) sont plus faciles dans F,,.

Nous allons rappeler deux lemmes d’algébre élémentaire, qui nous permettront d’établir le principe
fondamental de I’algorithme. Dans la suite, on notera p un nombre premier.

k
Proposition 2.1.1 (Lemme Chinois) Soit A un anneau principal et v € A avec x = [[ p{" sa

i=1
décomposition en produit d’irréductibles, alors on a l'isomorphisme suivant :

A = 1A/

— _,o1 _ %k
a — (aPr ..., 4Pk .

Proposition 2.1.2 (Lemme de Rupture) Si f est un polynome irréductible sur F, alors le quo-
tient F,[X]/(f) est une extension finie de corps de F,, dans laquelle f admet une racine. On lappelle
corps de rupture de f sur IF,.

On en déduit le résultat suivant :

Soit f un polyndme a coefficients entiers sans facteurs carrés, alors F,[X]/(f) est isomorphe & un
produit direct de corps finis.

C’est une conséquence évidente des lemmes qui précédent. Notons que I'isomorphisme chinois est
un isomorphisme d’algebre. Nous allons maintenant énoncer et démontrer le lemme de Berlekamp
qui donne une expression intéressante du polynome a factoriser.

Proposition 2.1.3 (Lemme de Berlekamp) Soit f un polynéme sur F, sans facteurs carrés, on
note A lalgébre F,[X]/(f) et S Uendomorphisme de A comme espace vectoriel sur F, :

S:A— A

a— a?’ — a.



Sit € ker S alors on a l’égalité suivante :

f=1] peed(f,t —a) .

aclF,

Preuve :

» On peut supposer f # 0. Grace a I'isomorphisme chinois, on va pouvoir travailler sur le produit
de corps pour déterminer le noyau de S. En effet si ¢ € ker S alors chaque composante ¢; de t (vu
comme vecteur du produit de corps) vérifie 'équation ¢ — t; = 0 dans une extension de F,. Or par
définition méme de IF, cela signifie que ¢; € F, . Dés lors, dans ’algebre produit, ker S est le produit
des .

Ainsi si on pose f =[] f; ot les f; sont irréductibles sur F, et tous distincts (décomposition sans
facteurs carrés), t — a a pour *™® composante t; — « dans Palgébre produit. Donc si o = ¢; alors t —
est divisible par f;. Ceci prouve que f divise [][ pged(f,t — «)

a€cF

D’un autre c6té une écriture de Bézout montpre immeédiatement que les ¢t — o, o € [F,, sont deux

a deux premiers entre eux. Ainsi les pged(f,t — a), a € F, sont deux a deux premiers entre eux et

divisent f et donc [] pged(f,t — «) divise f. <
ack,

Notons que nous avons confondu ¢ et un de ses représentants dans A (disons qu’a chaque fois que
I'on écrivait pged(f,t — «), on évoquait un représentant de t). Le fait que ¢ soit de degré strictement
inférieur & f montre que, si on peut trouver ¢ de degré supérieur a un, alors I'un des pged au moins
sera un diviseur de f distinct de f et de degré supérieur a un.

2.2 Noyau de Berlekamp

La question se pose maintenant de savoir si I’on peut trouver un élément du noyau de .S qui ne
soit pas une constante. La démonstration du lemme de Berlekamp fait apparaitre un résultat dans
cette direction :

Porisme 2.2.1 5@ f = f1... f. est la décomposition sans facteurs carrés de f, alors la dimension
de ker S comme F, espace vectoriel est r.

Ce résultat est important car il permet théoriquement de montrer que si f n’est pas irréductible,
alors on peut trouver un polynéme non constant dans ker S, et il donne pratiquement un critére de
terminaison de 1’algorithme.

Le calcul de I’endomorphisme S se fait via ’estimation des congruences suivantes :

deg f—1
? — gt = Z sijmj mod f, 0 <1< degf —1

J=0

et donc si on représente un élément ¢t € A par un vecteur colonne donnant ses coefficients dans la
base (1, ...z%/~1) la relation St = 0 permet de trouver les éléments du noyau par résolution d’un
systéme linéaire. (Les indéterminées étant bien str les composantes de )

2.3 Coitt de l’algorithme

Venons-en maintenant au cott de l'algorithme de Berlekamp. Trois étapes importantes inter-
viennent pour trouver un facteur non constant ou prouver l'irréductibilité.
Tout d’abord, rappelons les cotits des opérations « élémentaires » :

Proposition 2.3.1 Soient f,g € Z[X], avec g unitaire.

La division euclidienne de f par g peut se calculer en O(degg x (deg f — degg + 1)) opérations
élémentaires.

Le pged de f et g se calcule en O(deg f x deg g) opérations élémentaires.
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Preuve :
» L’algorithme de division euclidienne est trés simple : il consiste a retirer & f un polynome de
la forme cX'g afin de faire disparaitre le terme de degré le plus haut de f. Ceci cotite O(deg g)
opérations. On recommence autant de fois que nécessaire mais au plus deg f — degg + 1 fois.

Pour le calcul du pged, on déroule 'algorithme d’Euclide : en supposant deg f > deg g, on effectue
la division euclidienne f = ug + r¢ et on recommence avec g et ro. D’otl une complexité de 'ordre
de :

C (degg(degf —degg+ 1)+ degro(degg —degro+ 1) + Z degr;(degr;—y — degr; + 1))

=C (deg fdegg— degg(degg — degr) — Z degri(degr; 1 — degr;) + degg + Z deg ri>
<O (deg f deg g + (degg)?) < 2C deg f degg

<

Remarquons que les opérations dans F,, sont faciles, d’'une complexité au plus (log p)?, ce que I'on
assimilera & une constante pour la suite.

L’algorithme de Berlekamp résulte de la combinaison des trois étapes :

— le calcul de I'’endomorphisme S

— la résolution du systéme linéaire St = 0

— les calculs des pged(Q,t — «), a € .

Dans la suite, on notera n le degré du polyndéme (). La premiére étape consiste essentiellement
en n divisions euclidiennes de polynémes dont le degré est majoré par np : elle se fait donc en
O(n x (n(np —n))=0(pn?).

La deuxiéme est un pivot de Gauss sur un systéme de taille n, cela se fait donc en O(n?).

Enfin la troisiéme étape fait intervenir p divisions euclidiennes de polynémes de degré majoré par
n, d’ott un O(p x n?).

Au total on a O(p x n3) opérations pour trouver un facteur non constant ou pour prouver l'irré-
ductibilité.

3 Lemme de Hensel

L’algorithme de Berlekamp nous permet d’obtenir la factorisation dans Z/pZ (éventuellement 1'ir-
réductibilité) d’un polynome a coefficients entiers. On cherche & remonter cette factorisation modulo
ka, k > 1. Le lemme de Hensel va exaucer ce souhait.

Lemme 3.1 Soit P un polynome a coefficients entiers unitaire, et soit :
P = GlHl mod P

une factorisation de P en produit d’éléments premiers entre eux. Notons Uy et Vi des polyndomes
unitaires vérifiant :
degU; < deg H; et degV; < deg G
UGy +ViHi =1 modp

Alors pour tout K = 2% on a Uezistence d’uniques Gy, Hy, Uy, Vi dans Z/p®Z|X] tels que :

Gx = Gox  mod p¥, et de méme pour H,U,V,
Gk, Hg sont unitaires,
P = GgHyg dans 7./ p*Z,
UGy + Vi Hyg =1 dans Z/p" Z,
degUg < deg Hg, deg Vi < deg Gk

"Voir plus loin (paragraphe 5.1) pour le choix de p, qui en pratique n’excéde pas 100.



Preuve :
» On va procéder par récurrence en supposant les polynémes Hg, Gk, Vi, Uk construits au rang
K. Dés lors on pose le systéme d’équations :

Gox = Gk + pfgx (1)
Hoyr = Hy + p"hy

ot hg,gx € Z/p"7Z[X] les inconnues. On réécrit 1'égalité P — GxHir =0 mod p¥ en :
P—-GxHyg = pKRK mod p2K

En se rappelant qu'on veut P = Gox Hox mod p?*, le systéme (1) se réécerit en :
Grhkg + Hxkgx = Rk mod pK

I1 suffit donc de prendre :
hK = UKRK mod HK
g = VKRK mod GK

La construction de Uy et Vo se fait aussi de maniére récursive. On remarque que Uk est I'inverse
de Gk modulo Hg (et de méme pour Vi et Hg). La question se raméne donc & trouver 'inverse
de Goi connaissant celui de Gg. Posons Usg = 2U — GogU% mod Hog. On effectue les calculs
suivant modulo p*/X et on a :

UQKGQK == 2UKG2K - G%KUIQ( mod HQK
=1- (UKGQK - 1)2 mod HQK

oron a:
UkGaox = Ug(Gk + p" gk)
=1— HgVk + Urp®gx
ainsi
(UkGax — 1)? = (Ugp®grx — HxVi)? mod Hyx
= (Ugp®™gr — (Hag — p"hi)Vi)? mod Hop
=0 mod HQK

car Hx = Hop — p®hi et tous les calculs se font modulo p?%. C’est ce que 'on voulait démontrer.
On obtient des formules analogues pour V. <

Remarquons que le lemme de Hensel est un peu plus général puisqu’il affirme que I’on peut remon-
ter une factorisation de IF,[X] dans Z/p*Z pour tout k € N*. Néanmoins, ce relévement quadratique
sera amplement suffisant et la preuve présentée a I'avantage de donner directement un algorithme de
relévement :

Algorithme 1 HENSEL
Entrées: f,g,h,u,v € Z[X], p,k € N p premier, f = gh[p¥] et ug + vh = 1[pF].
Sorties : §,h, 1,0 € Z[X], f = gh[p?] et ug + vh = 1[p**].

re e (f = gh)

h «— h+ p* x D1Iv_ EUCLIDE(ur, h)
g« g+ p* x DIv_EUCLIDE(vr, g)
it «— D1v_ EUCLIDE(2u — u?§, h)

o «— DIv_ EUCLIDE(2v — v2h, §)
retourner g, ﬁ, U,V

Proposition 3.2 L’algorithme de relevement présenté ci-dessus est polynomial en le logarithme des
coefficients de f, en le degré de f, en p et en k. .



Preuve :
» En effet, tous les coefficients des polynomes sont majorés par max(|as|, p?*) ot les a; sont les
coefficients de f. De plus, tous les degrés de ces polynémes sont majorés par n.

Ensuite, les seules opérations utilisées sont la multiplication, ’addition et la division euclidienne
des polynomes, qui sont bien de cofit polynomial en les données.

En supposant que p¥ > max |a;|, ce qui correspond au cadre dans lequel on va utiliser 'algorithme,
on peut estimer le cott de cet algorithme a O(k? x n?) o la présence du k? s’explique par le fait que
les opérations arithmétiques de base ne peuvent plus étre considérées comme temps constant. <

Remarquons que 'on peut relever une factorisation de F,[X| dans Z/ kaZ en temps polynomial
si 2% est polynomial en les données : en effet toutes les remontées le seront et le nombre de remontées
aussi.

4 L’algorithme LLL

Bien que de nature apparemment géométrique, I’algorithme LLL, du nom de ses inventeurs A.
Lenstra, H. Lenstra et L. Lovasz, a été initialement concu pour la factorisation des polynémes. Etant
donné un réseau de Q",* son but est de trouver une base de vecteurs presque orthogonaux dont les
normes sont graduellement petites.

Définition 4.0.2 (Réseaux) Un réseau de Q™ est un sous Z—module de Q™ de type fini.
La dimension d’un réseau est le cardinal d’une partie génératrice minimale.

Généralement, un réseau est présenté comme un sous-groupe discret® de R™. Un résultat classique
montre en fait que tout sous-groupe discret de R” est isomorphe a Z¢ avec d < n. La dimension est
alors d et les deux visions sont essentiellement les mémes. Notons qu’une partie génératrice minimale
peut étre de cardinal strictement plus grand que n.

Ceci dit, dans la suite, on confondra parfois une famille libre* et le réseau qu’elle engendre et la
dimension sera simplement le cardinal de la famille libre.

Définition 4.0.3 Soit m < n. On appelle déterminant du réseau engendré par une famille libre
A= (a1,...,an) la quantité A = det(*AA)

On vérifie facilement qu’il ne dépend pas de la base choisie.

4.1 Orthogonalisation de Gram—Schmidt

Dans toute la suite, nous noterons ||.|| la norme euclidienne d’un vecteur. On identifiera le poly-

n
nome f = > a; X" avec le vecteur formé de ces coefficients (aq, ..., a,) et ||f]| = |[(ao, ..., a,)]|-
i=0
Rappelons briévement le procédé d’orthogonalisation de Gram—Schmidt, afin de fixer des nota-
tions. Etant donné une famille libre de vecteurs (by, ..., b,,) avec m < n, on veut trouver une famille

orthogonale (b7, ...,b" ) vérifiant bf € Vﬁec}i:ﬂ(bi) pour tout k.
i€l

Proposition 4.1.1 (Orthogonalisation de Gram—Schmidt) Une telle famille existe et s’obtient
par l'algorithme suivant. On pose by «<— by et pour i allant de 2 a m on effectue :

[ij < (j=1,...,i—1)
T(.05)

i—1
bj < b; — Z,Uijb;
j=1

fOn peut se placer sur R mais cela n’a que peu de sens d’un point de vue informatique.
°Un sous-groupe de R™ est discret si son intersection avec tout compact est finie.
*On ne précise pas si la notion de liberté est dans Q" ou en tant que Z—module car les deux notions coincident.



Il s’agit simplement de projeter le vecteur b; sur la famille orthogonale déja obtenue (b7, ...,b5 ;).

Cette procédure d’orthogonalisation prend un temps O(n x m) opérations élémentaires sur les
rationnels. Si I'on note s le nombre de bits maximal qu’il faut pour stocker un numérateur ou un
dénominateur d’une des données, la nouvelle base aura des numérateurs et dénominateurs dont la
taille sera majorée en O(m X s), ce qui assure la complexité polynomiale de 'algorithme.

4.2 Bases faiblement réduites

Le but de I'algorithme LLL est de donner une base d’un réseau presque orthogonale, en fournissant
des petits vecteurs.
Pour cela, on introduit des notions de bases réduites.

Définition 4.2.1 (Réduction faible) Une base B = (by,...,by) sera dite faiblement réduite si en
l’orthogonalisant, on obtient la condition pour tout 1 < j <1< m :

1
il < = -

2
Cette condition est trés naturelle car on ne peut faire que des combinaisons linéaires entiéres lors
des changements de bases : on ne peut donc se rapprocher de «l’idéal» orthogonal qu’a % pres.

Proposition 4.2.2 Toute base peut étre faiblement réduite.

Preuve :
» Soit (4o, jo) le plus grand couple pour l'ordre lexicographique qui ne vérifie pas |p;,j,| < % (parmi
les couples (i, 7), ¢ > j). Soit ¢ = |j;yj, | I'entier le plus proche de p;,;,. On transforme B en la base
B par l'opération :
i { b; si i # i
| by, —cbj, sinon.

0 J

Cette transformation ne change pas les vecteurs de l'orthogonalisée (B* = E*). Seuls les coefficients
pi; ont changé. En écrivant by, — cbj, = b + > f1iy505 — cbj — ¢ 3 juj;b5, on trouve :

Jj<io J<jo
— oy St 1 # 19 ou St J > Jo
Hig = Wigj — Clje;  SInom.
En particulier les couples plus grands que (ig, jo) ne sont pas modifiés et |z, ;| = [figjo — €| < %
En réitérant cette opération au plus (T;) fois, on peut donc faiblement-réduire la base B en O(m? xn)
opérations. |

4.3 Bases réduites

Définition 4.3.1 Une base B d’un réseau sera dite réduite si elle est faiblement réduite et vérifie de
plus pour 1 <1< m

* * 3 *
1571 + pir b1 > b I (2)

Rappelons qu'une réduction faible ne modifie pas I'orthogonalisée et donc peut intervenir a tout
moment dans un algorithme de réduction, sans modifier ce qui a déja été fait.
Le but de ce qui va suivre est de montrer le résultat suivant :

Théoréme 4.3.2 Toute base peut étre réduite. De plus, le temps de la réduction est polynomiale en
la taille des données.

Pour cela, nous allons montrer quelques propriétés des bases réduites. Tout d’abord, introduisons
des notations :
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Notations 4. 3 3 Soit un réseau engendré par une Z—base B = (by,...,bp).

Pour 1 < i <m, on note A; (ou A;(B)) le déterminant du réseau engendré par B; = (by,...,b;).
On note de plus V(B) =112, Ai(B).

On remarque facilement, du fait que la matrice de changement de base vers I'orthogonalisée est
triangulaire supérieure de diagonale (1,..., 1), que A; = 5, [|b3[*.
Ainsi, une réduction faible donne une nouvelle base B’ on a V(B') = V(B).

Proposition 4.3.4 On a ["inégalité :
m(m+1)
V(B) < (max b))

Preuve :
i1

» En écrivant b; = b; + > ;b7 on obtient |[b;]| > [[bf]| pour tout i. On a alors :
j=1

m 7

V(B) = H = 111105017 =

=1 j=1

b* |2(m i+1)

b HQ m—i+1)

ﬁ |
ﬁ l
< (max )"

Voici enfin la proposition clé dans ’algorithme de réduction.

Proposition 4.3.5 Si la base B du réseau est faiblement réduite et si les vecteurs b et by, ne
vérifient pas l'inégalité (2) alors la base C = (by,...,bix1,b;, ..., by) vérifie :

V(C) < ZV(B)

Preuve :
» Il s’agit de faire le lien entre C* et B*. Il est clair que pour j # i on a :

A;(B) = A;(C)

V) A llell?
A V(B) = Ai(B) Hb*HQ
Onac; =b =b, —1—2321 tit1,505 = by + piy1,0F +ZJ 1 Vwcj, ou on a noté v;; les coefficients

d’orthogonalisation de C'. Ceci vient du fait que pour j < 1—1, ¢j = b est orthogonal a b, ; + f1i41,:b; .
On a alors :

puisque les réseaux sont les mémes. Ainsi Il faut alors relier ||cf|| & ||bf]|-

i—1
¢ =¢; E VijC;
j=1

=biy1 + piv1ib;

et par hypothese |7, + w1305 |2 < 2][b7]|%. <
Cette proposition fournit alors une idée raisonnable d’algorithme pour réduire une base (au sens
fort) : on trouve le plus petit indice qui ne vérifie pas la condition de réduction forte (2), on échange
ces deux vecteurs et on réduit faiblement la base. On recommence alors récursivement.
C’est le facteur de réduction géométrique dans la proposition précédente qui fait marcher I'algo-
rithme en temps polynomial . Notons que le point important est que % < 1 et que d’autres facteurs
peuvent tout aussi bien marcher. 't

TTLe choix de % est surtout motivé par le fait qu’il s’agit du facteur utilisé dans article original [1].



Algorithme 2 LLL

Entrée: B € Q"™
Sortie : B € Q™™ base réduite.

B «REDUIT-FAIBLE (B)

tant que B n’est pas réduite faire
= min (107 + gy b I* < SH050%)
échanger b; < b;11
B «REDUIT-FAIBLE (B)

fin tant que

retourner B

Proposition 4.3.6 (Terminaison et complexité) La boucle « Tant que » ne s’exécute qu’un
nombre de fois polynomial en la taille des données.

Preuve :

» Soit d le pged des dénominateurs. On a C' = dB est & valeurs entiéres et donc [V(C)| > 1 a
toutes les étapes de I'algorithme lancé sur C'. La boucle « Tant que » ne peut donc s’exécuter plus
que logs (V(C)) fois. Or Ay(C) = d*'Ai(B) et donc, avec la proposition 4.3.4 :

m(m+1)
V(C) = d™™DV(B) < (dmax ||bi||>

Si s est le nombre maximal de bits nécessités par un numérateur ou dénominateu,r on a un nombre
d’itérations en O(m?(s + logd)). <
Ceci permet d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.7 L’algorithme LLL s’exécute en temps polynomial en les données.

Preuve :
» L’étape de réduction faible (qui consiste aussi & mettre a jour les p;;) ne nécessite pas d’étre
effectuée sur toute la matrice : en effet, les vecteurs (b, ..., b;_1) ne sont pas changés et les coefficients

1 correspondant non plus. Par ailleurs, on ne maitrise rien de ce qui se passe aux rangs supérieurs a
t + 1 et il ne sert a rien de réduire faiblement au dela de 7 + 1. Tout ceci permet de voir que I'étape
de réduction faible ne peut cotiter que O(n?) si elle est bien programmée.

On a donc une complexité totale de LLL en O[m? x n? x (s + logd)] qui est majorée au pire des
cas (tous les dénominateurs sont grands et premiers entre eux*) par O(m* x n? x s).

Ceci n’achéve pas la preuve car on ne sait pas si les rationnels dans les calculs intermédiaires
« n’explosent » pas en taille mémoire. C’est 'objet du lemme suivant. <

Lemme 4.3.8 On suppose que le réseau est a valeurs dans Z". Notons M = max (max 1164l 1) et

s =log M. Alors les entiers intervenants dans les calculs ont leur logarithme borné par :
@) (nlog max Hsz) = O(ns)

Le cas des réseaux a valeurs dans Q s’en déduit mais nous nous contenterons de ce lemme car il
correspond au cadre dans lequel on utilisera LLL.
Preuve : (idée)
» Un calcul facile montre que tout au long de 'algorithme ||| < M. Ensuite, si 'on note k le
plus petit entier qui fait défaut a la condition de réduction forte, alors on a encore, au moment de
I’échange de by et by, et avant I'étape de réduction faible :

1
‘Mij’géaV1<j<i<k

HOn a alors log(d) = O(m? x s).



Ainsi ||b;]|> < nM? pour @ < k. De plus, pour i > k + 1 les vecteurs ne sont pas modifiés et par une
induction facile, on montre que :

Vi k+1, ||b|* < nM?

Il nous reste a traiter le cas k + 1. Pour cela, on montre la propriété suivante par récurrence :

|\ pg1,5] < gn=(k+1) (Mn_l) , I <k

Au début de Ialgorithme, on a pour tout couple (i,7) avec j < n —1:°°

b ||||b* 2 M2
W2 < I H*H;H < J\f2 < DinM
165 165 A

On prouve alors I’hérédité. On note v les nouveaux coefficients aprés I’échange de by, et by 1. On
a alors par un calcul simple, pour j < k :

C
Vil = |kt — cping] < |ptrgrj] + 5

< gl + sl
< 2n—(k+1) (Mn—l) + 2n—(k+1)) (Mn—l)
< 2n—k (Mn—l)

car |c| < 2|pg41|- Ceci est bien 'inégalité attendue car a la fin de I'étape, k devient k& — 1. Ceci
termine la récurrence.
Dés lors on peut majorer by :

k
Iorsa 1 < B l® + D lraisns IG5
j=1
< M2 + k<22nM2(n71)M2> < n22nM2n

Ainsi on a bien log ||b;|| = O(nlog M). La formule des p;; rappelée au début de la section 4.1 assure
que la taille de leur dénominateur™ est bornée par log M et celle de leur numérateur bornée par
O(nlog M + log M) = O(nlog M). Ceci achéve la démonstration du lemme. <

Dans notre application & la factorisation de polyndémes, le réseau initial sera a valeurs dans Z"
avec m = n et on pourra retenir une complexité en O(n? x s) opérations élémentaires. Comme de
plus on travaille sur des grands entiers, il faut ajouter un facteur (ns)? pour tenir compte du temps
des opérations arithmétiques élémentaires et on a un temps de ordre de O(n® x s3).

Finissons la présentation de 'algorithme LLL par des propriétés intéressantes de la base réduite.

Proposition 4.3.9 Si B est une base réduite de dimension n, on a :
n(n 1)
1. 8.(B) <TTL, b2 < 275 A,(B)
n(n 1) 2
2. ||ba|? <277 An(B)n
5. 16512 < 27107 pour 1< j <i <n
4. pour x € vect B, x # 0, ||by||* < 2"~ 1HxH2
Preuve :
» La premiére inégalité du premier point est I'inégalité d’Hadamard et ne nécessite aucune propriété
de réduction de la base B. Nous ne donnons une preuve que des deux derniers points car ce sont les
seuls qui vont nous servir dans la suite. Toutes les références sur LLL les détaillent.

De la définition (2) des bases réduites, on tire [|b7,[* = (2 — pip1) |6:]|* = (|67 ]|*. Par une
récurrence facile, on en tire pour tout 1 < j <7< n:

16511 < 27 167 1 (3)

°°On prend j <n — 1 car on applique & j < k< k+1<
**i.e. leur logarithme. 10



Il suffit alors de décomposer b; sur (b7, ...,bf) et de calculer sa norme :
i—1
10l = 110717 + D _ w; 16511°
j=1

i—1
* ]' 1—7 *
<o+ 22710
7j=1
< 271|717

De cette inégalite et de 3, on tire [|b;]|* < 2771|b5]]* < 27 H[b; ||,
I nous reste & établir le dernier point. Pour cela, on décompose x sur la base (by,...,by,) :

J

i=1

=1

avec 1; = n; # 0 et les n; entiers. On en déduit [|z[|* > nf[|b3[|* > ||b5/|*. En combinant avec le point
précédent on a :

el > 21y 2
> 2" |y

|

Cette derniére inégalité nous montre qu’a un facteur 2"~! pres, b; est un petit vecteur de réseau.

Ceci est d’autant plus intéressant que trouver un plus petit vecteur d’'un réseau ayant une base
donnée est un probléme soupconné comme étant N P—complet.

5 Factorisation dans Z[X]

5.1 Premiéres étapes

Tout d’abord, notons que le probléme de la factorisation sur Q[X] est le méme, quitte & multiplier
par le dénominateur commun & tous les coefficients. Notons de plus que 'on peut supposer que le
polyndome de départ est sans facteurs carrés car sinon on peut déja factoriser par pged(f, f’) qui est
non trivial. Finalement on peut supposer que le polynéme est unitaire. En effet on peut réécrire :

n . 1 n—1 e i 1 ~
f(X)= ;ai){’ - = ((anX)n+;aiag i(a,X) ) = ag*lf(a”X) .

Il suffit de factoriser f qui est unitaire, pour pouvoir ensuite factoriser f.

Dans la suite, on supposera f € Z[X| unitaire et sans facteurs carrés.
Il s’agit d’utiliser les différents algorithmes présentés ci-dessus pour aboutir a une factorisation de
f. La premiére étape consiste a factoriser f dans I, pour p choisi de telle facon que f n’ait pas de
facteurs carrés dans ce corps. Pour cela, on calcule le résultant de f et f’ (qui est non nul’™") et on
choisit le plus petit p qui ne divise pas ce résultant. Remarquons que p n’est pas trop grand :

Proposition 5.1.1 Pour n assez grand, p < 4nlog(max |a;|) + 4nlogn, ou f = > a; X".
i=0

Preuve :
» En effet, on a par 'inégalité d’'Hadamard :

res(f, I < IFI"HLAI™ < (Vinmax |ag )"~ (vnn max o)™ < 0™ (max Jag])*" .

Hires(f, f') # 0 < f est sans facteurs carrés

11



Calculons le nombre maximal de facteurs premiers distincts qui peuvent diviser ce résultant. Pour
cela, on utilise le théoréme des nombres premiers qui affirme que :

Zlogpwm

psm

Ainsi, pour m assez grand > e2 et on a donc 'implication
) )
p<m

m = 4nlogn + 4nlog(max |a;|) = H p > |res(f, [

p<m

Ainsi, res(f, f') ne peut admettre plus de 4nlogn + 4nlog(max |a;|) facteurs premiers distincts. On
peut donc trouver un p { res(f, f’) dont la taille est polynomiale en les coefficients (log(max |a;|)) et
en le degré de f. En pratique, il est rare que p soit bien plus grand que 100. <

Une fois une factorisation effectuée de f = gh dans I, I'idée est de relever cette factorisation en
f= Qﬁ dans Z/p*7Z grace au lemme de Hensel pour un & bien choisi. On note [ = deg g et on utilise
ensuite LLL pour le réseau engendré par :

PPXL0<i<lu{gX,0<i<n—1}

Dans la suite de cette section, on va s’attacher a montrer que le plus petit vecteur d’'une base
réduite de ce réseau a soit un facteur non trivial en commun avec f soit f est irréductible.

5.2 Propriétés du relévement

Voyons tout d’abord un lemme tout a fait général qui commence a faire apparaitre l'intérét des
petits vecteurs dans la recherche de facteurs non triviaux.

Lemme 5.2.1 Soient f,h € Z[X]| de degrés respectifs n et l. Supposons par ailleurs qu’il existe
g € Z[X] unitaire et non constant qui divise f et h modulo m € N* avec ||f||'||h]|" < m. Alors,
pged(f, h) n’est pas constant.

Preuve :
» On sait qu'il existe des polynémes u,v € Z[X] tels que uf + vh = res(f, h). En prenant cette
relation modulo m, on a l'existence d’un polynéme w € Z[X] tel que gw = res(f, h)[m]. Comme g
est unitaire et non constant, on a w = 0[m| et donc m divise res(f, h).
D’un autre coté, linégalité d’Hadamard donne |res(f, k)| < [|f]|'||k||™ < m. Ainsi, res(f,h) = 0
et donc pged(f, h) n’est pas constant. <
L’utilisation de ce lemme dans notre cadre est presque immédiate. Soit ¢ € Z[X] un polynoéme
unitaire irréductible dans F,[X] facteur simple de f modulo p et facteur de f modulo p*, via le lemme
de Hensel. On note [ > 0 son degré. On pose m = p* et on considére, comme annoncé, le réseau
formé des polynomes de Z,_1[X] qui modulo p* sont multiples de g :

PPX0<i<IJu{gX,0<i<n—1} (4)
Dans ces conditions, le lemme précédent permet d’affirmer :

Proposition 5.2.2 Soit b un vecteur non nul de ce réseau vérifiant ||b||™|| f||"~* < p*.
Alors, pged(f,b) est un facteur non trivial de f dans Z[X].

Preuve :
» C(C’est une conséquence triviale du lemme : il suffit de remarquer que b est bien divisible par g
modulo p*, que g est unitaire et non constant et que degb < n — 1 |

Cette proposition relativement élémentaire suffirait & construire un algorithme en temps polyno-
mial. Voyons néanmoins une version plus avancée qui est en fait la propriété énoncée dans 'article
historique de LLL. Méme si elle ne permet pas de faire baisser la complexité au pire de I'algorithme,
nous verrons que la complexité moyenne en est améliorée. Avant d’énoncer cette propriété, nous avons
besoin d’un lemme sur les réseaux de Z" :

12



Lemme 5.2.3 Soit A un réseau de R" et R C A un sous-réseau. Soit (ay,...,a,) une base de A.
Alors on peut trouver une base (by,...,b,) de R de la forme :

a; = v11hy
ay = Va1by + vaby

Ay = anbl + ... + ynnbn

Preuve :
» Notons By = vectz{b,...,bx}.

Remarquons tout d’abord que si x,y € By alors on peut trouver z € By_1. En effet, on écrit
r = z'+aby et y = y'+Pby avec 2',y' € By_1, puis d = pged(a, B) = uatvf. Alors, z = v— (ux+vy)
convient.

Par une récurrence simple, on en déduit que pour tout 1 < k < n on a B, N R # (). Choisissons
donc des vecteurs de R de la forme :

a; = Vilbl + ... l/ubl

ou les vy sont entiers et |v;;| > 0 est minimal. On va montrer par 'absurde que (aq, . .., a,) convient.
Soit donc ¢ € R\ vectz{ay,...,a,} tel que ¢ = t1b;+. ..+ txby pour k minimal puis pour |¢;| minimal.
Alors, comme vy, # 0, on peut trouver s € N tel que :

|tk — Sl/kk| < |ka|

Soit alors d = ¢ — sa, € R\ vectz{as,...,a,}. Par minimalité de k, d a une composante non nulle
sur by mais celle-ci (ty — svkk) est strictement plus petite en valeur absolue que vy, ce qui contredit
la construction de ay. |
Corollaire 5.2.4 Tout réseau R de Z™ a une base échelonnée (b, ..., by) c’est-a-dire vérifiant :
b; € vectz{er,..., e avec 1 <iyp <...<ip<n

Preuve :

» Il suffit d’appliquer le lemme au réseau A engendré par {eqesr, f € R} ot (eq,...,e,) est la base
canonique de Z". <

Venons-en maintenant a la proposition principale, qui améliore la proposition 5.2.2. Rappelons
que 'on considére le réseau :

PPXL0<i<lu{gX,0<i<n—1}

ol g est un facteur irréductible de degré [ qui divise f modulo p*. Il est clair que f est divisible par
un unique polynome gy, irréductible unitaire, multiple de g modulo p*.

Proposition 5.2.5 Soit b un vecteur non nul de ce réseau vérifiant ||b||"||f]|"~* < p*. Alors, b est
divisible par g1 dans Z[X].

Preuve :
» Soit h = pged(f,b) € Z[X]. 1l est clair qu'il suffit de montrer que ¢ divise h dans F,[X].
Nous raisonnons par l’absurde. Comme ¢ est irréductible dans [F,[X] on a l'existence de polynémes
A\ et v € Z[X] tels que :

Ag+ ph=1—pv

Remarquons qu’en multipliant par 1 +pv + ... +p* ' on a:
Ng+u'h=1[p" (5)
Du fait que g ne divise pas h, on en déduit aussi que g divise f/h dans F,[X] et donc

degg < deg f — degh (6)
13



Considérons le réseau engendré par :
R={af + b, dega < degb — degh, deg§ < deg f — degh}
et notons R’ son projeté sur le réseau :
7.Xesh 4 7 deg f+degb—degh-1

Soit ¢ € R. Comme g divise f et b modulo p*, ¢ divise ¢ modulo p*. Or on a aussi h qui divise ¢
dans Z[X]. En multipliant (5) par ¢/h et en utilisant le fait que g divise ¢ modulo p* on a :

¢/h =0[p*, g]

Si deg c < deg g+ deg h alors ¢ € pFZ[X]. Ceci permet de minorer le déterminant de R'. En effet, par
le corollaire 5.2.4 on prend une base de R’ triangulaire i.e. une base de polynémes dont les degrés
s’échelonnent de degh a deg f + degb — deg h. Or, par (6) deg f + degb — degh > degg + degb >
deg g + deg h. Ainsi, cette base contient au moins deg g vecteurs v vérifiant degv < deg g + degh et
donc a coefficients dans p*Z. D’otl en effectuant le produit des coefficients dominants des vecteurs de

cette base :
VAR 2 (pk)degg — pkl

Ceci contredit 'inégalité d’'Hadamard pour R'. En effet, montrons que les projections sur R’ des
vecteurs :

{X'f, 0<i<degb—deghtU{X/b, 0<j<degf—degh} (7)

sont linéairement indépendants. En effet, si af 4+ (b se projette sur 0 dans R’ alors deg(af + b) <
deg h mais par ailleurs, h divise af + b dans Q[X]. D’ou af + 8b = 0. On peut donc appliquer
I'inégalité d’Hadamard & R’ pour la base sont les projetést* des vecteurs de (7) :

VAR || fl[estas ol sl h L fl o) < p™

5.3 L’algorithme de factorisation

Voici maintenant le théoréeme principal qui permet de mettre en place un algorithme polynomial
de la factorisation de polynémes :

Théoréme 5.3.1 (LLL) Choisissons k suffisamment grand pour que :

o onfn—1\"_nm-1
|1 <L”—‘1J> 2 < ®)
2
Soit (by,...,b,) une base LLL—réduite de (4). Alors :
— Soit pged(by, f) est un facteur non trivial de f.
— Soit f est irréductible dans Z[X]

Preuve :
» Supposons f réductible et montons que by vérifie la condition de la proposition 5.2.5. Le facteur
g1, irréductible, unitaire et non trivial de f vérifie g; = 0[p*, g] et donc g; est dans le réseau (4). Par
la proposition 4.3.9 on a :
1-n
lgull = 27> [[ba|

Ainsi, ||b¢ "] f]|" ! < ||f||”_1\|gl\|”2"("271). Il reste a relier || f|| et ||g1||. Pour cela, on utilise un résultat

di & Mignotte®®® :

d
lor]l < ﬁ(ﬁf_ﬁ])llﬂl

2

HiLes projetés ont une norme euclidienne plus petite.
©°°Voir par exemple [2]. 14



En combinant avec l'inégalité précédente, on tombe sur la condition (8) et ||b]|"|f|["™* < p* :
pged(f, by) fournit un facteur non trivial.
Sinon, f est irréductible. <
On peut trouver une borne plus petite, mais 1'objectif ici n’est pas l'efficacité, mais le fait de

montrer que l'on est dans la classe P :

Proposition 5.3.2 On peut trouver un facteur irréductible unitaire (différent de 1) de f en temps
polynomial

Algorithme 3 FACTORISER

Entrée: f € Z[X] unitaire sans facteurs carrés.
Sortie : Un facteur irréductible non trivial de f.

r— Res(f, ')
p < q ou ¢ premier, r % 0[q]

g, h < BERLEKAMP(f, p) > f = ghlp]
u,v «—EUCLIDE _ ETENDU(g, h) > ug + vh = 1[p|
n n—1 " n(n—1)
log,, (fllz"_ln2 (LH_—ID 202 )
ke deg92
[0

tant que 2! < k faire
g,h,u,v «—HENSEL(f, g, h,u,v)
[—1+1

fin tant que

R —réseau (4)

B —LLL(R)

9o < pged(By, f)

si go = 1 alors
retourner f

sinon
retourner g

fin si

Preuve :
» Montrons étape par étape que la complexité est polynomiale en les données.

Le calcul du résultant se fait par pivot de Gauss et sa valeur a un logarithme de l'ordre de
3nlogn + 2n(log || f||)-

Le calcul de p est lui aussi linéaire d’aprés la proposition 5.1.1. BERLEKAMP s’exécute en O(pxn?),
ce qui absorbe le temps demandé par EUCLIDE _ETENDU.

En utilisant la formule de Stirling, on voit que k xlogp = O(n*+nlog| f||) : la boucle de remontée
de HENSEL s’exécute O(logn + loglog || f||) fois et son corps a une complexité en O((klogp)?n?) =
O(n®log||f||*) ce qui donne une complexité totale*** en O(n’logn x log || f]]).

De toute fagon, c’est LLL qui absorbe toute la complexité : en effet, son temps d’exécution est de
lordre de O(n® x (klogp)?) = O(n'? 4+ n?(log || f]|)?). En effet, les vecteurs du réseau ont une norme
de Pordre de /np* et ont donc leur logarithme en O(klog p) puisque logn est négligeable devant k.
<

6 Comment accélérer ’algorithme

Ce qui précede montre un résultat théorique important, a savoir que le probléme de la factori-
sation des polynomes de Q[X] est dans la classe P. Néanmoins, I'algorithme décrit est loin d’étre

***On assimile loglog || f|| & une constante.
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efficace. En fait, les bornes utilisées dans la section 5 sont trop grandes pour espérer que les calculs,
notamment ceux de I'orthogonalisation, soient réalisables rapidement. Voyons quelques améliorations
qui accélérent 'algorithme dans la plupart des cas.

6.1 Précision sur la complexité

Tout d’abord, notons que 1'on peut baisser la complexité théorique annoncée en utilisant des
algorithmes de multiplication rapide sur les entiers : multiplier deux entiers dont la taille en bits est
de l'ordre de s peut étre réduit a O(s'™¢) pour tout e > 0. Ceci permet de revoir la complexité de LLL
a la baisse en O(n®"¢k?%¢) et donc une complexité totale en O(n%*s +n™<(log || f||)>™¢). Néanmoins,
cette amélioration n’est que théorique car l'efficacité de la multiplication rapide n’est atteinte que
pour des entiers de 'ordre de 219,

Notons que c’est la complexité au pire que nous avons calculée, en minorant le degré du facteur g
par 1. Néanmoins, dans [F,[ X ] un polynome de degré n a en moyenne logn facteurs irréductibles et on

peut donc espérer un facteur g de degré O < 1ogn> = O(n'7¢). Ceci permet d’obtenir une complexité

en O(n® +n(log || f])17¢), qui est toujours entiérement déterminée par 1'étape LLL.

Néanmoins, la complexité reste relativement élevée et en pratique, on peut trouver des astuces qui
font chuter le temps de calcul dans la plupart des cas. La premiére est celle que I'on vient d’expliquer,
qui consiste a chercher un facteur irréductible g pour des petits p tel que son degré soit le plus grand
possible. Voyons quelques autres astuces.

6.2 Trouver un facteur non trivial

Deux questions se posent dans le probléme de la factorisation : la premiére est de savoir si le
polynome est irréductible et la deuxiéme est de trouver un facteur non trivial pour pouvoir ensuite
recommencer récursivement la factorisation. Il y a deux endroits dans l'algorithme présenté ou l'on
peut raisonnablement tester la divisibilité d’un facteur potentiel :

e Tout d’abord, lors de I'algorithme de relévement de Hensel, il peut apparaitre que le facteur
considéré reste inchangé. Ainsi si pendant deux étapes du relévement, le facteur n’est pas modifié,
il est raisonnable qu'’il s’agisse d'un facteur de f dans Z[X]. Une stratégie de recherche d’un facteur
irréductible consiste a relever chaque facteur un nombre de fois déterminé a I'avance! et tester la
divisibilité a chaque fois qu'un facteur est laissé inchangé pendant deux étapes.

e Lors du déroulement de LLL, il se peut que le premier vecteur devienne trés petit par rapport
aux autres : il y a des chances que ce petit vecteur ait en fait un pged avec f non trivial.

6.3 Prouver l'irréductibilité

La deuxiéme question naturelle est de savoir si le polyndéme de départ f est irréductible. Evidem-
ment, si en le factorisant dans F, on ne trouve qu'un facteur, alors il est clair qu’il est irréductible.
Néanmoins, on n’a pas forcément cette chance. L’idée est de factoriser f dans plusieurs F, et de
confronter les différentes factorisations obtenues.

Prenons un exemple pour montrer I'utilité de la méthode : supposons qu'un polynéme de degré
20 se factorise d’une part en des polynoémes irréductibles de degrés 6, 6 et 7 et d’autre part de degrés
4, 6 et 10. Cela nous indique que f a un facteur irréductible de degré au moins 10 mais la premiére
factorisation impose qu’il soit de degré 12. En reprenant la deuxiéme factorisation on minore son
degré par 14 puis avec la premiére par 20 : f est en fait irréductible.

6.4 Essayer des combinaisons

Avant l'utilisation de LLL, les algorithmes de factorisation commengaient de la méme fagon.
Cependant, aprés la remontée de Hensel, on teste toutes les combinaisons des facteurs irréductibles
modulo p* afin de trouver ou non un « vrai » facteur du polynéme. D’un point de vue théorique, il

1115 parait étre raisonnable.
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peut y avoir 2" combinaisons et I'algorithme est exponentiel. Néanmoins, on peut espérer qu’a cette
étape, le polyndme soit « presque » irréductible et que le nombre de combinaisons soit beaucoup
plus petit. Dans la pratique, il est souvent plus rapide d’essayer toutes les combinaisons plutot que
d’utiliser LLL.

6.5 Accélérer LLL

Néanmoins, il peut arriver que notre polynoéme ait trop de facteurs irréductibles modulo les p que
I'on a essayés. Il est alors sage d’appliquer LLL.

Le moyen le plus couramment utilisé pour accélérer LLL est d'une part de modifier I’'orthogonalisée
de la base au fur et & mesure de l'algorithme, sans tout recalculer a chaque étape et d’autre part
d’effectuer les calculs d’orthogonalisation en mode flottant dans un premier temps puis de finir avec
des calculs exacts.

Néanmoins, ceci est assez dangereux car les calculs en mode flottant peuvent conduire a faire
boucler I'algorithme : imaginons que l'on ait & réaliser le produit scalaire entre un vecteur 0 dont
les coordonnées soient toutes inférieures & 100 et un vecteur b; dont les coordonnées soient de ’ordre
de 10°°. Le calcul en mode flottant donne un résultat avec une précision de l'ordre de 10%° qui est
trés supérieur a la norme du petit vecteur. Ainsi pendant le calcul de p;; = % on a seulement une
précision que de l'ordre de 10%° et il est inconcevable de le comparer a % Toutefois, on peut tourner
cette situation a notre avantage car comme on l'a expliqué en 6.2, il se peut que pged(f, b;) soit non
trivial.
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