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Introduction

Ce mémoire donne un bref historique de I’étude des schémas de Hilbert de
points (introduits par [Gro60]) & travers des considérations cohomologiques.
Si les premiéres avancées dans le domaine reposent sur des techniques de
géométrie algébrique pure (bien exposées dans [FGIT05]), la théorie des re-
présentations est beaucoup utilisée par la suite pour comprendre les groupes
de cohomologie : c’est I'idée de Nakajima dans [Nak99] qui utilise les repré-
sentations d’algeébres de Heisenberg ou de Clifford.

On peut alors chercher & généraliser cette méthode : & un objet issu de
la géométrie algébrique, on essaye de donner une strucure de module sur
un certain type d’algébre dont il est possible d’étudier les représentations
séparément. Ainsi dans [SV09] on étudie la K-théorie du schéma de Hilbert
du plan a’aide des algébres de Hall elliptiques ou encore d’algébres de Hecke.
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1 Schémas de Hilbert a n points

On va exposer quelques résultats sur une certaine classe de schémas. Le
vocabulaire utilisé est donc celui de la géométrie algébrique. On parlera no-
tamment de schémas projectifs que I'on peut voir (ensemblistement) comme
I’ensemble des zéros dans un certain }P’% d’une famille finie de polynomes
homogénes & d + 1 variables.

On utilisera aussi trés souvent le plan affine A% qui servira de référence
dans l'exposé. Il est défini comme étant le spectre de C[z,y]. Muni de la



topologie de Zariski, ses points fermés correspondent aux idéaux maximaux,
et donc aux points de C2. A un sous-schéma fermé Z de A?C est associé un
idéal I de C[z, y] : I'idéal des fonctions qui s’annulent sur Z. Ainsi I'immersion
Z C A? n’est autre que Spec(C[z,y]/I) C Spec(C[z,y]).

On commence par définir les schémas qui vont nous intéresser : les sché-
mas de Hilbert de points. L’idée est de partir d’'un schéma projectif X et
d’utiliser le fait que pour un faisceau F cohérent sur X, il existe un polynéme
a coefficients rationnels qui coincide sur les entiers avec la caractéristique

d’Euler de F(n) :
X(F(n)) = 32(-1)" dime H'(X, F(n)).
Pour un polynéme donné a coefficients dans Q, le pull-back nous permet

alors d’introduire le foncteur suivant, défini sur les schémas localement noe-
thériens :

f)i[bd’ (T) = Z sous-schéma fermé de X x T plat sur T’
X | avec Vt €T, ¢ polynome de Hilbert de Oz, [

Ici Z; désigne la fibre de la composée Z — X x T P2, T au-dessus de .

Le cas qui nous concerne est celui des polynémes de Hilbert constants, et on
peut alors reformuler la définition. Pour n entier naturel on note :

BilbY (T) = Z sous-schéma fermé de X x T plat et propre sur T’
XS avecVteT,dimZ; =0 et h°(Z;,0z) =n '

En fait on pourra voir un élément de hilb'y (7") comme une famille (Z;) de
sous-schémas fermés de X indexée par T. Le théoréme suivant est connu
depuis Grothendieck (voir [Gro60]) :

Théoreme 1.1. Sous nos hypotheses, hilb’y est représentable par un C-schéma
quasi-projectif. Cela signifie qu’il existe un C-schéma quasi-projectif, noté
Hilb" X ou XM, tel que

Morc( o , X)) ~ pilb%.

Ainsi Z € hilb'y (Spec C) s’identifie & un unique point, encore noté Z, de
Xxnl,

Définition 1.2. Le schéma X[™ est appelé schéma de Hilbert a n points sur
X.

L’existence (pas triviale du tout) du morphisme de Hilbert-Chow qui part
du schéma de Hilbert & n points et prend valeur dans le produit symétrique
x®) .= xn /S, permettra de mesurer la différence qu’il y’a entre se donner
un élément de XM et n points de X, éventuellement avec multiplicités

Théoreme 1.3. Soit X projectif et lisse sur C. Il existe un morphisme sur-
jectif p : Xv[z]d — X®)  appelé morphisme de Hilbert-Chow, et donné sur les
points par Z — 3 pegupp(z) Aime(Oz,p) P.



2 Le cas du plan

On peut montrer que les théorémes de la section précédente peuvent
s’étendre aux schémas quasi-projectifs (les ouverts des schémas projectifs).
Ceci nous permet de nous placer dans un cas particulier, celui du plan et
donc de poser dans la suite X = A%. On remarque alors qu’ensemblistement

X[ = {I idéal de Clz, ] tel que dime(Clz,y]/I) = n}.
Le résultat fondamental suivant montre 'importance du schéma X :

Théoréme 2.1. X est un schéma régulier irréductible de dimension 2n
et le morphisme de Hilbert-Chow p : X" — X est une résolution des
singularités.

On entend notamment par “résolution des singularités” que p réalise un
isomorphisme au-dessus du lieu régulier. Celui-ci correspond aux n-uplets de
points tous distincts (on notera Xén) I'ouvert associé), en effet :

— au-dessus d’un tel point, &, agit librement sur les antécédents par le

morphisme quotient X" — X ;

— sil’on considére les points ou deux coordonnées exactement sont égales,
I'étude de l'extension C[X7,Y7, Xa,Y2]®? — C[X1, Y7, Xo, Y2] nous
montre que ’on perd la lissité du morphisme quotient.

On se servira dans toute la suite du mémoire du schéma d’incidence :

Xt = ((7,72") e X[ x X1 7 < 727,
On a besoin pour le définir du schéma H =[], X (] représentant

b (T) = Z sous-schéma fermé de X x T plat et propre sur T’
XA\ = avecVteT, dimZ =0 '

Le lemme de Yoneda permet alors de définir un morphisme d’intersection
ko XM x X[ H donné sur les points par (Z, Z') — Z N Z'. Associé
a la composée 7 de la premiére projection X ]« xIntl) o Xl et de
I'immersion X" < H, on obtient le diagramme cartésien suivant, qui définit

proprement X [n+1
X [nn+1] —  xl « xn+1]
! U L m
Xy xH] H

La preuve du lemme suivant est un bon exemple de la manipulation spécifique
des schémas de Hilbert en géométrie algébrique :

Lemme 2.2. X[ est conneze.



Démonstration. On va procéder par récurrence sur n, U'initialisation ne po-
sant pas probléme. En utilisant a nouveau la propriété universelle du schéma
de Hilbert (et X = X)) on obtient un morphisme ¢ : X"+ — X qui
associe a (Z, Z') le point en lequel Z et Z’ différent, que 1'on notera Z’\Z. On
notera p; : Xt — X[ 1a premiere projection, py : XM+l — xnt1l
la deuxiéme, et enfin

¢: Xt TP x oy Xl
(z,z2"y — (Z'\Z,Z) .

Par hypothése de récurrence, X x X est connexe. Un élément d’une fibre
¢~ (P, Z) correspond & la donnée d’un hyperplan de l'espace vectoriel 7 ®
k(P) donc ¢~ (P,Z) ~ P(Iz ® k(P)) est connexe, et donc X"+ est
connexe. Mais py est surjective, donc on obtient bien X1 connexe, ce qui
achéve la récurrence. O

La théorie des déformations permet par ailleurs de décrire les espaces
tangents de X[

Lemme 2.3. En un point fermé Z € X" correspondant & un idéal I, on a :
T,Xn = Homg, 4 (1, Clz,y]/I).

Ce dernier lemme rend possible I'utilisation du foncteur Homp (e ,O7z)

et de la dualité de Serre : on montre alors qu’en notant X([)n] la préimage de

Xén) dans X[ le fermé irreductible Y = X(gn] est régulier de dimension 2n.
On peut alors conclure car Y = X[ par connexite.

On a aussi un premier résultat de cohomologie propre au cas du plan,
démontré dans [ES87]. On note II,, 'ensemble des partitions de l’entier n, et
[(\) la longueur d’une partition A :

Théoréme 2.4. Pour0<i¢<mn, on a

dim H*( X[ Q) = #{\ € I, I(\) =n —i},
dim H*+1(X" Q) =0.

La démonstration utilise une “décomposition cellulaire”, issue de ’action
canonique du tore (C*)2 sur C2. Elle ne peut donc pas se généraliser aux sur-
faces quasi-projectives quelconques. On va donc introduire dans la prochaine
section une autre décomposition de notre schéma de Hilbert qui puisse servir
dans une plus grande généralité pour du calcul de cohomologie.

3 Stratification

Encore une fois, le théoréme 2.1 se généralise. Placons-nous désormais
dans le cas d’une surface quasi-projective lisse S.



Définition 3.1. Pour toute partition A = (n1,...,n,) de n (avec 0 < n; <
... < n,), on définit le sous-ensemble localement fermé

Sgn) ={> n;P;, P; € S tous distincts}
de S . En posant S/[\n] = pfl(Sg\n)), on obtient une stratification

sl — 1150
A
de S en strates localement fermées.

Etudions la dimension d’une strate S/(\n). Commengons par poser A\ =

(191,292 . 'n%) ou «; désigne le nombre de fois que i apparait dans
(n1,...,n,), et i% désigne la famille de «; éléments tous égaux a i. Soit aussi
(891 x ... x §%)y ouvert de S* x ... x S correspondant aux n-uplets

de points tous distincts. Alors, Sgn) est le quotient de (S x ... x S%)g

par laction de &4, X ... X B,, (permutation des facteurs S,,). Comme

)

cette action est a nouveau bien libre, on en conclut que Sgn est réguliére de
dimension 2 ) o; = 2r.
On introduit un nouveau schéma de Hilbert, qui nous sera utile dans la

Suite :

Définition 3.2. Soit H,, = Hilb" Spec(C|[z, y]]/(z,y)"), qui paramétre les
idéaux de codimension n dans C[[z,y]] (en fait tout idéal de Cl[x,y]] de
codimension n contient (x,y)"). Les H, sont appelés schémas de Hilbert
ponctuels.

Proposition 3.3. Pour une partition X = (ni,...,n,), le morphisme de
Hilbert-Chow fait de S;n] un fibré localement trivial (pour la topologie analy-

tique mais c’est aussi vrai pour la topologie étale) sur Sgn) de fibres Hy,, x
oxX Hy

Cette proposition découle essentiellement des deux points suivants :
— la cas de la strate p : S([Z]) — S((Z)) ~ S. Pour P € S, la fibre p~!(nP)

consiste en l’ensemble des sous schémas Z € S[ concentré en P.
Les idéaux associés contiennent tous m’ et donc p~1(nP) ~ H,, (cf.
définition 3.2) ;

— pour A = (n1,...,n,) quelconque, on a des fibres p~1 (> n; P;) toutes
isomorphes & Hy, X ... x H, , et les P; étant deux & deux distincts,
on peut trouver des ouverts deux a deux disjoints (pour la topologie
analytique) contenant chacun un P;.

Cette proposition permet la définition suivante :

Définition 3.4. Soit un morphisme projectif f : X — Y vers un schéma stra-
tifie Y = [ Y, en strates localement fermées. On suppose que f : f~1(Y)) —
by

Y, est un fibré localement trivial de fibres F\ pour la topologie analytique.
On dit que f est semismall si pour tout A on a



2dim F) < codimY),
et que la strate Y) est pertinente s’il y a égalité.

Ce que l'on a fait précédemment permet de dire que le morphisme de
Hilbert-Chow est semismall pour la stratification de S par les partitions,
et méme que les strates sont toutes pertinentes. En effet la projectivité de
p vient du fait que S est quasi-projective et que le schéma de Hilbert d'un
ouvert d’un schéma X est un ouvert du schéma de Hilbert de X.

Vérifions aussi I’égalité sur les dimensions : S est de dimension 2n et
on a vu plus haut qu'une strate Sgn) est de dimension 2r si A = (n1,...,n,),
donc de codimension ) 2(n; — 1). Par ailleurs, on sait d’aprés [Bri77] (voir
aussi [Iar72]) que les Hy, sont irreductibles de dimension n; — 1. On conclut
donc grace a 3.3.

Remarque 3.5. Le résultat d’irreductibilité de Briancon n’est pas nécessaire
ici, seul le résultat sur la dimension suffit, comme expliqué dans [ES87]
et [Nak99.

Sous ces conditions, on trouve dans [GS93] le théoréme suivant, ou 'on
note b;(Y) = dim H(Y,Q) le i-iétme nombre de Betti d’un schéma Y, et
p(Y) =3>,b;(Y)z" son polynome de Poincaré :

Théoréeme 3.6. Pour S surface lisse quasi-projective sur C on a

(1 +22k—1tk)bl(5)(1 +22k+1tk)b3(5)

EOP(S )t kl;lo(l T 2k—2gk)bo(S) (1 — L2k (k)ba(S) (1 — L2k+2¢k)ba(S)

Sa démonstration nécessite des outils avancés de géométrie algébrique,
notamment de cohomologie d’intersection.

4 L’algebre de Heisenberg

La formule obtenue ci-dessus montre I'intérét qu’il y a & considérer dans
leur ensemble les cohomologies de tous les S, pour n > 1. On va donc
essayer de mieux comprendre les groupes de cohomologie en étudiant I’espace

V=@ H* (S, Q),
n>0
notamment en essayant de lui associer une action compatible avec sa gra-
duation.

Définition 4.1. Soit V un Q-espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire
non dégénérée < ., . >.
— Soit T I'algébre tensorielle sur V[t,t~1] graduée selon le degré i de t :
T = ®iezT". Lalgebre de Heisenberg H(V) sur V est celle obtenue &
partir de T' en rajoutant les relations
[ut’, vt] = i6; _; < u,v > e



ou e désigne I’élément neutre de I'algébre tensorielle correspondant au
produit tensoriel vide.

— Si T'on considére tV[t] a la place de V[t,t7!] ci-dessus, on obtient
Uespace de Fock F(V') comme sous-algébre de H (V). On en fait un
H(V)-module en posant ut’.w = 0 pour tout w € F(V), et ut *.e =0
pour tout ¢ > 0.

Proposition 4.2. L’espace de Fock F (V') est un H(V)-module irréductible et
si F(V)4 désigne son sous-espace de degré d (t toujours de degré 1), on a

S dim(F(V))td = ] — .

d>0 fo1 (1 — th)dimV
L’intérét pour ces algébres vient du fait que pour une surface quasi-
projective S telle que V = H*(S,Q) = H°(S,Q) @ H%(S,Q) @ H*(S,Q), la
formule de la proposition coincide avec celle du théoréme 3.6 avec z = 1. En
fait on peut obtenir le résultat suivant, démontré dans [Nak99| et [Gro96| :

Théoréme 4.3. Soit S une surface quasi-projective lisse et V.= H*(S,Q).
Si on suppose que H' = H® = 0, on a un isomorphisme de H(V)-module
entre F(V') et V.

Remarque 4.4. Dans ce cas < a, 3 >= p,(a N 3) o p désigne I'unique mor-
phisme S — {pt}. Pour une surface vérifiant H! = H3 = 0 (comme ce sera
le cas dans la suite avec S = A?), cette forme est symétrique. Dans le cas
contraire (cohomologie impaire non triviale), il aurait aussi fallu introduire

les algébres de Clifford.

Pour simplifier, on va donc expliquer la construction de la strucutre de
H(V)-module sur V dans le cas de S = A? et donc de V = Q. Notre but
est de voir V comme une représentation de H(V). Pour m > 1, il faut
donc pouvoir représenter la multiplication par t™ et créer une application
de H*(SI) dans H*(S"*™) (on cesse de noter les Q dans la suite). On
va essayer de généraliser I'utilisation de la variété d’incidence X[n+1l en
posant :

Znan = {(Z.P,W) € Sl x § x Skl | p(W) — p(2) = mP}.

On impose donc que la différence entre Z et W soit concentrée en un point.
En notant pr et pr’ les projection vers S et St on note alors

pm : H*(SM) — H*(S™]) g s DP(prl (pr* (y) N Znm))

ot DP désigne la dualité de Poincaré. Intuitivement, si on voit y comme la
classe duale de la classe de Y ¢ S pm(y) correspondra a la classe de la
fermeture de {ZUP | Z €Y, P¢€ S([g])}

On note encore p,, 'application V. — V obtenue par somme directe et
on obtient :



Proposition 4.5. Soit e l'unité de Q = H*(S%). Alors I’ensemble des

Pny © ... 0 Pp,(€), an =n

constitue une base de V,, = H*(S™) pour tout n > 0.

L’utilisation de I’accouplement relatif aux cohomologies de S et Sn+m]
permet de définir p_,,. Intuitivement on a cette fois p_,,(y) qui correspond a

la classe de la fermeture de {Z € S’ | ZUP € Y pour un certain P € S([Z])},
si y est la classe de Y < S Alors

Proposition 4.6. Pour tout n,m on a [pp, Pm| = n0p,—midy.
On dispose donc d’une application de H(V)-modules définie par
F(V)—=V, th— pi(e).

Comme F(V) et V ont la méme série de Poincaré et que F'(V') est irréduc-
tible, c’est un isomorphisme (cf. 4.2) : en effet la série de Poincaré de V
est obtenue en prenant z = 1 dans la formule de 3.6, et pour S = A? on a
b; = (51',0.

5 K-théorie
Dans [Nak99], la question est posée de savoir si 'on peut aussi définir
une structure intéressante sur l'espace @, K (S ["}) modelé sur les groupes de
Grothendieck des S, Pour un schéma X, K (X) est défini comme le groupe
libre engendré par les classes d’isomorphisme [F] des faisceaux cohérents sur
X, quotienté par les relations [A] + [C] = [B] pour chaque suite exacte

0—-A—-B—-C—0.

Les outils qui sont utilisés dans la suite, et qui permettent de généraliser
ceux des précédents paragraphes, sont exposés dans [CG97| qui traite de
K-théorie équivariante : pour un groupe linéaire algébrique G agissant sur
X, on s'intéressera au groupe de Grothendieck K¢ (X) de la catégorie des
faisceaux cohérents G-équivariants sur X. On va notamment se servir de
convolution. Pour un groupe algébrique GG, on appelle G-variété un C-schéma
quasi-projectif muni d’une action de G :

Proposition 5.1. Soient X1, Xy et X3 des G-variétés lisses munies de mor-
phismes propres vers une G-variété Y. On dispose d’une application associa-
tive

*x: K9(X1 xy X2) @ K¢ (X3 xy X3) — K&(X1 xy X3).

On note R l'anneau (complexifié) des représentations d’un groupe G.
La proposition permet :



— dans le cas de X; = Xy = X3 = X, de munir K“(X xy X) d’une struc-
ture de Rg-algébre associative d'unité [Ax], Ax désignant la diagonale
de X xy X ;

— dans le cas de X1 = Xy = X et X3 =Y = {pt}, de munir K(X)
d’une structure de K% (X xy X)-module.

On considére dans la suite S = A2. Les schémas S n’étant pas propres,

on considére plutét les points fixes ST sous Iaction du tore T' = (C*)2.
En effet celui-ci agit sur chaque S par

(21,22) 1 = {P(ey 2, 55 'y), Pla,y) € I}

pour I de codimension n dans C[z,y]. On montre que les points fixes sont
en bijection avec les partitions A de n (on notera A F n) via

A=A, N) = L] =<y oy, oy 2 >
En particulier les (ST sont finis. Par ailleurs, avec
q:T — C* (21,22) — zl_l, t:T — C* (21,22) — 22_1,

on a Ry = C[g*",t*'] et on note alors K = C(¢'/2,/?). Un théoréme de
Thomason (voir [CG97|) nous donne alors l'isomorphisme suivant, ot ¢ est
le plongement S [T, 87 et ou l'on note Mg pour M ®@pr,, K si M est un
Rp-module :

Le s KT(SPIT ) = @ K[l = KT(s")k.

Comme on a aussi (on note I, = ({,,, 1))

KT(SM x simhyg = & K[, )],
AFn, pEm

on voit que KT (SM)k et KT(SM x Sk sont combinaisons linéaires de
classes de faisceaux cohérents & support propres, et on dispose donc des
convolutions suivantes :

w2 KT(S xSty @ KT (SIm x 5 — KT (S x sk,
x: KT(SM xSt @ KT (S — KT (M)

On dispose ainsi d’une K-algébre associative

Ex = @IIKT (S x Sy,
k€EZ n

le produit étant pris sur les n > max (0, —k), qui agit sur le K-espace vectoriel

Lx = KT (SM)k.
n>0



Pour définir la sous-algébre de Ex qui va nous servir, on va encore une
fois utiliser S+, D’abord, soit Z, = {(z,Z) | z € Z} le sous-schéma
fermé de S x S (appelé famille universelle) associé au morphisme identité
de S, puis 7, = p«Ogz, ou p désigne la projection de S x § ] gur S,
Avec p; et po les projections de S x S+ vers S et S+ on note enfin
Tnn+1 le fibré en droite sur St (le fibré tautologique de S"+1]) égal au
noyau de p5T,4+1 — piTy (qui correspond a Clx,y]/J — Clz,y]/I au-dessus
d’un point (I, J) de S+,

Symétriquement on peut construire 7,41, € KT (S 1] % § ["})K, et on
pose enfin 7, , = 77, pour 7 I'une des projections de Sl Sl sur ses
facteurs.

Le résultat suivant, obtenu dans [SV09], donne alors une réponse a la

question de Nakajima, dans le cas du plan (on prend la convention Ti_-l =

J
T;:j) :
Théoréme 5.2. Soit Hk la sous-algebre de Ex engendrée par
Hn[Tg,ln—i-l]? Hn[’r'g)—li-l,n]? le Z?
Hn[/\lTn,n]v Hn[/\l’r;,n]? le Z>0'
Alors :

1. Hk est isomorphe & une extension centrale de dimension un & de
l’algébre de Hecke double affine sphériqgue SH.

2. En tant que E-module, Lk est isomorphe & K|z, za,. ..

La définition de H vient du fait que les schémas S K = {(7,7') €
Sl x S| Z 7'} sont lisses seulement pour k = 0, 1.

Il serait malheureusement trop long de définir SH., ici. Cependant cette
algébre est isomorphe a l'anneau K[mlﬂ, inl, . ,yfl,yzﬂ, ...]®= en tant
que K-espace vectoriel. Donnons quelques informations sur ’action de £ sur
Lk :

— déja lespace de Fock peut étre identifié a C[py, pa, .. .], " agissant par

je-.

0
D—m (m < 0)

— ensuite on a une Z2-graduation sur &, et 'un des axes agit, de maniére
analogue & 'algébre de Heisenberg, par

m/2 o
—m-2 — (m>0)
1—t™ Opp,
t—m/Q 3

m P—m (m <0)
les py, représentant ici les polynomes symétriques (3 ;" xI"), (cette
notation vient du fait que K[z1, 9, ...]%= est définie comme la limite
projective des K[z, ..., 2,]%"). L’autre axe agit par
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AN + (m > 0)

(1- qm)(ll— tm)

A®  —
Q=g (L=t
ol les opérateurs sont reliés aux polynémes de Macdonald. Par exemple
AS° correspond & la famille des

)

(m < 0)

n

NEDY Htil/zm_tmp i\,

i1 \ i bi —Dpj

Il serait intéressant de tenter de généraliser le théoréme 5.2 aux surfaces
lisses quasi-projectives quelconques, méme si 'approche présentée ici im-
pose une restriction aux surfaces munies d’une action du tore, dites toriques,
comme par exemple P? tout entier.
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