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L’exposé qui suit repose sur une méthode tres intéressante mise en place
initialement par Bernstein, Gel'fand et Ponomarev dans larticle [1]. Cet
article se donne pour objectif d’éclaircir certains liens apparus entre divers
domaines d’algebre linéaire. S’ensuit une méthode qui se veut unificatrice et
générale en ce qui concerne la classification des objets en algebre linéaire,
et qui repose sur la théorie des carquois et la démonstration d’un théoréeme
de Gabriel. Les conséquences directes d’une telle démarche sont d’une part
I'accessibilité de I'article qui ne suppose presqu’aucun prérequis, si ce n’est
les connaissances de base d’algebre linéaire, d’autre part la clarté quant
aux résultats obtenus qui pourraient pourtant paraitre étonnants sous une
différente approche. Si la trame de 'exposé est basée sur cet article, nous
nous sommes aussi appuyés sur un article de Gabriel (voir [2]) justement
pour rajouter des remarques, des exemples ou méme certaines notions fon-
damentales dans I’étude des carquois. Bien stir, nous renvoyons a la biblio-
graphie pour la démonstration des quelques résultats utiles cités sans preuve
dans notre présentation.

Nous remercions Bernhard Keller pour l'intérét et la portée de ce sujet
d’algebre, la diversité des articles proposés, et pour son aide dans la rédaction
du mémoire.
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1 L’énoncé et illustrations

1.1 Le carquois et ses représentations

On se donne un graphe G fini et connexe constitué d’un ensemble de som-
mets Gy et d’'un ensemble d’arétes G;. La distinction d’un départ d(l) € Go
et d’un but b(l) € Gy pour l'aréte [ en fait une fleche et définit une orienta-
tion A de notre graphe et ainsi un carquois (G, A). Si I’on veut, on peut voir
un carquois comme une “catégorie sans composition des fleches”.

Définition 1.1. Une représentation du carquois est la donnée d’un espace
vectoriel V}, de dimension finie sur un corps fixé k pour chaque sommet p de
Go, ainsi que d’une application linéaire V; : Vy;) — V) pour chaque fleche
[ de GG1. On notera V une telle donnée.

Définition 1.2. 1. Soit (G, A) un carquois. Soient ensuite V' et W deux
représentations de (G, A). Un morphisme ¢ : V. — W est la donnée
d’une famille d’applications linéaires

Gp:Vp =Wy, pEGo
telle que, pour toute fleche [, le carré

Vi

W,
commute. On note £(G, A) la catégorie des représentations de (G, A)
ainsi définie.
2. On définit dans £(G, A) la somme directe de deux éléments V' et W
par VO W = (V, @ Wy, Vi ® Wi)pegy,icc, et on dit qu'un objet non

nul de L(G, A) est indécomposable 8’1l ne peut s’écrire comme somme
directe de deux objets non nuls.

3. Pour chaque sommet p de Gy, on définit la représentation simple L,

associée a p par
k sie=p
(Lp)e = { . ’
0 sinon

pour tout sommet e de Gy et par
(Lp)l =0

pour toute fleche | de Gy.



Remarque 1.3. La bijection réciproque d’une application linéaire étant tou-
jours linéaire, les isomorphismes de la catégorie £(G, A) sont les morphismes
¢ tels que pour tout p on ait ¢, bijective.

Remarque 1.4. Notons que si 'on considere la simplicité au sens des mo-
dules, les L, ne sont pas les seules a étre simples comme en témoigne la

représentation de
o
-

qui associe k au seul sommet et la multiplication par n’importe quel scalaire
non nul A a la seule fleche.

On montre par ailleurs facilement par récurrence sur dim(®peq,Vp) le
théoréeme suivant, I'unicité pouvant étre obtenue & partir du théoreme de
Krull-Schmidt (en voir une démonstration par exemple dans [3]) :

Théoréme 1.5. Tout objet de L(G,A) peut étre décomposé en somme di-
recte finie de sous-représentations indécomposables, et la décomposition est
unique 4 isomorphisme pres.

La classification a isomorphisme pres de toutes les représentations se
ramene ainsi a celle des indécomposables. Le théoreme de Gabriel donne
une condition nécessaire et suffisante pour qu'un carquois n’admette qu’un
nombre fini de classes d’isomorphisme de représentations indécomposables.

Le fait étonnant est que cette classification va faire intervenir dans une
large mesure les diagrammes de Dynkin ci-dessous (plus précisément, les
diagrammes de Dynkin sans arétes multiples), dans lesquels on ne tient pas
compte de l'orientation des fleches (n désigne le nombre de sommets, avec
n > 1 pour A, et n >4 pour D,,) :

A, o o o 0 o o
D, o
o o o .0 o
o
EG o
o o o o o
E7 e}
o o o o o o




e} (¢] (¢] e} (¢] (¢] (¢]

L’étude complete du théoreme de Gabriel fait intervenir d’autres dia-
grammes, extensions des diagrammes précédents, que nous évoquerons aussi
par la suite (les graphes Avn et f)n ont n + 1 sommets, avec n > 0 pour ﬁn
et n >4 pour D,,) :

A, o o o 0 o o
o o o 0 o o
Dn ¢} \ / o
o O e O o
o o
E6 e}
o
o o o o o
FEr o
o o o o o o o
Eg e}
o o o o o o o o

Plus généralement, de nombreux problemes d’algebre linéaire peuvent
étre formulés en termes de carquois. Voila quelques exemples :

1. La classification des morphismes V; — V5 entre deux espaces vectoriels
(a changement de base dans V; et V5 preés) est équivalente a celle des
représentations de A» muni de n’importe quelle orientation.

2. La classification des endomorphismes d’un espace vectoriel est équiva-
lente a celle des représentations du carquois & un sommet et une boucle



(le carquois de graphe sous-jacent ZO),

3. La classification des couples de morphismes entre deux espaces vec-
toriels est équivalente a la celle des représentations du carquois de
Kronecker (de graphe sous-jacent Aj) :

P
o O
A
4. Un autre probleme trés pratique repose sur ce carquois (de graphe

sous-jacent Dy) :

qui permet & nouveau une classification intéressante des endomor-
phismes f d’un espace vectoriel V' si I'on considere V @& V pour le

lv ] (la diago-

point central et ses sous-espaces V &0, 04 V, Im { 1
\%

1y
nale) et Im
et

permet aussi de classer les quadruplets de sous-espaces d’un espace
donné : par exemple les classes d’isomorphisme des représentations
indécomposables de 154 de vecteur dimension %2% (les quadruplets de
droites de k2) sont en bijection avec P!'(k). En effet on peut toujours,
pour trois droites distinctes, trouver une base de k? telle que dans
cette base les vecteurs (1,0), (0,1) et (1,1) soient directeurs des droites
considérées.

] (le graphe de f) pour les points périphériques. 11

1.2 Théoreme principal

On considére un carquois C' = (G, A).
Pour une représentation V' de C, on note dim V' = (dim V},)pecy, -

Définition 1.6. On introduit la forme quadratique de Tits B du carquois
C sur Iespace des vecteurs rationnels T = (z,)peq, définie par

B(z) = Z 5012; - Z Za(1) (1) (1)

peGo leGy

Théoréme 1.7 (Gabriel, 1972, [4]). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. le carquois C' n’admet qu’un nombre fini de classes d’isomorphisme de
représentations indécomposables ;



2. sa forme quadratique de Tits est définie positive ;
3. son graphe sous-jacent G est isomorphe a Ay, Dy, Eg, E7 ou Eg.
De plus, si c’est le cas, alors la fonction dim induit une bijection de [’en-

semble des classes de représentations indécomposables sur l’ensemble des
solutions entiéres positives de l’équation B(T) = 1.

Il faut remarquer que I'on caractérise les représentations indécomposables
d’un carquois en fonction de son graphe sous-jacent G tout en “oubliant”
son orientation A.

On peut aussi obtenir des informations sur les représentations indécompo-
sables de C' dans le cas ou B est positive non définie.

Théoréme 1.8. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. la forme quadratique de Tits de C est positive non définie ;
2. le graphe sous-jacent G est isomorphe a Kn, 15”, E‘g, E; ou Es.
De plus, si c’est le cas, alors B(dim V') € {0,1} pour toute représentation
indécomposable, et
-siB(x)=1,7¢€ NGl glors il y a une et une seule représentation
indécomposable V' (& isomorphisme prés) avec dimV =7 ;
~ si B(T) = 0, T € NG\ {0}, alors il y a une infinité de classes de
représentations indécomposables V avec dimV = Z, du moins sur un
corps k infini.

Ici nous ne démontrons que la premiere assertion du théoreme. Pour le
reste on renvoie le lecteur aux articles de Nazarova [5] et Donovan-Freislich
[6]. Par contre on propose 'étude détaillée d’un exemple (le carquois cyclique

A~

A, du graphe sous-jacent A,).

1.3 L’algebre du carquois

Montrons maintenant comment interpréter les représentations d’un car-
quois en termes de modules sur une certaine algebre.

On pose P = k%0 T’algebre des fonctions Gy — k, et on munit F = k&1
d’une structure de (P, P)-bimodule en posant

(Af) (1) = Ad) £ (1),
(FA)() = Ab) f (1)
pour tous f € F, A € P et toute fleche [ : d — b.

Définition 1.9. L’algébre du carquois C est I'algebre tensorielle

KC) =P F""=PoF o (FopF)&---

n=0

de (P, P)-bimodule F.



A toute représentation V de C, nous associons le module II(V) = [Leq, V(p)
sur k[C] tel que
vA = (A(P)v(p))peco

vf = (Y fOVi(u(d))pecy
l:d—p
pour tous v € II(V), f € F et A € P.
Un petit calcul montre que v(fA ® g) = v(f ® A\g) pour tous v € II(V),
f,g€ Fet A€ P, ce qui justifie la définition de ce module.

Dans lautre sens, prenons un module M sur k[C] de dimension finie sur
k. Pour chaque p € Gg introduisons la “fonction caractéristique” A, € P de
p telle que A\p(p) = 1 et A,(q) = 0si ¢ # p. De la méme facon, introduisons la
“fonction caractéristique” f; € F' de | € Gy telle que fi(I) =1 et fi(m) =0
sim #£ L.

Pour p € Gy posons

V(p) = {vAp:ve M}

Manifestement c’est un k-espace vectoriel de dimension finie.
Puis, pour toute fleche [ : d — b et tout élément vAy de V(d) posons

Vi(vAg) = vfi.

On avf; = v(fixp) = (vfi)\» € V(b), donc on dispose effectivement d’une
application V; : V(d) — V/(b), qui est de plus k-linéaire.
Vérifions que 'on a
M = ®pec,V (p)- (2)

1. Soient p, ¢ € Gy deux sommets distincts. Pour un v € V(p) (| V(q) on
av=1u\ =wAg, u,w € M, donc

v =ulp = u(ApAp) = (udp)Xy

= (wAg)Ap = w(AgAp) = 0.
Ainsi V(p)(V(q) = 0.

2. On observe que ZpEGo Ap = 1y, done chaque v € M s’écrit sous la
forme

v=0 Y A=Y (U) € @pec, V(D)

peGo pE€Go
d’out (2).
En regardant la multiplication de M par les éléments de k[C], on voit
que 'on a obtenu une représentation V' de C avec II(V)) = M. Puis on vérifie

que l'on a construit en fait 'application inverse de II, et que II s’étend d’une
fagon naturelle en un foncteur de la catégorie des représentations k-linéaires



finies de C sur celle des modules sur k[C] de k-dimension finie. En plus, ce
foncteur est un isomorphisme.
On résume :

Proposition 1.10. La catégorie des représentations k-linéaires finies de C
et celle des modules sur k[C] de k-dimension finie sont équivalentes.

Remarque 1.11. L’algebre du carquois introduite ci-dessus coincide en fait
avec l'algebre des chemins étudiée souvent dans ce contexte la.

1.4 Exemples

1. Etudions le graphe A, muni de l'orientation suivante :

Ici la forme de Tits est

n n—1
— 2
B(z) = g xi — g TiTit1
i=1 i=1

L 9 2 1.5 2
= 5(3:‘1 + $n) + 5(2(.7}1 — $i+1) )
i=1

Elle est donc bien définie positive et pour m € N\ {0} on a B(m) = 1
si et seulement si il existe n > 57 > ¢ > 1 tels que myp = 1 si
J > k > 1 et mp = 0 sinon. On en déduit les espaces figurant
dans les représentations indécomposables, les applications liant les es-
paces non nuls (si j — ¢ > 1) étant nécessairement inversibles par
indécomposabilité. Par le théoreme 1.7, les représentations indécompo-
sables sont donc toutes isomorphes a une représentation du type L; ;
(pour n > j >1i > 1, k étant le corps de référence) contenant la suite
suivante complétée par des zéros si j —i <n—1:

id k k id k
o — o o — ©
j j—1 i41 i

2. Considérons maintenant le cas de la boucle KO, Sa forme de Tits est
la forme nulle donc le théoréeme 1.8 nous dit que quel que soit I'entier
n > 0, il y a une infinité de classes de représentations indécomposables

10



de dimension n. En effet, ayant fixé la dimension 7, on note pour tout
r ek

z 1 o --- 0
0 =z 1 .o
L) .1

ol I, est la matrice identité de dimension n.

Notons que cette matrice définit bien un endomorphisme indécompo-
sable : si J(x) stabilise X et Y avec X @Y = k™ décomposition non
triviale, alors X et Y sont laissés stables par N = J(z) — xI,, mais
N nilpotent induit deux endomorphismes nilpotents sur X et Y, tous
deux donc de noyau non nul ce qui impliquerait que 1 = dim(ker N) >
2 ce qui est faux : on a bien X ou Y nul.

Ensuite, si J(z) est isomorphe & J(y), alors il existe P € GL, (k) avec
J(z) = PJ(y)P~* = P(yl,, + N)P~' = yI, + PNP!,

donc J(x—y) = PNP~!. Or la matrice de droite est nilpotente (car N
lest), d’out = y, ce qui permet de vérifier I’existence d’une infinité de
classes de représentations indécomposables de dimension n, supposant
k infini.
. Enfin regardons le carquois cyclique En de graphe sous-jacent Kn,
n>1:

l2
2—3

u]
v

l=—n+1
ln+1

Ici la forme de Tits

n+1 n

- 2
B(z) = Z% - inxi—l-l — Tn+171
i=1 i=1

n
= %(Z(ﬂjz — 2i11)* + (21 — Tn41)?)
i=1
est positive non définie. Pour m € N*™1\ {0} on a B(m) = 1 si et
seulement s’il existe n+1 > 7 > ¢ > 1 et un s € N tels que : soit
mp=ssij>k>iet my=s+1sinon, soit mpy=s+1sij>k>1
et my = s sinon. Puis, B(m) = 0 est équivalent a m; = ... = my4;.

11



En considerant la sous-représentation V' de V telle que

V! =g ker((far10---0 fi)f o fayro--0 fi), i=T,n+1,

ou f; désigne Vj,, et en choisissant de bons supplémentaires des k-

espaces vectoriels V;/, on voit que la catégorie mod(k[A,]), ott mod(A)
désigne la catégorie des A-modules de k-dimension finie, est le produit
de deux sous-catégories :

(a)

La premiere est formée par les représentations V avec f; bijective
pour tout ¢ = 1,n + 1.

Cette catégorie est équivalente & mod(k[T,T~!]) au moyen du
foncteur qui & un k[T, T~!]-module M associe la représentation
VavecV;=M, i=1,n+1, fi=1Id, i =1,n, et f,11 la multi-
plication par T. Si notre corps de base k est algébriquement clos,
alors dans une base bien choisie la matrice de f,+1 s’écrit sous la
forme de Jordan, et le cas d’une représentation indécomposable
correspond exactement a la matrice J(x), = # 0. De plus, les
représentations de ce type avec les matrices J(x), J(y), © # y
ne sont pas isomorphes (voir ’exemple pour Zo), donc on obtient
un nombre infini de représentations non isomorphes dans le cas
dimV; = ... =dim V41, ce quaffirme le théoreme 1.8.

Nous désignerons la seconde catégorie constituée des représenta-
tions avec fn110-- -0 f nilpotente par U,, (U pour unisériel). Ses
objets indécomposables sont de la forme V! avec s = 0,n, | € N*

et
87l —_
Vit = P kej,

1<j<li—j=s mod n+1

f§,l(€j) _ {ej+1 si .7 7£ l>

0 sinon

Cette définition est beaucoup plus claire sur le dessin (ici on prend
n=2101=5 s=0):

T N

= €1 €2 €5

\




On voit un “serpent” sur 5 points.

Pour s’assurer que ces représentations indécomposables sont les
seules possibles, il suffit de considérer dans V' la plus longue chaine
d’éléments non nuls ay, api1,...,a; avec a; € Vi, i = k,l et
fila;) = aj+1, i = k,l—1, ou les indices des f; et V; sont pris
modulo n + 1.

D’apres le théoreme 1.8, on a obtenu toutes les représentations
indécomposables V de A, avec B(dimV) = 1 (& isomorphisme
pres), car on a obtenu toutes les valeurs de dim V' correspon-
dantes. De plus, le cas n + 1|l donne de nouvelles représentations
avec B(dim V) = 0.

13



2 Carquois et foncteurs

On introduit dans cette partie quelques foncteurs dont les propriétés
vont s’avérer tres intéressantes vis a vis des représentations indécomposables
et de leur classification & isomorphisme prés mais aussi permettre un rap-
prochement avec la théorie des systéemes de racines qui sera évoquée plus
tard. L’idée est en effet d’introduire des foncteurs dans un cadre propre a la
théorie des représentations de carquois mais dont 1’étude va clairement faire
apparaitre des passerelles avec une autre théorie.

2.1 Foncteurs basculants
On consideére un carquois C' = (G, A).

Définition 2.1. 1. Soit d € Gy. On notera G¢ la partie de G constituée
des fleches ayant une extrémité égale a d et, si A est une orientation
de G, celle obtenue en inversant le sens des fleches de G est notée
og/A. Un sommet d est dit (-)-accessible ou source si b(l) # d pour tout
I € G4 et de méme b est dit (+)-accessible ou puits si d(l) # b pour
tout | € G.

2. Pour un puits b, on définit le foncteur F,” de £(G, A) dans L(G, opA)
par F,7 (V) =W, ol :
- W.=V.slc#b,
— Wy = ker(m,) ot my @ @y Vagy — Vb est I'application linéaire de
composantes les Vi, | € G?,
- W=V sileGi\G?,
— W est la composée naturelle Wy < @y V) = Vagy sil € G®.

3. De méme, pour une source d, on définit le foncteur F; de L(G,A)
dans L£(G,04A) par F; (V) =W, ou:
- W.=V.sic#d,
- Wy = (@leGdVb(l))/(Imgd) = COk(Jd) ouoyg:Vy— @leGd%(l) est
I’application linéaire de composantes les V}, | € G¢,
- W=V sileGi\G?,
— W, est la composée naturelle Vi) — Spean Vi) > Wasil € G®.

Vd(ll) Vd(ll)
. + .
i, - Bow, Wy = ker [ V;,
Voo «— Vauo Wy = Va
‘/lk I/I/lk

14
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V(i) Vo(n) Vi,
Wiy Lo Iy Viel - W, = cok
Wa  — Vo Va  — VW v
Wi Vi, .
Remarque 2.2. On note que dans le deuxieme point de la définition, I’ap-
plication linéaire “colonne” [Wi],cqe de Wy dans @jeen V) est I'injection
canonique et donc que Im[Wj|;cqv = ker m,. Dans le troisieme point on voit
que l'application linéaire “ligne” [Wj];cqa est cette fois la surjection cano-
nique de @;¢qa Vi) sur Wy et que ker[W)];cqa = Im oy4. Ces deux points vont
permettre de démontrer le théoréeme suivant :
Théoréme 2.3. Soit V indécomposable. On a les résultats suivants :
1. Si b est un puits, deux cas sont possibles :
(o) V= LyetF, (V)=0
(b) F," (V) est indécomposable, F, F,F (V) =V et on a les égalités

dim F;H (V). =dimV, , Ve#b

dim F}f (V) = —dim V; + Y _ dim Vg (3)
leGb
2. Si d est une source, deuzr cas sont possibles :
(a) V~LgetF,(V)=0
(b) F; (V) est indécomposable, Ff F;y (V) =V et on a les égalités

dimF; (V). =dimV. , Ve#d

dim Fy (V)g = —dim Vg + Y dim Vi (4)
leGgd
Remarque 2.4. Souvent on écrit abusivement une égalité entre deux objets

qui ne sont qu’isomorphes, comme par exemple dans 1’énoncé de ce théoréeme
ou 'on devrait mettre F, F;" (V) ~ V plutot que F, F,H (V) =V.

Démonstration. On va introduire deux morphismes grace a la remarque 2.2.
Pour 1. : Soit
& FyFRN(V) =V
défini par (i%). = Id si ¢ # b, puis on prend pour (i¥,), I'injection naturelle
de (Fy F,F(V)y = (@ Vay)/ AmWiliean) = (B1ege V) / ker mp, dans V,
([Wi];eqv en colonne).
Pour 2. : Soit
Py V= FfF(V)
défini par (pf,). = Id si ¢ # d et le choix pour (p¢)y de la surjection
Bregafi : Va — Imog = ker[W|jcqa = Ff F; (V)a ((Wi]jeqa en ligne). On
énonce le lemme suivant avant d’achever la preuve :

15



Lemme 2.5. 1. Pour un sommet d et deux représentations quelconques
Vi et Va, on a Ff(Vi ® Vo) ~ Ff (V1) @ Ff(Va).

Les morphismes p“i, et z'l{/ sont respectivement surjectif et injectif.
On a les formules 3 (resp. 4) si pﬁl/ (resp. zl"/) est un isomorphisme.
On a (kerpd). =0 Ve #d et (V/Imib). =0 Ve #b.

Si V est du type Ff (W) (resp. Fy, (W)) alors p. (resp. %) est un
isomorphisme.

6. V~F Ff(V)e (V/Imid) etV ~F F (V)&kerpd.

G e ke

Démonstration. Les cing premiers points ne sont pas compliqués. Pour le
sixieme, il suffit de trouver une section pour la suite exacte suivante :

0 — Im(i%)p — Vi — (V/Imi%), — 0

On en construit une grace au morphisme induit par n’importe quelle pro-
jection de Vj, sur un supplementaire de Im(il{,)b. La suite :

0 — ker(pl)g — Va— Fy Fy (V)4 — 0
qui est exacte car p“i/ est surjectif, se scinde de la méme maniere. ]

Pour finir la preuve du théoreme, on traite par exemple le premier cas,
la preuve étant similaire pour le deuxieme. D’apres le point 6. du lemme,
on peut distinguer deux cas si V' est indécomposable. Soit V ~ (V/Imi?)
et donc V =~ Ly, soit (V/Imid) = 0 et donc d’apres 3., on a les formules
3. Reste & montrer que F," (V) est indécomposable : si F," (V) = Wy & W,
d’apres 1. on a V = F, (W) ® F, (W) donc par exemple F,”(W2) = 0.
Mais d’apres 5., avec W = FbJr (V), p% est un isomorphisme, et comme (par
construction du morphisme pb,) pb,(Ws) C F;F,”(W3) = 0, on a donc bien
Ws = 0, ce qui permet de conclure. ]

Définition 2.6. On dit d’une suite de points (dy,...,d) qu’elle est (+)-
accessible selon T si d; est (4)-accessible selon A, da est (+)-accessible selon
o4, A, et ainsi de suite. On définit de méme une suite de points (- )-accessible.

Corollaire 2.7. Soit (dy, ...,dy) une suite (+)-accessible du carquois. On a
les deux résultats suivants :
— Pour 1 <i < k, considérant Lq, comme objet de L(G,04, ,...0q,\),
ona Fy ...F;  (Lg;) soit nul, soit indécomposable dans L(G, A).
— Sil'objet Ve L(G,A) est indécomposable et vérifie F(;;...FCZ(V) =0,
alors pour un certain i on a V =~ Fy ..F;  (Lg,).
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2.2 Foncteurs de Coxeter

Le théoreme 2.3 et son corollaire 2.7 sont tres puissants et vont permettre
d’établir directement plusieurs résultats a propos des carquois dirigés que
nous définissons ci-dessous :

Définition 2.8. Un carquois (G, A) est dirigé s’il ne contient pas de circuit
fermé : si d € Gp et {l1,...,lx} C Gy vérifient d(l1) = d et b(l;) = d(l;+1)
pour 1 < i < k, alors b(ly) # d.

Le théoreme qui suit permet dans un premier temps de relier les classi-
fications d’objets indécomposables pour diverses orientations :

Théoréeme 2.9. Soit G un graphe ne contenant pas de cycle, c’est-a-dire
que tout carquois de graphe sous-jacent G est dirigé, et soient A, A’ deux
orientations.

1. Il existe une suite (dy,...,dy) (+)-accessible selon A telle que
O'dk...O'dlA = A/.

2. Soient M et M’ les classes d’isomorphisme de représentations
indécomposables de L(G,A) et LIG,A), M C M (resp. M" C M')

les objets de la forme Fy ..F; (Lqg;) (resp. F;,:"'thﬂ(l’di)) pour

1 <i < k. Alors le foncteur FJI;F&E réalise une bijection entre M\Mv
et M\ M'.

Démonstration. Le deuxieme point découle du premier et du corollaire 2.7.
Si l'on raisonne par réurrence, il suffit de prouver le résultat pour A et A’
différents sur une seule fleche I. Comme G ne comprend pas de cycle, G\l
se scinde en deux : soit G’ la composante contenant b(l) (en accord avec A).
Convainquons nous que ’on peut numéroter les points de G’ de sorte que
quelle que soit I’ dans G} on ait d(I') d’indice plus grand que celui de b(l’) : il
suffit d’attribuer une hauteur entiere & chaque point en partant de zéro pour
b(l) puis en ajoutant ou retranchant 1 selon que l’on remonte ou pas une
fleche, un tel processus est applicable car le graphe est sans cycle et donc on
affecte bien une seule valeur a chaque point. Les points sont alors distribués
sur plusieurs “étages”, chaque étage correspondant a une certaine hauteur :
on indexe finalement les points en partant de I’étage le plus bas pour finir au
plus haut, ’ordre de I'indexation n’ayant pas d’'importance au sein de chaque
étage. On voit ensuite facilement que cette nouvelle indexation convient pour
démontrer le théoreme. O

Remarque 2.10. Plus généralement, si I’on manipule un carquois dirigé, on
peut encore indexer ses points de telle sorte que pour toute fleche, I’indice
du sommet de départ soit plus grand que celui du sommet d’arrivée. Ce
résultat se montre par récurrence sur le nombre de sommets dans le graphe
sous-jacent.
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Lemme-définition 2.11. Soit (G, A) un graphe dirigé. On numérote ses
points di, ...,d,, de telle sorte que pour chacune de ses fleches I'indice du
point de départ est plus grand que celui du point d’arrivée.

1. Les suites (dy, ...,dy) et (dy, ...,d1) sont respectivement (+)-accessible
et (-)-accessible.

2. Les foncteurs FCE;...FCZ et I ...F,; envoient £(G,A) dans elle-méme.

3. Ces foncteurs ne dépendent pas de la numérotation adoptée : on pose
donc &+ = FC?;...F(Z et &= = F, ..F; que l'on appelle foncteurs de
Cozxeter.

Démonstration. Soit di, ...,d, et d},...,d] sont deux numérotations conve-
nables et m Uindice vérifiant d; = d,. Si dy était relié par [ € G & un certain
d; pour i < m, on aurait d(I) = d,,, = dy puisque i < m, mais c’est impos-
sible d’aprés la propriété requise pour la numérotation dy, ..., d,,. Mais alors
Fy, commute avec les ng, i < m et Fj;n...Fa‘lZ = F&Eﬂ_l...F&ZF(Z. Le méme
argument permet de montrer par récurrence que FC;ZL .. FCZ =F Czl .. FCZ.

On peut procéder de la méme maniere avec ¢~ O

Remarque 2.12. 11 peut étre tres pratique d’avoir un foncteur qui envoie
L(G, A) dans elle-méme, notamment si ’'on veut passer d’une représentation
indécomposable d’un carquois & une autre : si ’on reprend 'exemple de A,
on remarque en appliquant F(Z puis FJZ jusqu’a Fl;: aL;j que ®T(L; ;) =
Li 141, sii>1 ) .
{OZ Li-1 . On peut bien sur faire une remarque analogue en ap-
, sii=
pliquant &~ & A,.

Définition 2.13. Soit (G, A) un graphe dirigé. Un objet V' € L(G, A) est
dit (+)-(resp. (-)-)irrégulier si pour un certain k on a (®+)*V = 0 (resp.
(®)FV = 0). Il est dit régulier si quelque soit k on a V ~ (®7)F(®T)FV ~
(@F)5 (@) V.

On conclut avec le théoreme suivant qui permet une classification plus
pointue des indécomposables en distinguant des objets “simples” d’objets
plus “compliqués” :

Théoréme 2.14. On a les résultats suivants pour (G, A) graphe dirigé :

1. Tout objet indécomposable de L(G, ) est soit réqulier, soit irrégulier.

2. Soit dy,...,d, une indexation de Gq telle que l’existence d’une fleche
d; — dj implique i > j. Pour 1 <i <mn, on pose V; = Fd_l"'Fd_i_l(Ldi)
et V! = thb"'FcZH(Ldi) éléments de L(G,A). On a pour V € L(G, )
indécomposable :

OHV) =063, VeV et @ (V)=0&3, VaV)
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3. Tout objet indécomposable (+)-(resp. (-)-)irrégulier est de la forme
(@7)*V; (resp. (2)*V]).

Remarque 2.15. La remarque précédente nous montre par exemple que toutes
les représentations indécomposables de A, (toujours orienté de la méme
maniere) sont (+)-irrégulieres.

19



3 La forme de Tits et le groupe de Weyl

3.1 La forme quadratique de Tits

Soit G’ un graphe fini connexe d’ensemble de sommets G et d’ensemble
d’arétes G, vues comme couples non ordonnés d’éléments (pas nécessairement
distincts) de Go.

On introduit 'espace linéaire £z sur Q constitué des vecteurs r =
(a)acq, & coordonnées rationnelles z,. Pour chaque § € Gy on définit
le vecteur 3 € E; par Bo = 1 si a = (B et B, = 0 sinon. Notons que les 3
ainsi définis forment une base de ’espace linéaire &g.

Un vecteur x = (z4) est dit

— entier si toutes ses coordonnées z,, a € Gy sont entieres;

— positif (noté x > 0) si toutes ses coordonnées z,, a € G sont positives

ou nulles et si x # 0

— négatif (noté x < 0) si 'on a —z > 0.

Maintenant on rappelle la notion de la forme quadratique de Tits intro-
duite auparavant et on étudie ses propriétés.

Définition 3.1. La forme quadratique de Tits B est définie sur I’espace &g

par
B(z) = Z o Z Talg, (5)

acGo (O[?ﬂ)eGl

et la forme symétrique bilinéaire (,) correspondante s’écrit

<‘T7y> = Z TalYo — % Z (xayﬁ + yamﬁ)' (6)

a€Go (a,B)€GH

Cette écriture explicite donne tout de suite les propriétés élémentaires
de la forme (,) présentées dans le

Lemme 3.2. Soient a # § deux points distincts de Gg. Alors
1. {a,a) =1

2. —2(a, B) est le nombre d’arétes qui joignent o et 3.

Pour le théoreme de Gabriel, le cas de la forme de Tits B positive est
particulierement intéressant.
Théoréme 3.3. La forme de Tits B du graphe G est

1. définie positive si et seulement si G est de la forme A, D,, Eg, E7,
Eg;

2. positive non définie si et seulement si G est de la forme Zln, ﬁn, EG,
E;, Eg.
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Démonstration. Montrons d’abord que B ne peut étre définie positive que
pour les graphes A,,, D,, Eg, Fr, Eg.

Si G contient

— soit un cycle,

— soit un sommet avec au moins 4 voisins,

— soit deux sommets avec au moins 3 voisins,
alors la forme B n’est pas définie positive : si on complete les valeurs in-
diquées dans la figure ci-dessous par des zéros dans les autres sommets (s’il
y en a), on obtient un vecteur z € Eg avec x # 0 et B(z) = 0.

/\/-\

1 1 1—1—11—1—1

1 1 1 1
2 2——2—— 22 ——2——9
1 1 1 1

Ainsi, G est forcément de la forme

22

Zp—] e 28 21

T T2 T3 Tp Y2 Y1

avec p, ¢, r entiers positifs.

Pour un entier positif p on considere la forme quadratique Cp, en p + 1
variables :

_ 2 2 p 2
Cp(xl, . 737p+1) = —X1T2—X2T3— " —TpTp+1 +$1+' . '+1Ip+ pr+1.

En écrivant C), sous la forme

C()_Z”: i (z il )2
px_i:12(i+1) Lit+1 ixl,

on remarque qu’elle est positive non définie, et qu’un vecteur x # 0 tel que
Cp(x) = 0 n’a pas de coordonnées nulles.

On place les valeurs x1,...,2Zp,y1,.-.,Y 21, - -, 2r,a dans les sommets
de G comme indiqué dans la figure ci-dessus. On a
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B(z,y,z,a) = Cp(x1,...,2p,a) + Cq(y1,...,yq.a) + Cr(21,...,2r,0)

p q . 2

+(1 - — — a”.

( 2p+1) 2(¢g+1) 2(T+1))

Manifestement, B est définie positive si et seulement si

p q r
1-— — - >0,
2p+1) 2(¢+1) 2(r+1)

ou, de maniere équivalente, si
1 . 1 n 1 -
Cp+l g+l r41

Sans perte de généralité, supposons p < ¢ < r. Regardons tous les cas
possibles :

1.

P q r A les graphes correspon-
dants

0 quelconques >1 A,

1 1 quelconque >1 D,

1 2 2,34 >1 FEg, E7, Eg

1 2 5 =1 Eg

1 2 >6 <1

1 3 3 =1 Er

1 3 >4 <1

2 2 2 =1 Eg

>2 >2 >3 <1

En fait, on a aussi démontré que pour les graphes A,,, D,, Eg, E7, Eg on
a A > 1, et donc la forme de Tits correspondante est effectivement définie
positive.

Montrons ensuite que B ne peut pas étre positive non définie que pour
les graphes En, 15”, E};, E7, Eg.

Si le graphe G avec la forme B positive contient un cycle, alors, comme
le montre le dessin ci-dessous, G est précisément un cycle, i.e. de la forme

A,.
T

1 2 2 2 i g —— 9 =9

1=—1—1-1—1—1

Comme avant, en complétant les valeurs par des zéros dans les autres
sommets (s’il y en a), on obtient un vecteur z € £z avec x # 0 et B(x) < 0.
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Puis, si le graphe G avec la forme B positive contient un sommet avec
au moins 4 voisins, alors le dessin ci-dessous montre que G est de la forme
D,, avec n = 4.

NSNS N\
VANEVANEVAN

Il en est de méme pour le graphe dont deux sommets ont au moins 3

voisins :
1 \ 1
2—2—2 - 2—2—2
1 1
1 1 1
2——2—2 - 2—2—2
1 1
2——1 2
4—4——-=4 - 4——4—4
2 2
Dans le cas qui reste, introduisons comme avant les valeurs zy, ..., x,,
Yis--sYq> Z1,---,%r,a. Une démarche analogue montre que B est positive
non définie si et seulement si
1 1 1

1.

S Ry R

Comme le montre la table pour les valeurs de A en fonction de p,q,r ci-
dessus, A = 1 pour les graphes Eg, E7, Eg et seulement pour eux.
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Il nous reste a montrer que pour les graphes A, et En, la forme de Tits
correspondante est effectivement positive non définie. Pour cela, écrivons-la
sous une forme appropriée.

— Pour le graphe A,,, n >0, on a

n+1 n+1 1n+1
B(.T) = Zx? — Zmixiﬂ = 5 Z(xz — I'H_l)g.
=1 =1 =1

(Pour simplifier Iécriture, on pose n + 2 = 1.)
— Pour le graphe D,,, n > 4, on a

n+1 n—1
2
B(zx) = E x; — E TiTit]l — T1T3 — Tp—1Tnt1
i=1 i=2

152 1
=3 D (mi—mipa)? + (21— x3)* + (239 — 13)°
1=3

+(220 — Tn1)? + (2Zpi1 — Tn_1)?).

3.2 Le groupe de Weyl et le systéme de racines

Définition 3.4. Pour 8 € Gy, on appelle symétrie de vecteur 3 la transfor-
mation linéaire og de £g définie par (ogz)y = x, pour v # (3 et (opx)g =
_fﬁ + Z(OC,B)EGl .’Ba.
Lemme 3.5. Soit 3 € Gy. Alors on a
2 _ 1.
1. o5 = 1;
2. pour tout x € &g, o
op(x) =z —2(z,0)0
(pour la forme (,) voir la définition 3.1).

Démonstration. L’assertion 1. découle facilement de la définition.
Pour 2. il suffit de remarquer que la formule 6 nous donne

— 1
<$7ﬁ> :mﬁ_i Z Toy-
(067B)6G1

O]

Définition 3.6. On appelle le groupe de Weyl le groupe W des transforma-
tions linéaires de &g engendré par les og, B € Go.

Remarque 3.7. Le lemme précédent (I’assertion 1.) montre que chaque élément
du groupe de Weyl est un produit des symétries.
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Etudions maintenant quelques propriétés du groupe de Weyl.

Lemme 3.8. 1. Le groupe de Weyl W préserve le réseau des points a
coordonnées entieres de E¢.

2. Le groupe de Weyl W préserve la forme de Tits B.
3. Si la forme B est définie positive, alors W est fini.

Démonstration. Les assertions 1. et 2. se déduisent facilement de la définition
d’une symétrie 3.4 et de la formule 5.

Pour 3. remarquons qu’un élément de W est entierement défini par ses
valeurs en les vecteurs 3, 8 € Gy, puisque ces derniers forment une base de
I'espace linéaire Eg. D’apres 1. et 2. un élément de W transforme chaque 3 en

un vecteur entier x avec B(x) = B(8). Or pour une forme B définie positive

I'équation B(z) = B(8) n’a quun nombre fini de solutions entiéres. Donc

il n’y a qu'un nombre fini de possibilités pour les vecteurs w(3), 5 € Gy
(w € W), donc pour w, vu que Gq est fini. O

Définition 3.9. Les vecteurs z = w3 € £z, w € W, 8 € Gy sont appellés
les racines. Les vecteurs 3, 3 € Gy sont appellés les racines simples.

Lemme 3.10. 1. Six est une racine, alors —x [’est.

2. Supposons B définie positive. Si un vecteur x est une racine, alors il
est forcément positif ou négatif (i.e. soit x > 0, soit —x > 0).

Démonstration. 1. II suffit de remarquer que ag(B) = — /3 pour tout 3 €
Gp.
2. Montrons que pour un vecteur y > 0 tel que B(y) = 1 et pour un
a € Gy, on a soit o,y > 0, soit y = & (et alors —o,y = @ > 0). Le
résultat desiré se démontre alors par récurrence.

B(a) = B(y) = 1 entraine |(@,y)| < 1. Or la formule 6 induit 2(a, y) €
7Z. Regardons les cas possibles.

(a) 2
(b) 2(a,y) < 0= 0,y =y — 2{a,y)a > 0.
2

) 260,Y) =2Ya — D (agec, Y8 =1=Ya 21 = 0qy =y —a>0.
O

(ay)=2=(a,y)=1=>y=a.

La notion de racines joue un role important dans la compréhension du
comportement d’une forme de Tits définie positive grace a la proposition
ci-dessous. Elle permettra dans la suite de caractériser les représentations
indécomposables du carquois sous-jacent.
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3.3 Les transformations de Coxeter

Définition 3.11. Soit ag, ..., a, un numérotage quelconque des sommets
de G. Une transformation de Cozeter est un élément ¢ = o4, - ... 04, de
W (qui dépend du choix du numérotage bien sir).

Lemme 3.12. Supposons la forme de Tits B de G définie positive. Fizons
une transformation de Cozxeter ¢ = o4, - -+ - 04,,. Alors
1. ¢ n’a pas de vecteur invariant non nul ;

2. pour un v € Eg, T # 0, on ne peut pas avoir ¢z > 0 pour tout i € Z.

Démonstration. 1. Prenons un vecteur y € &Eg invariant : cy = y. Les
transformations oy,,,...,0q, ne changent pas la coordonnée corres-
pondant & ay. Alors (00,Y)a; = (¢Y)a; = Ya,, d'0U 04,y = y. De
manieére analogue g,y = Ogay = ... = Y.

On ay = o0,y =y — 2(a,y)a pour tout a € Gy. Or les a, a € Gy,
forment une base de I'espace linéaire £;. Vu que B est non-dégénérée,
on conclut y = 0.

2. Puisque W est un groupe fini, on a ¢ = 1 pour un certain h > 0.

Si tous les vecteurs x,cx,...,c" 'z étaient positifs, le vecteur y =
z+4cx+- -+ 1z serait non nul. Or on vérifie facilement que ¢y = v,
ce qui contredit 1.

O

Maintenant on est prét a montrer la

Proposition 3.13. Pour B définie positive [’ensemble de racines est exac-
tement l’ensemble de solutions entieres positives et négatives de I’équation
B(z)=1.

De plus, toute solution entiére de B(x) = 1 est soit positive soit négative.

Démonstration. D’aprés le lemme 3.8, une racine x est forcément entiere et
satisfait B(x) = 1. Et d’apres le lemme 3.10, elle est forcément positive ou
négative.

Dans l'autre sens, supposons que x > 0 est une solution entiere de
Péquation B(z) = 1 qui ne soit pas une racine. Cela signifie que I’on ne peut
pas avoir oq, - - - Ou,,z = (3 pour des a,...,a, € Gy (pas nécessairement
distincts) et 5 € Gy. Comme on I’a vu dans la démonstration du lemme 3.8,
cela implique 04, -+ - - - Oa,, T > 0 pour tous les a1,...,ay, € Gp, m € N. Or
lassertion 2 du lemme 3.12 fournit alors une contradiction !

Pour z < 0, ceci montre que —z est une racine, donc z 'est aussi (lemme
3.10).

Pour achever la preuve, introduisons les ensembles G = {a € Gg : x4 >
0} et G- = {a € Gy : 4 < 0}, puis montrons qu’ils ne peuvent pas étre non
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vides simultanément. Posons z7 = z, si 4 > 0, et 7 = 0 sinon; z, = z,
si xo < 0, et 1 = 0 sinon. La formule (5) donne

B(x) = B(z") + B(z™) — Z Talg
(o,B)EG1,0€G 4 ,BEG_

Pour le vecteur 7 — x~, dont les coordonnées sont les valeurs absolues des

coordonnées de x, on calcule

B(x+ —x7) = B(gg"') +B(x™) + Z Talg
(a,B)€G, 0G4 ,BEG — (7)
< B(zt) 4+ B(z™) — > Tars = B(x) = 1.

(a,3)€G1,0€G4 ,BeG

Or pour 1 —z~ # 0, la forme B étant définie positive, on a B(z™ —x7) > 0,
donc B(zt — 27) = 1, avec égalité dans (7). Cette égalité entraine 1 =
B(z) = B(z™) + B(x™), d’ou soit B(xT) = 0, soit B(z~) = 0, et donc
(toujours puisque B est définie positive) soit T = 0 (et alors G est vide),
soit x~ =0 (et alors G_ est vide). O

27



4 Démonstrations dans le cas défini positif

4.1 La preuve due a Tits de la premieére implication
Il s’agit donc de montrer :

Proposition 4.1. Soit (G,A) un carquois. S’il n’y a dans L(G,A) qu’un
nombre fini de classes d’isomorphisme de représentations indécomposables,
alors G est du type A,, D,, Eg, E7 ou Eg.

Démonstration. Commencgons par fixer un vecteur dimension non nul 7 =
(np)pecy, et considérons tous les objets de L£(G,A) de dimension 7. Une
représentation V' vérifie alors nécessairement V), ~ k"?, et est donc comple-
tement déterminée par un point de la variété

H = ][ Homy (k" k™)
leGy

qui est par ailleurs de dimension ZleGl N4 () Ensuite, par définition de
la relation d’isomorphie, deux points correspondent & des représentations
isomorphes si et seulement s’ils appartiennent a la méme orbite dans H
sous l'action de G' = ([[,cq, GLn,(k))/k* qui cette fois est de dimension
=143 ca, ni. Mais alors s’il n’y a dans £(G, A) qu'un nombre fini de classes
d’isomorphisme de représentations indécomposables, le nombre d’orbites
dans H est fini puisque la dimension est fixée et que toute représentation se
décompose en une somme directe finie d’objets indécomposables d’apres le
théoreme 1.5. Ceci implique (voir par exemple [7]) dim G > dim H, c’est-a-
dire B(m) > 0, pour peu que 'on ait supposé k infini.

Pour conclure, soit (zp)peq, € £c\{0}, alors il existe d € N\{0} tel que
7 = d(|xp|)pec, € NIF9N\{0} si bien que

Bl(ry)) > B((Jr,) = B(7) > 0

et on peut finalement appliquer le théoreme 3.3. O

Remarque 4.2. On a fait la démonstration seulement dans le cas ou k est
infini, mais le résultat reste vrai pour un corps de base k£ = I, fini, avec un
argument différent. On peut considérer par exemple le taux de croissance
du nombre d’objets non-isomorphes de dimension m en fonction de m.

4.2 La seconde implication suivant la méthode de Bernstein,
Gel’fand et Ponomarev

On relie enfin les similitudes qui sont apparues dans les parties précédentes
entre les comportements respectifs des foncteurs basculants de £(G,A) et
des réflexions og de £g sur les représentations indécomposables et les ra-
cines positives. Ce lien est explicitement réalisé par I’application dim, levant
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ainsi une part du mystere quant a I’apparition dans la théorie des carquois
des diagrammes de Dynkin, justement d’abord étudiés via la théorie des
systemes de racines.

On commence par reformuler quelques résultats :

Lemme 4.3. Soit (G, A) un carquois, b € Gy un point (+)-accessible selon A
et V € L(G,A) un objet indécomposable. On a soit F," (V') indécomposable et
dim F," (V) = op(dim V), soit V = L, avec 0 = dim F," (V) # op(dim V) <
0.

Corollaire 4.4. Soient (di,...,dy) une suite (+)-accessible selon A et V €
L(G,A) un objet indécomposable. Pour 0 < j < n, on note V; = thFCZV,
mj = adj...adl(ﬁV) et i =max{0<j<n:Vk<j, mgp >0} Alors
— les V; sont indécomposables pour j < i etV = FszoZVJ ;
-sii < mn, onalV;= Lg,,,
1< j<mn, les V; sont nuls.

V.= F,..F;Lq,, et en outre, pour

Remarque 4.5. Comme la plupart des énoncés de ce type, on a des résultats
tout a fait analogues si I’on remplace (+) par (-).

Montrons maintenant I'implication suivante du théoréeme de Gabriel :

Proposition 4.6. Soit (G, A) un carquois dont la forme de Tits B est définie
positive, c’est-a-dire que G est du type Ay, Dy, Fg, E7r ou Eg. Alors il n'’y a
qu’un nombre fini de classes d’isomorphisme d’objets indécomposables dans
L(G,A) car ces classes sont en bijection avec les racines positives de Eg
qui elles-mémes correspondent auz solutions entiéres positives de B(x) = 1
d’apres la proposition 3.13.

Démonstration. 1. Soit V' un objet indécomposable de £(G,A) pour un
carquois tel que dans 1’énoncé. Comme on manipule un graphe di-

rigé on peut écrire Gy = di,...,d, de telle sorte que pour tout [
dans G on ait 'indice de d(I) supérieur a celui de b(l). On intro-
duit ¢ = o0g,...04, la transformation de Coxeter associée. On sait

par le lemme 3.12 qu’alors il existe k& > 0 tel que ¢*(dim V) ne soit
pas un vecteur positif. Soit alors la suite (4)-accessible de nk points
(b1y e bpr) = (d1, ey dpy ooy dy,y ooy dyy) (K fois) si bien que cF(dim V) =
b, --0p, (dim V') # 0. Mais alors d’apres le corollaire 4.4, il existe
@ < kntel que V= F ..F Ly, . Comme V est indécomposable on
a bien la formule dim V' = oy, ...03, (bi11) qui fait de dim V une racine
positive.

On remarque que l'indice ¢ qui détermine completement V ne dépend
que de dim V : on a donc démontré que 1’application V +— dim V' des
classes d’isomorphisme d’objets indécomposables dans ’ensemble des
racines positives est d’une part bien définie mais est aussi injective.
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2. On considere la méme indexation des points de G. Soit x une racine
positive et k tel que c*(z) # 0. Comme ¢ = oy, ...0p, il existe i =
max{0 < j < nk : Vk < j, op,...0p, (x) > 0}. La preuve du lemme 3.10
vu plus haut nous dit clairement que oy, ...0p, () = b;11. Mais alors

Ob,---0p; (bix1) = = > 0 et la maximalité de 7 nous dit que quel que
soit 1 < k < i on a aussi oy, ...0p;(bit1) > 0 et méme T '
indécomposable d’apres le corollaire 4.4 (son analogue en fait - cf.
remarque 4.5) : en particulier V = Fy ...F, Ly, est indécomposable
et dim V' = x ce qui fournit la surjectivité et donc acheéve la preuve.

O]

Remarque 4.7. La premiere partie de la démonstration donne en fait une
méthode pour expliciter n’importe quelle représentation indécomposable en
fonction des plus simples, celles de dimension 1. L’indice k exhibé dans la
démonstration n’est certes pas facile a calculer dans les cas particuliers, puis-
qu’issu d’un résultat théorique. Mais si l’on revient a notre exemple A,, (tou-
jours selon A qui oriente les fleches de gauche a droite - cf. premier exemple
pour les notations) et que l'on consideére, pour j > 1, la représentation de
dimension 1 : Ly, = Lj; € L(Ay,05-1...017A), alors on trouve qu'en fait
Li;= Fd:"'Fd;,le,j (pour 1 < i < j—1) et on obtient donc ici sans trop
de probleme I’expression des représentations indécomposables quelconques
en fonction des plus simples.

30



5 Remarques

5.1 Une autre preuve

Il y a une autre démonstration du théoreme de Gabriel qui figure par
exemple au chapitre 7 du livre de Gabriel-Roiter [8]. En plus des actions
de groupes, elle utilise les notions élémentaires d’algebre homologique et de
géométrie algébrique. Comme dans la preuve exposée ci-dessus, la forme
de Tits joue ici un réle important. Les représentations d’un carquois sont
identifiées avec les modules de k-dimension finie sur ’algebre des chemins
(voir la remarque 1.11). Enfin, on se sert du “lemme de Ringel” :

Lemme 5.1 (Ringel). Si la forme de Tits d’un carquois C sur le corps de
base k algébriquement clos est définie positive, alors on a

Hom (W, W) = k1w

pour toute représentation indécomposable W de C.

5.2 Qu’est-ce qui se passe quand la forme de Tits n’est pas
positive ?

Lorsque la forme quadratique de Tits de C' n’est pas positive, les représen-
tations k-linéaires finies de C' ne sont pas “classifiables”. Expliquons-nous.
Considérons le carquois C' :
’/_\
° Q

Son algebre k[C] est lalgebre associative libre k(X,Y) engendrée par
deux variables qui ne commutent pas.
On construit pour toute algebre A de type fini sur £ un foncteur pleine-
ment fidele
F: mod(A) — mod (k(X,Y)),
ou mod (A) désigne la catégorie des A-modules de k-dimension finie. Si
A est engendrée par ay, ..., an, il suffit de poser F(M) = M™2 pour tout

module M € mod (A) et de laisser opérer X et Y sur F(M) (par multi-
plication & droite) au moyen des matrices

00 0 0 0 1 a1 0 0

0 1 0 O
1 0 0 0 0 0 0 0
010 0et |
) I F A R
000 1 0

)

0 0 0 0 O

Pour tout morphisme f : M — M’ de A-modules, posons

F(f) s (m1,...omps2) = (f(ma), ..., f(mat2)),
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on a clairement un morphisme de k(X,Y)-modules F(M) — F(M’). L’ap-
plication de Hom 4 (M, M') dans Homy,x yy(F (M), F(M')) ainsi définie est
bijective, dont 'inverse associe a tout ¢ : F(M) — F(M') le A-morphisme

m — ¢1(m,0,...,0)

de M dans M’ (¢1 désigne la projection de ¢ sur la premiere coordonnée).

Une classification complete des représentations finies de C' impliquerait
donc une classification complete des modules de k-dimension finie sur toute
algébre de type fini. En particulier, toute algebre de dimension finie sur
k pourrait s’écrire comme une sous-algebre de la k-algebre des endomor-
phismes d’une représentation finie de C.

Pour un autre carquois D de forme de Tits non positive on peut construire
un foncteur pleinement fidele

G: mod (k(X,Y)) — mod (k[D]).

Il suffit de s’intéresser au cas ou D est minimal, c’est-a-dire ou tous ses sous-
carquois ont une forme de Tits positive. Or la liste de ces carquois minimaux
est finie. Voici tous les graphes de carquois minimaux :

o)

0703 (e]
O=——=0 o (¢]
(e] e} (e] e}
\ /
(¢] e} e}
/ \
(¢] (¢} (¢] (¢] ¢} (¢} (¢] (¢]
¢}
(0] (e] o e} (o] (e] o e}
¢}
(e] o} e} (e] (e] o} e} (e] (¢]
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Prenons a titre d’exemple le carquois D
p——>q_)m.

A tout module M € mod (k(X,Y)) on associe une représentation G(M) =
V de D avec V(p) = M, V(q) = M @& M, les fleches | et m opérant (par
multiplication & droite) au moyen des matrices

0 1
(1 0) et < X Y)
respectivement.

Pour tout morphisme f: M — M’ de k(X,Y )-modules posons

G(f) :m— f(m), (m1,mz2) — (f(m1), f(m2)).

On vérifie qu’il 8’agit d’un morphisme G(M) — G(M') de représentations de
D. L’application de Homyx yy(M, M') dans Homyp)(G(M),G(M')) ainsi
définie est injective, car si l’on connait G(f), on connait en particulier m —
f(m). De plus, 'application affectant & tout ¢ : G(M) — G(M'), m —
flm), (mi1,mg) — h(my,my) application k-linéaire m — f(m) est son
inverse. Pour voir cela, il faut vérifier que f est en fait k(X,Y)-linéaire et
que

h(mi,ma) = (f(m1), f(m2)). (8)

Par définition des morphismes de représentations du carquois, le diagramme
suivant est commutatif :

Ceci donne
h(mlao) = (f(ml),())
et

h(xma, m1 + yma) = (zha(mi, ma), hi(mi, ma) + yha(mi, ma)),
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ou h; désigne la projection de h sur la i-eme coordonnée.
En particulier, mo = 0 donne

h(0,m1) = (xha(m1,0), hi(m1,0) + yha(m1,0)) = (0, f(m1)),
d’ou la formule 8. Ensuite, pour m; = —ymeo on a
(f(xm2),0) = h(zmz,0) = h(zmsa, —ymsa + yms)

= (zha(—yma, m2), hi(—yma, ma) + yha(—yma, m2))
= (zf(m2), f(—ym2) + yf(m2)),

d’ou la k(X Y)-linéarité.
Ainsi on a effectivement un foncteur pleinement fidele.

5.3 Systemes de racines et diagrammes de Dynkin

Donnons maintenant un bref apergu de la théorie des racines et montrons
comment les diagrammes de Dynkin y apparaissent. Pour les démonstrations
et les détails on renvoie le lecteur a I'excellent livre de Jean-Pierre Serre [9],
ou il expose cette théorie dans le cardre de la théorie des algebres de Lie.

Soit V' un espace euclidien de dimension finie, muni du produit scalaire
euclidien standard noté (-,-).

Définition 5.2. Un systéme de racines (réduit) dans V' est un ensemble fini
non vide ® de vecteurs non nuls (appelés racines) qui satisfont les propriétés
suivantes :

1. Les racines engendrent V comme espace vectoriel.

2. Les seuls multiples scalaires d’une racine a qui sont dans ® sont «
elle-méme et son opposé —a.

3. ® est stable par les réflexions o, d’hyperplan l'orthogonal de «, i.e.
pour toutes racines «, 3 on a

(. 8)
(o, )

4. La projection orthogonale d’une racine 8 sur la droite engendrée par
une autre racine « est un multiple demi-entier de « :

(v, )

(v, q)

oa(B)=0—2 aed.

(a, B) =2 eZ.

Définition 5.3. Le groupe des isométries de V' engendré par les réflexions
par rapport aux hyperplans associés aux racines de ® est nommé le groupe
de Weyl de .
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Comme il agit fidelement sur I'ensemble fini ®, le groupe de Weyl est
toujours fini.

Par exemple, il existe seulement un systeme de racines de rang 1 constitué
de deux vecteurs differents de zero a et —«; il est appelé A;. Pour le rang
2, il existe quatre possibilités :

Ay x Ay B By B
|
|

Ga

N
/N T

Deux vecteurs voisins dans les systemes représentés forment un angle de

5> 71> 3, ¢ respectivement. Le rapport de leurs longueurs est arbitraire pour
Aj x Aj et est egal & /2,1 et /3 pour les autres systemes.
Notons que notre liste exhaustive de systemes de racines de rang 2 montre

toutes les possibilités géométriques pour deux racines dans un systéme quel-

conque. En particulier, deux racines forment un angle de 0, &, 7, 5, 5, %’r,

3m 5w
1 6 ou 7.

o «

Définition 5.4. Un sous-ensemble & de ® est appelé ensemble de racines
positives si :
1. Pour chaque racine «, exactement une des racines a, —a est contenue
dans ®T.
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2. Pour toutes o, B € T telles que o + 3 est une racine, o + 3 € &,

Définition 5.5. Un sous-ensemble A de ® est appelé ensemble de racines
simples ou base si :

1. A est une base de V.

2. Les coeflicients de chaque vecteur de ® dans cette base sont entiers de
méme signe.

Par exemple, une base («, () est choisie sur chaque dessin dans le cas
du rang 2 ci-dessus.

Etant donné un systéme de racines, nous pouvons toujours choisir (de
beaucoup de manieres) un ensemble de racines positives. Puis, pour chaque
choix de racines positives, il existe un unique sous-ensemble de racines
simples, tel que les racines positives sont exactement les racines exprimées
comme combinaison des racines simples avec des coefficients positifs. En
outre, deux racines simples distinctes ne forment jamais un angle aigu.

Définition 5.6. A chaque systeme de racines on associe un graphe appelé
diagramme de Dynkin dont les sommets correspondent aux vecteurs dans A
et dont les arétes sont dessinées entre chaque paire de vecteurs non ortho-
gonaux. Il y a :

— une seule aréte non orientée si les vecteurs correspondants font un

angle de %” ;

— une double aréte orientée s’ils font un angle de ?ZT’T ;

— une triple aréte orientée s’ils font un angle de %”.
Les doubles et triples arétes sont marquées avec un signe d’angle pointant
vers le vecteur le plus court.

Remarque 5.7. Bien qu’un systeme de racines possede plus d’une base, le
groupe de Weyl agit transitivement sur I’ensemble des bases. Par conséquent,
le diagramme de Dynkin est bien défini. D’autre part, deux systémes avec
le méme diagramme de Dynkin sont isomorphes.

Remarque 5.8. Au lieu d’orienter les arétes, on peut, suivant Serre, munir
les sommets du graphe de coefficients proportionnels au carré de la longueur
de la racine correspondante.

Ainsi, le probléeme de classification des systemes de racines (irréductibles)
se reduit a celui des diagrammes de Dynkin (resp. connexes) possibles. Les
diagrammes de Dynkin codent le produit scalaire sur V' en termes de base A,
et la condition que ce produit scalaire doit étre défini positif s’avere étre tout
ce qui est nécessaire pour obtenir la classification désirée. Les diagrammes
connexes qui apparaissent sont les suivants :

An °

B, o

36



C, o o O v O o<«——o
D, o

o o O i O o

o

EG 9]

o o o o o
E7 o)

o o o o o o
Eg o

o o o o o o o
Fy o o—=>o0 o
Go o=——=o0

Les quatre premiers graphes ont chacun n sommets, avec n > 1, n > 2,
n > 3, n > 4 respectivement.

Inversement, les diagrammes de Dynkin ci-dessus correspondent effecti-
vement & des systemes de racines, que 1’on peut construire explicitement.

On voit quatre familles infinies (appelées les systémes de racines clas-
siques) et cing cas exceptionnels (les systémes de racines exceptionnels).

Notons que I’écriture du produit scalaire (-, -) dans la base A ameéne a la
forme de Tits (du diagramme de Dynkin correspondant) étudiée ci-dessus,
au moins quand tous les angles sont %”!

Les systemes de racines classent des objets reliés dans la théorie de Lie,
notamment les algebres de Lie semi-simples complexes et les groupes de Lie
semi-simples complexes simplement connexes. Dans chaque cas, les racines
sont les poids différents de zéro de la représentation adjointe.
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6 Conclusion

La méthode détaillée ici, initialement développée par Bernstein, Gel’fand
et Ponomarev dans article [1], permet donc de démontrer directement la
bijection entre les classes d’indécomposables d’'un carquois dont la forme de
Tits B est définie positive et les solutions entieres positives de B(n) = 1.
Les foncteurs qu’ils ont introduits permettent de construire, a isomorphisme
pres, toutes les représentations indécomposables a partir des plus simples
d’entre elles (celles de dimension 1), et ce de fagon analogue a celle dont les
racines positives sont atteintes par applications successives des générateurs
og du groupe de Weyl a partir des racines simples (voir la preuve de 4.6 et
la remarque 4.7).

Cette méthode a été étendue par la suite dans un ouvrage de Dlab et Rin-
gel (voir [10]), ceux-ci étudiant de nouveaux types de graphes (dits “valués”)
afin, d’une part, de traiter des diagrammes de Dynkin plus généraux (no-
tamment les diagrammes comprenant des arétes multiples), et d’autre part
de retrouver les résultats de Nazarova ou de Donovan et Freislich a propos
du théoréme 1.8 reliant les diagrammes de Dynkin étendus et les carquois
de forme de Tits positive non définie.
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