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1 Introduction

Les problemes de recouvrements aléatoires consistent a étudier le recouvrement d’ensembles de “grande taille” par
des parties choisies au hasard.
L’ objet de notre mémoire est le probleme suivant, posé par Aryeh Dvoretzky en 1956 :

On se place sur le cercle de longueur 1 : T = R/Z .
On considere une suite d’arcs de cercle (I,),>; , de longueurs données
par des réels (1,,),>1 dans ]0,1[ , de centres répartis de facon indépendante
et uniformément distribués sur T. On étudie I’ensemble E des points recouverts
une infinité de fois par ces arcs de cercle, et en particulier on cherche une condition
sous laquelle E recouvre presque stirement T .

P. Billard a apporté des premiers éléments de réponses, repris ensuite par J.-P. Kahane, permettant de déterminer la
dimension de Hausdorff du complémentaire de E dans T.

Un résultat plus spectaculaire fut apporté en 1972 par L. Shepp, apportant une condition nécessaire et suffisante sur la
suite /,, pour que T soit recouvert par E. Le but de ce dossier est de montrer la seconde forme du théoréme de Shepp :

+00
T =F p.s. [—— Z —2 X el'+"'+l” = 400
k=0 n

Pour atteindre cet objectif, nous commencerons par quelques résultats simples, puis nous aboutirons a une premiére
formulation du théoréeme de Shepp. La seconde forme s’en déduit par des considérations touchant a I’analyse fonction-
nelle.



2 Préliminaires

2.1 Notations

Nous allons, dans cette partie, introduire des notations essentielles pour la suite de ce sujet. On considere tout
d’abord une suite décroissante (I,),»; dans [0,1], puis (w,),>1 un ensemble de point, répartis uniformément sur T =
R/Z . On note alors (1,),»; des arcs centrés en w, et de longueur /,. Ainsi, on a E = limsup,_,, I,,, et par la suite,
F = EC . Par ailleurs, on notera lim sup I, pour limsup,,_,, /,, par souci de clarté et absence de confusion possible.
Nous aurons aussi besoin des ensembles : .

U= ke
k=1

F,=T\U,.
Notons la fonction indicatrice du segment [—%, %”] Xn- Remarquons alors que
E =limsupl, = {t € [—%, %] | Yoot Xn(t = wy) = o0}
On pose, pour n entier strictement positif : &, : x, * yn, i€ pour t € [—%, %], &,(H) = max (0,7, — |f). Enfin nous

noterons par la suite : pour n € IN* si [a, 8] est un intervalle, on note u,([@,8]) = A([a,B] N F,,) ou A est la mesure de
Lebesgue. On pose alors : w,(€) = w, ([0, €]).

2.2 Premiers résultats

Propositions préliminaires :
e F est o -compact
e E est dense dans T p.s.

e F est maigre dans chaque intervalle de T , c’est-a-dire contenu dans une réunion dénombrable d’ensemble
d’intérieur vide.

Démonstration.

* Fest o -compact : F = {x € T | x recouvert un nombre fini de fois par les I.}
* Montrons que E est dense dans T p.s. et F maigre dans chaque intervalle.
Soit [ un intervalle de longueur «, alors :

PUNI, 20)=PAwel, |lwel) > Pwel) =a

soit

+00
DIPUNL #0) = +o

n=1
et comme les éveénements (I N I, # 0),>; sont indépendants, par Borel-Cantelli :

Pdimsup(I N1, #0)) = 1.

Or, par définition,

P(limsup(I N I, # 0)) = P[ﬁ [j(]k N+ 0] = P[ﬁ [([j Ik] n 1) = @] =1

n=1 k=n



De plus, pour tout n € IN*, on a (U,f;’; I;) est ouvert donc
+00
Vn e lN*,P[(UI”] NI+ (2)] =1
k=n

d’oti p.s., ( en choisissant n=1 ) pour tout I :

et (UrS 1,)€ est fermé.
De plus soit I un ouvert de T, on note

A#0Qps.et
+00 C
AN [U I,,) =0
n=1

c
donc (I 1,)° est nulle part dense. De méme, Vk € IN*, F = (U;;",’( In) est un fermé nulle part dense. Ainsi | J;] Fx
est maigre, par le théoréme de Baire appliqué pour T espace métrique complet.

+o0 C 4 +00 +00
[UF”] =ﬂFf=ﬂU1n=1imsupIn
n=1 n=1 n=1 k=n

donc E = lim sup I, est de seconde catégorie, et est dense dans T.

o Propriétés :
+00
(1) Zln <oo= AE)=0
n=1

2) Zl" =00 = A(F) =0
n=1

Démonstration.

La propriété de recouvrement est indépendante des premiers termes, et si A(E) > 0, alors il existe n € IN* tel que
Diten In < ACE). Or puisque les milieux des segments sont répartis uniformément dans T, aucun ensemble ne peut-étre
recouvert une infinité de fois, soit A(E) = 0

Le (2) découle de Borel-Cantelli : on a P(w € I,,) = I, aussi

Q) = ZP(a)eln) = o0
n=1

et les I, sont indépendants, donc P( limsupl,) = 1, soit P(F) = P(E€) = 0 |



3 Théoreme de Shepp : une premiere forme

Nous allons nous intéresser ici a la probabilité de I’évenement T = lim sup /,. Cet événement a une probabilité O
ou 1 par application de la loi du tout ou rien. Le but de cette partie sera de démontrer la premiere forme du théoréme
de Shepp, essentiel pour aboutir au deuxieme énoncé. Celle-ci s’écrit :

l (o)
limsupl, = T f exp ( Zéfn(t))dt = .
0

n=1

3.1 Une premiere approche

Nous allons dans cette section démontrer une proposition qui semble assez éloignée de I’énoncé du premier
théoreme de Shepp. Cependant, le corollaire que nous déduirons nous permettra de distinguer des cas afin d’obte-
nir une condition suffisante au recouvrement de T.

Proposition 1.

1
Si limsup —exp (I} +... +1,) =00
n
alors T = limsup I, p.s.

Démonstration.

Notons u, = % exp (I} + ... + I,) pour tout n € IN*, et on fait I’hypothese lim sup u#,, = co. De plus on note

A ={neN"|u, >sup,_, un}. Alors A est infini, (u,),ea €st croissante, et lim,ep o0 Uy = 00 , par hypothese.
Pour toutn € A\ {1} :

1
Uy > Uy & —explh+..+10)> ] exp(l; + ... + [,-1)
n n-—
— expl, > o
n-1
1 1
— [, >log(l+——)2>
n—1 n-1

1
= > —.
2n

On note alors pour toutn € IN*: Vje [0,2n—1] :¢; = ﬁ

On remarque que T est recouvert par U?ZBI [t; - ﬁ;tj + ﬁ]. Par ailleurs pour tout m € [[1,n]], puisque /,, > ﬁ
si I, =]a,bl, onnote I, =]a+ ﬁ , b— ﬁ .

On a ainsi :

1 1
P(T U, < P(H]l [tj_E’tj-i-E

zu,)

car sinon, on aurait

1 1
t:i+ —

—, cU,=TcU,=T=U,.
4n’7 " 4n

Vjiel0,2n-17, [tj-

. 1 1 . 1
3]|[[j—E,lj+E]zUn:hU...UIn = EI]Id(tj,aU,,)<E

= djl;¢e[U..UI



donc
P(M#U,)<P@jlt;¢ [ U...UL).

Or par indépendance du choix des I, , donc des I}, :

PtjgI[U..UL) =Pt g I})X..xP(t; ¢ I)

etcomme P(t; ¢ I;) =1 - longueurde I;, =1 - (/,, - ﬁ), on a ainsi :

PT#U,) < P@Ejlt;¢l V.. UL)

2 1
< 2n (1 I, + —)
rl;[l 2n
& 1
< 2nexp (Z log (1 = L, + 2—))
m=1 n
< 2n exp [— Zn:(l - i)
— 2n
1
< 2n exp (—z +(+ ...+ l,,)) .

On fait alors tendre n vers oo pour n € A, et par hypothese on a donc :

n=1

De méme, par indépendance de la limsup par rapport aux premiers éléments de la suite «,, on a :

Vm e IN*, P(T # UI,,) =0.

n=m

Ainsi, on obtient donc :
limsup I, =T p.s..

On peut alors déduire le corollaire suivant :

Corollaire 2.

SiZlﬁ:oo

n<l
alors limsup I, =T p.s.
Démonstration.

On considére A = {n e IN* | [, > n‘%} . Si A est fini, alorson a :

00

NEDREDNA

n=1 neA ng¢A



On majore la somme finie sur les éléments de A par K, constante. On obtient :

o0
2
Sk s ke Rt
n=1 ngA
(o]
_4
< I(+Z:n3
n=1
< ©0.

Absurde par hypothese, donc A est infini.

2
3

. _ 1 .
Aussipourtoutn € A: Il + ...+, >nXn"3 >n3. Aussi,ona:

1 1
- exp(n%) — o0 = limsup — exp (I + ... +[,) = 00
n n

d’ou, finalement :
limsup I, =T p.s.

O

On peut donc maintenant effectuer une distinction de cas, en considérant soit le cas ol la série de terme générale
() diverge, et on a alors recouvrement,soit celui ol cette série converge. On a alors besoin de condition plus restrictive
sur la suite /,,.

3.2 Un résultat plus précis

On suppose dans cette section : [] < 3 et Y5, [2 < co. Alors on a la condition nécessaire suivante :

Proposition 3.

; 0.1, : (D) df = oo
si pour € €10, 1[, ona I) exp(Zf())

n=1

alors T = limsup I, p.s.

Remarque préliminaire :

Commengons par expliciter la somme des termes ¢ : puisque 'ona Y, I2 < oo , il est clair que /, décroit vers 0 quand
n tend vers I’infini. Aussi, pour tout 7 € [—%, %], il existe m € IN* tel que /,, < t, et m minimal pour cette propriété (on

rappelle que la suite ([,),> est décroissante). Ainsi, on a clairement :

oo m—1
Viel-5. 51 ) &0 = )l — (m=1x

n=1 n=1
On revient a la démonstration de la proposition.
Démonstration.
Commencons par quelques notations :
On fixe n € IN™.
A ={F,N[0,¢] # 0} et pour N entier strictement positif : AN = {F, N [0, €] contient un intervalle de longueur 1%, |

On a clairement : limy e P(AM) = P(A). On choisit maintenant 0 < 2e < 1 —[; et N € IN*. Si AV # 0, alors il existe
Jj € [0, [Ne]l tel que & € F,.



On note encore : Ay = {0 € F,,} et pour j € [1,|Ne]], A; = {0 € Uy, % e U,,..., % e U,, %}. Or comme on a soit

% e U,, soit ﬁ € F,,les (A}, je€[0,[Ne]l ) constituent une partition de AN, et donc
[Nel

P(AY) = 3" P(A))
j=0

Afin de démontrer la proposition, nous avons besoin d’un résultat intermédiaire mais essentiel. Nous conserverons les
notations précédentes pour le résultat et la démonstration du lemme suivant :

Lemme 4.

E(un(2€)) 2 P(A) X E(un(€) | 0 € Fy)

Démonstration.
On restreint d’abord I'’étude 2 A ; , pour j € [0, [ Ne]], N € IN*. On veut donc montrer :

E(un(2€)14,) 2 P(Aj) X E(un(€) | 0 € Fy)

Onapour je [0, |Nell, kel[1,n]:

j—1

{xEIk}ﬂ{%¢Ik}=>[O,T Nh;=0.

On a donc pour tout i € [0, j — 1], ' .
LeUn@ ieU,,\Ik.

N N
Aussi pour x € [£,§+G]:
- . - .
P(Oe Uyl €U, | %,xeﬁ[l U...Ulkl,xelk) < P(Oe Uyl —cU,| %,xe Fn).

Or (I \ ({1 U ... U It_1))kep1 .17 €5t une partition de U,,. On a ainsi :

j-1 J j-1 J
POGUn,..., eUn VR EUn < POEU}'H"" EU" N an

1 .

< POeU, ...~ cu, L.

N N

Donc en écrivant les formules de fagon explicite, on a :

POEU, .. eUy,d,xeU,) POEU,..5eU, )
<

P(} € Fyxe Uy h P(} € Fy)

PO€E Uy .. St €Uy i,xeU,) P eF,xel,)
<

° POeU,, .. eu, T pPleF
( € n7"'sT€ mﬁ) (N n)

o P(ern|Aj)sP(ern|§an)

o P(xanIAj)ZP(xan|%EF,,).



Ainsi, on peut écrire :

(,Un +6)|A)>E(ﬂn(ﬁ N+6)|—EF)

Or, puisqu’on a une répartition uniforme des milieux des segments sur le cercle, par translation, on obtient :

E(Mn +)I—€F)—E(/Jn(06)|0€Fn)

On a donc : i
E(ﬂn(ﬁs N + 6)]1A,v)
E(Ly) > E(u,(0,€) |0 € F)
or
E(.2e)ls,) = E(/ln( N e)la))
> P(A]) X E(un(O, €)|0€F,).

En sommant pour j allant de 0 a [Ne]] , nous avons ainsi :

E(un(2€)) 2 P(A) X E(un(0,€) | 0 € F) .

Revenons maintenant a la preuve de la proposition :
Soit n € IN*. Par définition de y,, , on peut écrire :

E(u(2€))

2e
f EteT\{;VU..UIL)dt
0
2e n
fo E(J [0 - xjt - wpyr
j=1

car T\ (/; U..UIn)=(T\I})N..N(T\ I,) et y; fonction indicatrice de ——’ —] On a encore :

2e N

E(un(2€)) = fo [ [EQ =xit - wpar
J=1
et comme E(1 — x;(t — w))) = P(Ipy,) = 1 - 1;, il suit :

E(un(2€)) = 2¢ ]_](1 -1).

J=1

Par ailleurs, on peut écrire
E(u,(€)loer,)

E(:un(e)|0€Fn)= PO € F,)



orPOeF,) = H?:l(l

E(un(€)Loer,)

Aussi

—lj) et

fo E( [0 =xit = wp) x| [0 = xi-wi)d

j=1 i=1

fo [ JCEQ = xje = ) x (1 =y (~wp)dt
J=1

fo l_[(E((l =Xt = w)) = xj(—w)) + x;(t = w)) X x (N)dt
j=1

fE]_[(l — 20, + £(0)dt .
0 o

1 < -
E(u,(2¢)) = m X j(; 1:1[(1 =21+ &i(n)dt

et donc, suite au lemme :

2¢ > Pyx ([ Ja-1)7 xf [ ] =21+ ¢0ar
j=1 0 =1
N S R
> P(A) xf 1+ 1)d
0 ﬂ (1-2y
De plus 3>, I 2 < oo, donc comme /; < 1/2, pour tout n € IN* : (1_11")2 <4
n 12 n
J 2 _
Zm S4><le = 0(1) [n - +o0]
Jj=1 j=1
et

On a par ailleurs

n

]_[<

Ainsi

Z(f,(t) ~B)x(1-1)7 fo@ + 0(1) [n = +oo]

J=1 J=1
am ) L FORY:
12)2 = exp(Zlog(H ( e )

IA

&i(n -
Xp Z 12)2

exp (Z £(n) + 0(1)

=

IA

K X exp (Z £i(1), K constante ne dépendant que de (1), -
j=1

IA

% % e> P(A) fo ‘ eXp(]Z:l: &)t

10



donc comme lim,,_, e fof exp ( 27:1 &i(1)) dt = oo, onadonc P(A) =0.
Ainsi lim,,_,P(F, N [0,€] # 0) =0, d’ ou

P(ﬂan[O,e];t(Z)]:O.

n=1

On a donc pour tout intervalle la méme relation par translation, et donc ("~ F,, = 0 p.s., c’est adire | J,~, I, = T p.s.
, et de méme pour tout m € N*, (2, I, = T p.s.. D’otr

limsupl, = T p.s.
O

Ainsi, dans le cas de convergence de la série de terme général les (I2), on a obtenu proposition faisant intervenir une
autre hypothese proche de celle du théoréme de Shepp pour le recouvrement. Nous verrons plus tard que le corollaire
2 et la proposition 3 forment a elle deux la condition suffisante au recouvrement dans le premier théoréme de Shepp.
Nous sommes donc maintenant amener a chercher une condition nécessaire au recouvrement.

3.3 Une condition nécessaire

Il est maintenant intéressant de trouver une condition proche de la précédente qui s’avererait nécessaire au re-
couvrement. On va en fait prouver que si I’hypotheése de la proposition 3 n’est pas remplie, alors on ne peut avoir
recouvrement. Le résultat est le suivant :

Proposition 5.

Si pour € €]0, 1], ona:f exp(an(t)dt < o
0

n=1

alors T # limsup I, p.s. .

Remarque :
Pour tout 7 € R, on a ¢ < exp (¢), aussi I’hypothese implique :

fo (> & dr < oo
n=1

or &, est positif pour [f] < % donc par Fubini-Tonnelli :

[ Q=3[ ewan
n=1 n=1
etpourn € IN* :

€ min(e,l,) t2 . ;
[ aan= [ - ar = -
0 0 2

Or si on choisit e = [; , on a donc :
€ 12
(Ddt = 2
[[ewa=5

d’ou

Revenons maintenant a la preuve de la proposition :

11



Démonstration.
soit n € IN* et € € [0, 1]. On note comme dans la partie précédente I’évenement A = {F, N [0,€] # 0}. On a vu
tn(€) = e X ]_[35:1(1 —I;) et par ailleurs :

(E@(€))? = (Euu(e14))*
< E((13) x E(ui(e)
< P(A) X E(uy(e)) .

On peut écrire :

E(u(e) = E( fo fo [ ] =xst=wmpx [ [ —xits = wp) de x ds)
j=1 i=1

fofo]_[E((l—)(,-(t—w,))xa—Xj(s—wj))dzxds
j=1

fefen(l—le+§j(t—s))dt><ds.
0 Jo i

On pose alors u = t — s, on a &;(u) = sup(0,/; — |ul) donc comme pour j € [I,n] etu € [~€,€],onal; <
1 —2[; + &j(u) > 0. Par ailleurs &;(u) = &;(—u) , ainsi on obtient :

fef_s SI |(1_2lj+fj(u))duxds
0 J-s =1
ffffr|(1—21j+g,(u))duxds

0 _Ej:I

2 [0 =21+ &) dux ds.
Xfo j(; j=1( i+ &) du x ds

1.
5

E(u;(€))

IA

IA

On a donc

Ewﬁ(e))szefo ﬂ(1—21j+gj(t))dz

J=1

et ainsi

(E(un(e))? = € x (ﬂ(l —1))? < P(A) x 2¢ fo ]_[(1 — 20+ &(1) d .
J=1 j=1

En utilisant la méme méthode que dans la section précédente :

e N 1—2l+§(t) € n
fo l;[((li—lj);)dt = fo exp(; &(0) + 0(1)dr
d’ou

<CxPA (1))d
€ < Cx P(A) % fo eXP(;f,(t))t

ou C est une constante dépendant uniquement de la suite (/,,),>;. On fait alors tendre n vers I’infini , et on obtient alors
P(A) > 0. Aussi pour tout n € IN* , P({F, N[0, €] # 0}) > 0, c’est a dire

P([0,€] ¢ Uln) >0.
n=1

12



On en déduit donc
T # limsup, p.s. .

3.4 Le premier théoréme de Shepp

La proposition 5 fournit comme nous allons le voir la condition nécessaire au recouvrement. Nous avons donc
maintenant tous les éléments nécessaires a la démonstration du premier théoréme de Shepp.

Théoreme 6.

1 (o]
limsupl, = Tp.s. = f exp ( Zcfn(t))dt =00,
0 n=1

Démonstration.
Supposons limsup I, = T p.s., alors par la proposition 5, on en déduit qu’il existe € €]0, 1[:

fo exp ( D &x(n)dr = .
n=1

Ainsi par positivité de 1’exponentielle, on a le résultat :

1 00
fo exp (D &u(di = oo
n=1

Supposons maintenant fol exp (Yoo &n(0))dt = oo, alors puisque Y7, &,(7) tend vers 0 quand t tend vers 1, et est
strictement décroissante, on déduit que la divergence de cette intégrale vient de I’intégration au voisinage de 0. D’ou,
pour tout € €]0, 1], foe exp ( Yooy &(1)dt = oo. On utilise maintenant la distinction de cas que nous avons évoqué
précédemment. Il existe deux cas :

e Cas ¥ 2 =c0:

alors par le corollaire de la proposition 1, on a directement limsup 7, = Tp.s..

e Casy2 <o
par la proposition 2 : limsup [, = Tp.s..

Ainsi dans tous les cas
limsupl, = Tp.s. .
d’ou I’équivalence. O

Nous avons donc maintenant un premier résultat donnant une condition nécessaire et suffisante au recouvrement,
cependant ce résultat semble tres difficile a utiliser, puisqu’il fait intervenir I’exponentielle d’une somme de convolées
de fonctions indicatrices. Ainsi, il est nécessaire de I’améliorer pour obtenir un résultat plus utilisable plus aisément.

13



4 Théoreme de Shepp : deuxieme forme

4.1 Deux résultats techniques

La preuve du théoréme du second théoreme de Shepp repose sur deux lemmes d’analyse.

Lemme 7. Soit € > 0. Soit une fonction ® convexe, strictement décroissante sur 0, g[, telle que ®'(t) - 0 [t — &].

Alors : . . 40
f 2Dt < +00 = f e‘l’(’)—2 < 400
0 0 (D'(1)

Remarques :

- La fonction ® se prolonge par continuité en &. En effet : ® est continue (car convexe), et décroissante ; on a donc

existence de lim,- @ € R U {—oo}; par convexité, on ne peut avoir lim,- @ = —oo. Cela justifie en particulier, pour
A szo €00 € D(t) dO'(1)

a > 0, existence des quantités L e?\dt, L e e

On notera dans la preuve

D(s) = lim @, '(e) = lim @'

- Si on omet I’hypothese @’(f) - 0 [t — &], le résultat est faux.
En effet, la fonction ®(¢) = (¢ — 1)? est strictement décroissante, convexe sur ]0, 1[, eton a :

1
f £V dr < 400
0

1 ’ 1
f Lo 42 (t)2 _ f et e
0 (@'(1)) 0 4r-1)

- L’écriture ff fdd'(1), pour 0 < a < B, correspond a I’intégrale de Stieljes de f par rapport a @’ au sens suivant :
Remarquons tout d’abord que @ est convexe, donc dérivable sur 0, g[ privé d’un ensemble au plus dénombrable. On
définit ¥ fonction continue a droite sur ]0, g[, coincidant avec @’ sur son ensemble de définition. Par convexité de @,
W est croissante sur 0, g[.

Va >0
, Ma = —inf]a,g[ Y > —o0.

On définit alors fa s fdo'(t) := f( f fd(¥Y + M,)(¢) au sens des mesures de Stieljes. (¥ + M, est bien continue a droite,
croissante, positive, avec (¥ + M, )(#) — 0 [t — a™])

- On note foﬁ. pour limg_o+ fa ﬁ. , cette limite étant dans R U {+co}; ’existence de cette limite est due au fait que
toutes les quantités considérées sont positives.

Démonstration. Pour 0 < a < g, par intégration par parties, on a la formule :

& () 18 & ’
o) _ e o) dd’(r)
fa e = [cb'(t)}ffa “ @y
o0 M [t
@ el J, ¢ @0

&
f Dt < +o0.
0

Supposons
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On a alors o)
E &
[0 (" oy £
0 (@0)? |’ (&)l
On va montrer la réciproque uniquement dans le cadre restreint :

s dd' (1)
fa o Tl =0l

(on constatera que cette propriété est bien vérifiée lorsqu’on appliquera le lemme.)
E ’
f 0 LiAURPIW
0 (@'(1)?

& & dq)/ ¢ CD(a/)
f ¢®Pdr = liminf f e*Vdr < f ed)(’)—()z + lim inf
0 =00 Jo o (@7 e0 [@(a)]

Pour 0 < @ < &, on ade plus :
( CD(I) ) & d(D/(t) < f&‘ e(j[)(l) dq)/(t) < \fi o 4O (1) 4o’ (t) .
asree\[0 (1) Jo 100l =, (@'(1)? (@07

] ed)(t)
(,L‘}fe(m) — Ol = 0],

Supposons

Donc

ce qui implique que
0@
lim inf
om0t (@)

&
f Dt < +o0.
0

Lemme 8. Soir (1,,), suite de réels positifs, telle que [, — 0 [n — +o0].

Notons pour tout n :
n
Sp = Z Iy et t, = s, —nl,
k=0

00

(car £— oo > 0Vt €]0, €]).
En conclusion :

Soit ¢ fonction convexe, positive sur R.
Alors :

> @2 (5n) o (1)
Z‘”S ZH;(’Dn;

n=1

Remarques :

On admettra dans la preuve le résultat suivant (inégalité de Hilbert) : pour tous complexes ay, ... , a, by, ...

m

Zp+q—1

=1 g=1

504594
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En particulier, pour tous réels positifs (a,) e, (bg)gen :

SESN ap by S 27 S 2E
men3 St [Z] [Zb]

(ces sommes pouvant prendre la valeur +o0).

Démonstration. Pour tout n, on a
toy1 = (n+ 1)s, — 18,11

c’est-a-dire
T+l _ Sn Sn+1

nn+1) n n+l

En sommant ces relations, pour tous n, m :

kel Sn Sm

£ Je(k + 1) noom’

Or

Sm
— — 0 lorsque m — +o0
m

(propriété de Césaro pour la suite (1,,),), d’ ou

> _ kS

k(k—=1) n
(passage a la limite m — +co et réindexation). Comme ¢ est convexe et

DMl

o K= 1)

on en déduit :

n n
@(sn) = 90[; k(k——l)tk] < ; m‘ﬁ(tkl

Notons

B = {(an)n/Za,% < 1}
n=0

B = {(ap), € B/VYn, a, > 0}.

et

(B est la boule unité dans /> muni de la norme hilbertienne usuelle). On va utiliser le fait que
Vx € I, |Ixll = sup{(x, @), @ € B} = sup{(x,a), a € B},

soit en particulier

) 2 % oo
(Z L ri;")) = sup {Z a, QO(:"), (@) € B'} .
n=1 n=1

16



Soit (a,), € B'.
On a pour tout n

d’ou en sommant :

avec pour tout k

(L’inversion des signes ), dans cette égalité comme dans les suivantes, est justifiée car tous les termes sont positifs.)

On va a présent majorer la quantité :

M
=,
1l
i I
-~
[ -
%
—
T
8
\_/N

= 1
Daan Y oo

n'=1 k > max(n,n’)

Montrons par récurrence le résultat suivant :

1 2
VN € N,
€ 22N
k>
-pour N =1:
Zl_n2< 2
Ak 6 T2N-1

- pour N quelconque, en supposant I’inégalité vérifiée au rang N :

1 2 1
P +—.
2T2N-1 N2

k> N+1
1l suffit donc de montrer que :
2 N 1 < 2
2N-1 N2~ 2N-3°
Or
2 + 1L .2 & 2N?(2N-3)— (2N -1)2N -3) <2N*2N-1)
2N—-1 N2~ 2N-3 -
& 4N? - 10N> + 8N -3 < 4N> - 2N?
& 0<8N?*-8N+3
& 0<22N-17°+1.
Cela conclut la récurrence.
On a donc, pour tous n, n’ :
1 2 2

<
2 = T < —
k > max(n,n’) k 2 max(n, n ) 1 n+n 1

17



Ainsi, en injectant dans 1’égalité :

donc, par I’inégalité de Hilbert :

k=2 n=1
c’est-a-dire que
( ﬂk ) c B/
V2IT /4
(en posant Sy = 0). Ainsi
1
00 , 00 t © 2 tm 2
Zan¢(S)§Sup \/ﬁzﬂ;gp(k), (ﬂ]lc)kEB, — .\/ﬁ 90(2) )
n=1 n k=1 k m=1 m
Et donc, en prenant le sup sur les (@), € B’ :
1
("4 (sn) \/_ = sz(tm) :
< V2II
e e
Cela conclut la preuve du lemme. O

4.2 Conséquence : le théoreme de Shepp

Nous allons a présent montrer la seconde forme du théoréme de Shepp. On fixe a nouveau la suite (/,), décroissante
positive, vérifiant les conditions données dans les premieres parties, et on utilise les notations données dans la partie 1.

Théoréme 9.

+00
1
T = lim sup (1) &= Z = etth = 400
n

—00
n n=0

Démonstration. D’apres le théoreme 1, il suffit de montrer que :

& © =5} 1
f exp (Z gn(t)] dt < 00 = Z —zexp(ll +...+1,) < oo,
0 =0 ] n

On considere la fonction

Q: 1 ign(r).
n=1

Montrons que @ est convexe, strictement décroissante sur ]0, g[, avec € = —I;.

l, — 0 lorsque n — +o0 avec (I,), décroissante, donc les intervalles [/,+1,[,[ (éventuellement vides) forment une
partition de ]0, /;[. De plus, pour ¢ €]/,,4+1,[,[,on a:

-Vk<n,t<l,<[ldonc&(t) =1l —t;

-Vk>n,t> 1,1 >l donc &) =0.

d’ou

D) = > (1)
k=1

On a donc
Yt €llyets Il (I)/(t) = —n
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Par ailleurs, on a :
“ dd' (1)
o ()

LiJl
:Z——>+00[a'—>0].
n:ln

On peut donc appliquer le lemme 7 :

¢ - " o dO'(D)
Lexp[;)fn(t)]dt<w = £e¢()w<+w

SR}
= Z — exp () < .

n=1
Ainsi :
- le sens direct de 1’équivalence découle du lemme 2 (I’hypothése 3, 2 < oo implique évidemment que [, — 0

lorsque n — +oo, et : x e? est bien positive, convexe) ;
- 'implication réciproque est évidente. O
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