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z ∈ Ω
½íÂ8�í¬l���
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�=ËQ��¬í¬��e «�\�\��Â��©¨\�É �¿�¬�¿} �Æ=Â8���\¿¾�

�¾����Â8�\��½l�\�}�M�Â8ÆM «Æ\��¼��Á¬�¿�½��
�" ,�;�4½í�\����¨= «���¦Â8�\�Êß8�M�*��½í¬É���F¬���¦���;�¾�F¬É���¾¼��Ã¿��� ��!�\��Â�Æ\¼�Ç¾�;�����¦È��������©¨\¼���¬4�ML ���N.=Â8�:½¾Ú ���8¬�¿¾����½�½í���� O,O�\�\�
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ÈÉ ��M½�¬Â8��¬»���&¬���¡Y¬�F.
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U =def
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z ∈ C, |z| < 1
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∀ζ ∈ ∂Ω, lim sup
z→ζ

h(z) ≤ 0,
Q ��S

� ¼�Â��©½
h ≤ 0

½�\��¬Â8��¬
Ω
�

�  «�Ê½�Â8�!�1�¾��¬e �0�Â8�Ã�»�M�:��¿�½�\¼Á¬© ¢¬}�\�!�1�¾�:�M¼Ã�M½�Ö�Â��¬P.PÂFH!¼� j��Â8�M���Ã¬��Â��I�*�M���1Â��¬���\¼Ã�=½É½�\�É¬Â��\¬
∂Ω
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lim sup
z→ζ

u(z) ≤ 0

�1?�698u��?�69�
ζ ∈ ∂Ω \ F X/£���?=875 u(z) ≤ 0

5>698
Ω
X
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Ω
��½í¬lÆ=Â8��M¿�§Y�

F
��½í¬~0Y�����F.M�«Ú ��½í¬l¼Ã�e�M����M�����1�&�\�·�, «¡Y�����M� ��¼Ê �½�½��ßF�\�8�

§Y���\Â8�/.\�\Â�¬Â��=½
F = {ζ1, . . . , ζN} .���¬���¿¾ÀM�\�Ê½½Â��=½

uε(z) = u(z) − ε

N∑

j=1

log

(
diam(Ω)

|z − ζj |

)
.

� ¼ÃÂ8��½
uε
��½í¬Ý¨M ���;Â8�\��ßF�\�}½í�M�

Ω ¥ ��¬ lim supz→ζ u(z) ≤ 0
�\ËQ��¬¬�}�Ã�M¿¾é8 �¼Ã�Ã¬¿}��½í¬Ý�¾¼� ��Ã�����1Â��M�

ζ /∈ f�� «�
uε ≤ u

.��¾¬»�=Â8�\�
ζ ∈ F

.\��Â��;�;�
u
��½í¬lÆ=Â8��M¿I.

lim supz→ζ u(z) = −∞ �
¦�§Y¨M©NªP«�¬	T®�¯j°7¨¡¯�ª�¨¡®�±	¨¡®�¨²°7³�¨²°7¯�´¡®�µO�®

h(x, y) = log(x2 + y2) ¶9· °u�¸�±D´ ¹*¸�®�©�®j¯�º>µ�T®��® x → h(x, y)
¹>°7ªT¬

2
x2+y2 −

4x2

(x2+y2)2 »
®¼¬½¨²°�©D¾T¿�¸¼¬�±�´¡®�®�µÀ¨¡®�©t¹>°7±D´²°7Á�¨¡®�©}®�µ*¬N±�°:Â²µ�®

∆h = 0
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ÈÉÂ��M�&¼��&�\���Ã�M�¾�Ã�1�*�����, ¢¡������\�n½�Ú  «�\�\¼��Êß8�M��,
uε
.\�zÚ ÂIH��1Â��\��¬�Â���¬

ε
.���¬»�1Â��M��¬Â��\¬

z ∈ Ω
.

u(z) ≤ ε

N∑

j=1

log

(
diam(Ω)

|z − ζj |

)
.

� �·Ö� ���½� «�F¬�¬���M�����
ε
0�����½lÜE.�Â��� �¼6Ú �Ã�\¿�é8 �¼Ã�Ã¬¿&�����©¨\�����©¨\¿����

ËÝ �½�é�¿��\¿¾�© «¼e§YÂ8�Á¬
z0 /∈ Ω

.Y��¬l½Â��Ã¬
ϕ(z) = 1

z−z0

� � ¼�Â��©½�¼Ê *Ö�Â8�M�Ø¬��ÃÂ8�
v = u ◦ϕ−1 ��½í¬�¨M «���;Â��\�ÊßF�\�É½�\�

ϕ (Ω)
�� «�

ϕ−1 ��½í¬*¨\Â�¼�Â��;Â����\¨\�F.P��¬��� «�e¼Ê ���Â��;�1Â8½¿¾�4,�����Â��Ã¬�×�zÚ �\�\�;Ö�Â8�M�Ø¬��ÃÂ8� ¨= «���¦Â8�\�Êß8�M�¦�= «��\�M�;Ö�Â��M��¬��Â���¨\Â�¼�Â��;Â8��\¨M�¦����½í¬�;¨\Â8¼ÃÂ8�;Â����\¨\����� � ¼�¼Ã� 0�¿¾���ÃÀM�;¼Ã�4½e¨YÞF�1Â«¬�¨\Ç�½��½e�\� ¼��¾�;�;�O½�\�e�\�
��Â8�, «���\�&Æ=Â8��\¿8� � ¼�¼Ã�*�4½ ¬»��Â8�M�}�\¿¾éF ¢¬���08�&½�\�

ϕ(Ω)
�MÈ�Â8�M�

u
 «�=½½�D�
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f
¢ � A

lim supz→ζ |f(z)| ≤ ε
�E?=698

ζ ∈ ∂Ω \ F � <���?=875 |f | ≤ √
2ε
X
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Re(f) � −Re(f) � Im(f)

3G�
−Im(f)

X
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� wY�I�Iw�� � � wY�I�Ôwj�
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f
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U → U
X/£���?�875 |f ′(0)| ≤ 13*� |f ′(0)| = 1

5757A
f
3*5>��69@M3u8K?���<���AD?�@%X
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f(0) = 0

.M «¼�Â��©½l½Â��Ã¬
g
¼� ¦Ö�Â8�M�Ø¬��ÃÂ8��¨\Â�¼�Â��;Â8��\¨M�&�\¿�ÀM�\���*�M ��

g(z) = f(z)
z

�¾¬
g(0) =

f ′(0)
� � ¼�Â��©½

lim sup |g(z)| ≤ 1
ß8�= «�M� |z| → 1

�21S «��¼��*�\�����M�����=�������, ¢¡��Ã���\�R. |g(z)|leq1 ½�\�»¬�Â���¬ U
�

L ¼z�\�e����½í¬�&�\¼��M½»ßF�(Ú ,�08Â�����¼Ã�*�� �½��zÚ ¿¾é8 �¼Ã�Ã¬¿8�
§Y�\�\�1Â8½Â��=½ |g(0)| = 1

�*1
Â8�\��¬Â8��¬
r > 0

.

|g(0)| =

∣∣∣∣
1

2iπ

∫ 2π

0

g(reiθ)dθ

∣∣∣∣ ≤
∫

|g(reiθ)|dθ
È�Â8�M� |g| = 1

½í�M�(¼Ã�/�¾�¾�©��¼��/���S�© ?Þ�Â��}�4�¾È����\¼Ã�=½zÂ��&¿¾éF «¼��Á¬�¿/�\ «�=½z¼DÚ ���\¿¾éF «¼��Á¬�¿�¬���� ��\é��\¼Ê «��������ÈÉÂ��M��¼6Ú  ��é8�\�;�¾�F¬
���
g
��½í¬»��Â8�M½ ¬© «�F¬»½í�M�l¼Ã�*�¾�¾�©��¼����

g
��½í¬»��Â��M�e�¾Â��M½í¬� ��F¬�&���e�;ÂY�\�\¼Ã�,�8� � ¬

f
��½í¬�ÆM�Ã���·�M�\�e�Â�¬� «¬��Â��(�

§Y�Ã�MÂ��/.?�\ «�=½(¼��Q�¾ 8½(é8¿¾�\¿��� �¼�.�Â8�*�1Â8½�
h = ϕ◦f ÂFH ϕ(z) = z−f(0)

1−zf(0)

�
ϕ
�4½ ¬
�\�\�QÆ\� 3 �4�Ø¬��ÃÂ8�����

U
���-08Â¢Þ8 ��8¬

f(0)
½�\�

0
� + �� ;��Â��=� |ϕ′(f(0))f ′(0)| = |h′(0)| ≤ 1

�=ËÉÚ ��½í¬54¼,64 ������ |f ′(0)| ≤ (1 − |f(0)|2) < 1
�

7 8 r'&ed�f�q»m�g h·g:9%p�r
p*)�;·f�gÝo gÝo%m�glk�(jr
g<;jc*r�m & $ p*]O(·g k�(jr f�c d &m(jf¾g
( $ pØo½`

= ¬� ��8¬l��Â8�\�\¿
Ω
�4½ ¬��\�O�\Â��, «���\�ÉßF�\��¼��¾Â��MßF�\�É���?>P¿¾���¾�F¬l���

C
.F��¬�¨×�\�\�ÉÖ�Â��=�Ø¬��Â��j��Â��F¬��Ã�Y�\�}½í�\�

∂Ω
.F¼��

�\��Â�Æ\¼�Ç¾�;�l����ÈÉ�Ã���Ê�©¨\¼Ã�¾¬� �0��4�Ý�¾Â��M�\�Á¬��ÃÂ8�; ���¡*Ö���Â��F¬��Ç¾����½�¨×�¾Â��M½�Ê½ ¬���,}¬��Â8�10����S�\�\��Ö�Â8�M�Ø¬��ÃÂ8�
f
¨M ���;Â8�\��ßF�\�

½í�M�
Ω
��Â8�F¬���F�M�&½�\�

Ω
��¬l¬��¼Ã¼��*ßF�\�

f|∂Ω = h
�

�(�¦�\����M�¾�Ã�1�����ä�, ¢¡��Ã���\�Î�\Â8�M½É�\�Á¬eßF�\���1Â��\�
Ω
Æ1Â����\¿I.P¼Ê O½Â�¼���¬��Â��ä «�!�\��Â�ÆM¼ÃÇ��¦�¦���;È�����Ê�©¨\¼���¬T.1½�

�¾¼�¼Ã�·��¡��Ê½ ¬��I.���½í¬;�\�\�Êß8�M��� � �Ó��>P��¬×½�
f
��½í¬;¨= «���¦Â8�\�Êß8�M�O��¬O0¢ «��¬×Ü ½í�M�

∂Ω
.S «¼�Â��©½��= «�¦¼Ã���\���Ã�=�����=�����

�, ¢¡��Ã���\�
f ≤ 0

�8ÈÉ���OJ��¦� −f ≤ 0
.F�\Â��M�

f = 0 @ �A1�Â8�\� Ω
�\Â8�×Æ1Â����\¿I.8¼Ã��Ö� «�Ã¬Ý�zÚ �Ã�;�1Â8½�¾��,e¼Ê &Ö�Â��M��¬��Â��

¨·�(Ú J¾¬���*��Â��F¬��Ã�Y�\�e½�\�
∂Ω ∪ {∞} �¾¬�, f �zÚ J�¬���e��Â8�8¬��Ã�Y�\�e½�\� Ω ∪∞ �\Â��\�\�&¼6Ú �M�\���¾�Á¬�¿�½� «�M½Q¬�© �0¢ «��¼Ã¼��¾�4�

+ �×�1�¾��¬�¿�¬��¾�M�������¾���\��Â�Æ\¼�Ç¾�;�À,����4½Q�¾Â��M���Ã¬��Â��=½� «�\¡¦Ö���Â��F¬��ÃÇ���4½/�\¼��M½QÂ��×�;Â����M½Q�¿�é��\¼���Ç¾����½P.«�M «�Q��¡��¾�;�\¼��
�=Â8�\�;����½�Ö�Â��M��¬��Â��M½¦��Â8�F¬���F�M��½��M «�¦�;Â��©���� ���¡z� � ¼ÃÂ8��½�Â��I�¾¡Y��é��j¼� ä��Â8�8¬��Ã�Y�\�Ã¬¿����j¼� ä½íÂ8¼Ã��¬��ÃÂ8�

f
½�\�

Ω�\����08¿É���4½��=Â8�Ã�F¬�½����e���Ê½���Â��F¬��Ã�Y�\�Ã¬¿&���
Ω
����,��¾�M�¾Â����I.Y�\�\�e½Â�¼���¬��Â��b�:?�8>@%�73&�4½ ¬��\�\�ÊßF�\�e½í�P�¾¼�¼��}�¾¡���½í¬�F.F�= «�

¼Ã�&�\�����M�����=�*�\�·�, «¡Y�����M� �\���=����é�¿¾�M¿¾�© «¼���½¿I.�0�Â8�Ã��¼��e¼Ã���;�¦�,�8�
+ �·½�Ú ���F¬����4½½�¾�© *�Ê���/,;���4½l��Â��, «���\�4½l��Â��F¬l¼� �Ö���Â��F¬��Ç¾���}��½í¬l�¾Â��M½í¬�Ã¬�M¿¾�e���&�=Â8�Ã�F¬©½l½í���;�\¼Ã�4½uQ���Ö���¿¾ÀM�\�B4

¬��Â���ÏIS��
C §Y¨-©�ªT«�¬/�®'¹*º>´¡± » =°7µT©½¨¡®'¯j°7©/ºEDÀ®�¨¡¨¡®'®�©D¬�F�¹>°7¨¡®�ª�±D©½±D¸�®�¨¡¨¡®j© » ª�¯�º>¿�¿�®}¨²°�³�°7±D¬�´¡®�±�¸�®�¨¡¨¡®�HG ª�µT®�I�º>µ�¯¼¬�´¡º>µKJ�º>¨¡º>¿�º>±D³LJ�® ¶LM ¬¨²°�¯jº>¿�³�º>©�¸j®�T®�I�º>µ�¯¼¬�´¡º>µ�©�J�º>¨¡º>¿�º>±�³NJ�®�©½±D®�©�¬�®�JTº>¨¡º>¿�º>±�³LJT® ¶O�PP´AI1µAG ®j©D¬�³=°7©½±D¸�®�¨¡¨¡® » ¨¡®'¿
Q�¿�®}±�°7´¡©Nº>µ�µ�®�¿�®�µ*¬}©5G °7³�³�¨¡´SRGª�®�°j¹*®�¯ Re(f)

®¼¬
Im(f)
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U

Å

"�ijh � {}n�nul���� l )�v����Àr�q	)1q
	�r��
µj~Fæ���¶���¶D�=�_sb�����Y�=�\vã�
w�±��1¶�{4{��1�'�=� �(�}�\Â¢ÞF «�O���K1�Â��Ê½½Â��

Pz(θ)
�1Â��\��¼��}�\��½�ßF�\�É�M�\�Á¬�¿

U
��½í¬l��¿�ÀM�M�

�M «��¼Ê ¦Ö�Â������\¼��e½í�M��0¢ «�F¬��I.�ÂIH
z ∈ U

�¾¬
θ ∈ R

Ì

Pz(θ) =
1

2π

1 − |z|2
|eiθ − z|2 =

1

2π
Re

(
eiθ + z

eiθ − z

)

î wY�I��²¢yzv
w%�
∫ 2π

0

Pz(θ) dθ = Re

(∫ 2π

0

1 + ze−iθ

1 − ze−iθ
dθ

2π

) Q6£IS

= Re

(∫ 2π

0

∞∑

0

(
1 + ze−iθ

)
zne−i nθ

dθ

2π

) QD°FS

= 1
Q�Å�S

µj~Fæ���¶���¶D�=�ã������P��~��=²¢�\x�w��
w�±��1¶�{4{��1����� §Y�
f ∈ L1(∂U)

.�Â��·��¿�ÀM�M�Á¬�½Â��j�Ã�F¬¿�é��© «¼��É��� 1�Â��Ê½�½íÂ8�O�M ��Ý¼Ê 
Ö�Â��M��¬��Â��

P [f ] : U → C
¬��¼Ã¼��eß8�M�

P [f ](z) =

∫ 2π

0

f(eiθ)Pz(θ) dθ

î wY�I��²¢yzv
w%�
� P [f ]

��½í¬»¨M «���;Â��\�ÊßF�\��� � ��� >1�¾¬�½í�
f
��½í¬l�¿��¾¼�¼Ã�F.

P [f ]
��½í¬»¼Ê ��= «�¬���}��¿¾��¼Ã¼��e���,Ì

1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)
eiθ + z

eiθ − z
dθ

§Y���\Â8�/.
f = Re(f) + i Im(f)

�
� P [f ](z)

��½í¬}¼6Ú ���F¬¿�é��© «¼������
f
�M «�}�� ��\�1Â��¬À,×¼Ê ×�;�4½í�\�����\���\��Â�Æ= «Æ\��¼Ã�Ã¬¿

ω (z, · ,U)
���;���¾�M½�Ã¬¿

Pz�M ����© «�\�1Â��¬�,�¼� ��¦�4½í�M����\�É�(��Æ=�4½íé8�\��½�\�
∂U
�\ËÉÚ �4½ ¬�,*������}ßF�\���1Â��\�

E ∈ ∂U
�;��½�\�© «Æ\¼��I.8Â��O ,Ì

ω (z, E,U) =

∫

E

1 − |z|2
|eiθ − z|

dθ

2π

Q6ÏIS
ËÉÚ ��½í¬»�;��½�\��&�4½ ¬» «�M�=��¼Ã¿��42O3*5>698K3�;E<=8>24?=@EADCG6E3��¾��®e�\ «�M½

U
�

�
E ⊂ ∂U

ÀM¡Y¿F.\¼6Ú  ��\�\¼����� ¢¬��Â��
z → w(z, E,U)

��½í¬»¨M ���;Â��M��ßF�\�8�
"�i�" ������	��jx )9q�	�r v�x n�p�	����
�½y�lov~l�� qjpEqjs %��jl )
� ¸
~F�=²¢´Y�Iw s �í±&²¢�M³�x�´Y�Iw��
w!µj¶�²¢¶��?¸�xDwF�����1v�²Ox��ä³��1v�xDw·v
�
¶���~1�=� � � A

f ∈ L1(∂U)
3G��5>A

f
3*5>�

�7?�@E�NAY@E6E3Z3G@
eiθ0 � <���?=875�¢

lim
z→eiθ0

z∈U

P [f ](z) = f
(
eiθ0
) QDëFS

��� A
f ∈ C(∂U) � <=��?=875 P [f ]

3>5>�'5G?=�²69�NAD?=@��=6m�%8K?F�*� �*243m�I3 ¤ AY8>AD�7;���3G��<=�=37�u�7?=@%��AY��AD?�@15u<=6  ��78K?�@E�NA��*8K3*5
�F?=@B@%�73>5	�E<=8

f
X

¤ �G24?=@15>�N8K<=�NAD?=@MX»§YÂ8�Ã���8¬
ε > 0

.?��¬
I
�4½ ¬��\���Ã�F¬���K0¢ �¼Ã¼���Â8�10����í¬���Â��F¬��¾�M ��8¬

θ0
¬�¾¼\ßF�\� ∣∣f(eiθ)−f(eiθ0)

∣∣ < ε�=Â8�\�
θ ∈ I

� � ¼�Â��©½�Â��� �Ì

|u(z) − f(eiθ0)| ≤
∫

I

∣∣f(eiθ) − f(eiθ0)
∣∣Pz(θ) dθ

︸ ︷︷ ︸
≤ε

+

∫

[0;2π]\I

∣∣f(eiθ) − f(eiθ0)
∣∣Pz(θ) dθ

︸ ︷︷ ︸
≤
(
‖f‖1+|f(eiθ0 )|

)
R

[0;2π]\I
Pz(θ)dθ

Qðì�S



�  ��u���	������� ��� ���	�
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U

Ï

+ � ∫
[0;2π]\I

Pz(θ) dθ → 0
ßF�M «�=�

z → eiθ
.«Â8�¦ e��Â8�M���1Â��\�

z
 8½½�¾®Ý�\��Â��©¨\�l���

eiθ
. |u(z)−f(eiθ0)| ≤ 2ε

�
È�Ú ÂIH·¼Ê ,��Â��=��¼��M½í��Â��·�����\���¾�;�Ã���l�=Â8�Ã�F¬4�
�(�¦½í�4��Â��=���=Â8�Ã�F¬}��½í¬&�¾¼� ��Ã�}�¾ «�

P [f ]
��½í¬É¨= «���¦Â8�\�Êß8�M�*��¬

P [f ]
 ×�M�\��¼��Ã�;�Ã¬�¦¿¾éF «¼���,,ÖQ�¾��¬�Â���¬&�=Â8�Ã�F¬&���

∂U
�

î wY�I��²¢yzv
w%�
��� + �! ;¿P0F�Ê�����¦�;���8¬É¼Ã�*�OJ��¦�e��¿�½�\¼Ã¬� «¬É½í�"Â������¾�;�\¼Ê ����&¼Ê ,Æ1Â��\¼��e�\�\�Ã¬¿¦���¾�F¬��¿��}���

0
�M ��l�\�\�*Æ1Â��\¼��

D(a;R)
ß8�M�¾¼Ê��Â��=ß8�M���9L ¼zÖ� ���¬� «¼�Â��©½Ý�\����M�����É�1Â��M�»�\Â¢Þ8 ��j��� 1�Â��Ê½�½íÂ8�äÌ

1

2π

R2 − |z − a|2
|Reiθ − (z − a)|2 =

1

2π
Re

(
Reiθ + z − a

R eiθ − (z − a)

)

£���ËQ��¬�¨\¿¾Â8�Ç��¦����¿�½Â���¬S¼��l�\��Â�Æ\¼�Ç¾�;�l���»ÈÉ�Ã�����©¨M¼Ã�¾¬��\ «�M½�¼��»�¾ 8½�ÂIH
f
�4½ ¬��¾Â��F¬���Y�\���«�"�»�¾ 8½

L1 ��½í¬S�¿4½íÂ8¼Ã��M ��l¼Ã�4� ;1�7?�8��*243��I3���<���?�69.\¼� ;�¾Â��M���Ã¬��Â��jÖ���Â��F¬��Ç¾���&¿�¬� ��F¬l  >P ��ÃÆM¼Ã�����
"�i�� � 	�r()1qjr�x�q	) � p1{�v�qj{ �jl���kml )2%���	"p���y lov~l���{�) 	�x
µj~Fæ���¶���¶D�=� ¹ � 1�Â8�\� α > 1

��¬
ζ ∈ ∂U

.SÂ��Ó�=ÂF½í�
Γα(ζ) = {z ∈ U, |z − ζ| ≤ α(1 − |z|)} �\���
	8�\��M «�¬� ��F¬����

ζ
�

� ¸
~F�=²¢´Y�IwW��� � ¸
~F�=²¢´Y�Iwã��w��������1v������ A
f ∈ L1(∂U) � <���?=875��E?=698Z�%8K3*5GC*6E3R�¼?=69� ζ ∈ ∂U � P [f ]<I��2O3G���F3>5u�²AY2�AY�¼3>5u@%?�@ �¼<=@ �F3G@E�NAD3*�Y��3>5Z3G@

ζ
� �-<=��3*5��~��

ζ ��� � � 3*57��� ��AY8K3 ∀α ¢

lim
z∈Γα

P [f ](z) = f(ζ)

¤ �G24?=@15>�N8K<=�NAD?=@MXl�" ����¾¼Ê ¢¬��Â��O�¦Â8�F¬���¾�Ý��½í¬Ý¼��Ã�M¿� «�������¾�
f
.YÂ��×�1�¾��¬»��Â8�M�}½í�\�M�=ÂF½í���

f ≥ 0
�M�\��½� ��\�\¼���ßF�\���

¼Ã�&��¿�½�\¼Ã¬� ¢¬~,
f+ ��¬ f− �U Â«¬�Â��M½
u = P [f ]

.\�¾¬»�=Â8�\�
ζ ∈ ∂U

.�Â��·�\Â�¬�
u∗α(ζ) = supΓα

|u|
� wY�I�Iw ¹ ��� ?���?�@15 λ ��<4243>5>698K3��I3u�½3P�73*5	�I6E3�5>698

∂D
X/£���?=875Z¢

λ ({ζ ∈ ∂U, u∗α(ζ) > µ}) ≤ 3 + 6α

µ
‖f‖1

QDÙFS

�(�¾�;�;� ⇒ � ¨\¿�Â���Ç¾�;���l§YÂ8�Á¬ Wf,α(ζ) = lim supz→ζ, z∈Γα
|u(z)− f(ζ)| � + �& l�¾¼� ��Ã���¾�;���8¬ Wf,α(ζ) ≤

u∗α(ζ) + |f(ζ)| � + �·�¾����¿4���\�Ã¬�ß8�M�

λ ({Wf,α(ζ) ≥ µ}) ≤ λ
({
u∗α(ζ) ≥ µ

2

})
+ λ

({
f(ζ) ≥ µ

2

})

≤ 8 + 12α

µ
‖f‖1

§YÂ8�Á¬
ε > 0

�\§Y�zé;�4½ ¬»��Â8�F¬���F�M�I.YÂ��� *¬�Â��63 Â8�\�©½
Wf,α = Wf−g,α

�¾ «�
Wg,α = 0

�=Â8�\��é,��Â��F¬��Ã�Y�\�8��§��
Â8�j�\���¾�=�jé¦¬��¾¼�¼Ã�*ßF�\� ‖f − g‖1 < ε2

.M �¼ÃÂ8��½

λ ({Wf,α(ζ) ≥ ε}) ≤ (8 + 12α)ε.

� �·Ö� ���½� «�F¬�¬���M�����
ε
0�����½lÜE.�Â��·Â�Æ�¬��Ã���8¬

λ ({Wf,α(ζ) > 0}) = 0
�

� ���\����M «�F¬"�M�\�Q½�\�Ã¬�
α
¬���M�\ ��8¬½0��¾�©½ ∞ �\ «�M½

N
.��¾¬����e����; ���ßF�M ��F¬"ß8�M�Q½�

α > α′ . Wf,α ≥Wf,α′
.

Â8�jÂ8Æ�¬���¾�F¬»¼��e�¿4½í�\¼Ã¬� «¬l��4�©¨\�¾�©�©¨\¿�Ì

λ ({ζ, ∃α, P [f ](z) 9 f(ζ), z ∈ Γα(ζ)}) = 0
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1/����10��e����¼��¾�;�;��� + �·�Ã�F¬��Â����\�Ã¬
Mf

¼Ê �Ö�Â��M��¬��Â����, ¢¡��Ã�, �¼Ã�e�����Z<�8K���=����AY���N��3���?P?T�����&Ö�Ì

Mf (ζ) = supLÝ ���� ��Â��M�\��¡��e���
∂D��Â8�8¬��¾�M ��F¬

ζ

1

λ(I)

∫

I

|f | dθ Q��-S

+ �� ; «¼�Â��©½Ý�\�\�&���¼� «¬��Â��·�¾�F¬���
u∗α
�¾¬
Mf

��Â8�\�\¿¾�&�M ��l¼Ã�&¼��¾�;�;�,Ì
� wF�Ô�Iwjá½�

u∗α(ζ) ≤ (1 + 2α)Mf (ζ)¤ �*24?=@E5>��8K<���AD?�@%X + �·½�\�\�1Â8½�
ζ = 1

�=Í��Ã¡�Â��M½
z = reiθ0

.\ÂFHjÂ8�· ¦�\���Ê½ |θ0| ≤ π
.\�1Â8½Â��M½

P ∗
z (θ) = sup {Pz(ϕ), |θ| < |ϕ| < π} =

{
1
2π

1+|z|
1−|z|

½� |θ| < |θ0|
max (Pz(θ), Pz(−θ))

½í���\Â��
� ��¬���¾�;���8¬*���Ã¬P.

P ∗
z

�4½ ¬&¼Ã�¦�\¼��M½}�=�¾¬�Ã¬e�;  3 Â��© «�F¬��M ��Ã�e���ä�\Â¢Þ8 ��:��� 1�Â��Ê½½Â��
Pz
��¿4����Â��Ê½½� «�F¬É½�\�

θ0−θ0

Pz(θ)

P ∗
z (θ)

�
	��� � � Pz �¾¬ P ∗
z

�

[0;π]
Q ÀMé8�\��;��SØ�

+ �� ;½í�M�\�=ÂF½í¿
f
�=ÂF½í�Ã¬��0��8� � ¼�Â��©½

0 ≤ u(z) =

∫
f(eiθ)Pz(θ) dθ ≤

∫
f(eiθ)P ∗

z (θ) dθ
Q ��Ü-S

ÈÉ�!�\¼��M½P.
P ∗
z

¿¾¬� ��8¬j�M «�������¿4����Â��Ê½½� «�F¬���½�\�
[0;π]

.
P ∗
z

�4½ ¬×�\�M�!¼Ã���;�Á¬��ä�¾�Â8��½�½ ��F¬���\ «�M½
L∞ ���

Ö�Â8�M�Ø¬��ÃÂ8�M½»������½��¾ «¼����¾�©½��=ÂF½í�Ã¬��0��4½G.\�= «����4½l��¬&��¿��¾�Â8��½�½ ��F¬��½�½�\�
[0;π]

.1�«Ú ��½í¬�,×��������\�eÖ�Â��M��¬��Â��M½����
¼Ê �Ö�Â����¦�,Ì

∑
aj

(
1

2θj

�
[−θj ,θj ]

)  �0����
aj ≥ 0

1�Â��M�»����½�Ö�Â8�M�Ø¬��ÃÂ8�M½��¾�·��½��¾ �¼Ã���¾�©½����*���eé8�¾�\���I.YÂ8�· ,��Â8�M��.��= «�»��¿¾ÀM�\�Ã¬��Â������
Mf (1)

.MßF�\�
∫
f(eiθ)

∑
aj

(
1

2θj

�
[−θj ,θj ](θ)

)
dθ ≤Mf (1) ·

∑
aj

� ���\���¾�= «�F¬l�\�\�*½�\�Á¬��*���&¬��¼Ã¼���½ÝÖ�Â8�M�Ø¬��ÃÂ8�·¬�¾�=�\ «�F¬l�\�\�ÃÖ�Â����;¿¾�;�¾�F¬~0�����½QÖ�.\Â8�· ;¼6Ú �Ã�\¿�é8 �¼Ã�Ã¬¿
∫
f(eiθ)P ∗

z (θ) dθ ≤Mf (1) ‖P ∗
z ‖1 .

Q �8�TS
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ì

ÈÉ�e�\¼��M½»½�
z ∈ Γα(1)

.

‖P ∗
z ‖1 ≤ ‖Pz‖1 +

2|θ0|
2π

1 + |z|
1− |z|

≤ 1 +
2|θ0|
2π

α
(1 + |z|)
|1 − z|

≤ 1 + 2α
Q �4£FS

�� �������M�ÃÇ���Q¿�¬� ��=�����¦�¾ «¼Ê���M¼1�?£l½�Q�;Â��F¬���Q�¾���\��½í¬���\é8 ��F¬�¼��Ý�� �½�ÂIH |θ0| ≤ π
2

���Ý¼Ê »Ö� ���Â���½í�\��0¢ «�F¬�ÉÌ

|1 − z|

θ0

�
	��� £ � �"��½l���B>P¿¾���¾�F¬�4½�0? �¼Ã���\�©½l��� |1 − z| .1, θ0 À\¡�¿��
§Y� |θ0| ≤ π

2

.( �¼ÃÂ8��½ |θ0| ≤ π
2 sin θ0

.z�¾¬ |1 − z| �4½ ¬*�, ¢¡������\�R./, θ0 À\¡�¿I.z�1Â��\� |1 − z| = | sin θ0|QD0�Â����l¼��&�\��½�½í���!£ISØ� + �·�¾�·¬��Ã��� |θ0|
|1−z| ≤ π

2�� ��,  3 Â��© ¢¬��Â��ä�4£¦½�Ú ���·½�\�Ã¬�½ ��M½��\��Â�Æ\¼�Ç¾�;�I.����j�,  3 Â��© «�F¬�½���¦�M¼Ã���¦���F¬ |z| �M «�e�8�§Y� π
2 ≤ |θ0| ≤ π

.=����¬¬�e�, 63 Â8�� «¬��Â��O½�Ú Â�Æ�¬��Ã���8¬»���j���¾�, ���ßF�M ��8¬lßF�\� |1 − z| ≥ 1
�

�"��½�¿�ßF�M «¬��Â��M½&�4Ü1.z�8�É�¾¬*�4£��\Â��=½��=����;��¬¬���8¬��\�*��Â��=��¼��\��}¼Ê ,��¿¾�;Â��=½ ¬��� «¬��Â��j�\�·¼��¾�;�;�eÅM�
+ ����½í¬»��Â��=�É�© «�;���\¿u,��;Â8�8¬�����»ßF�\�

λ


{ζ ∈ ∂U, Mf (ζ) > µ}︸ ︷︷ ︸

Eµ


 ≤ 3

µ
‖f‖1

Q �4°FS

1�Â��M�»���¾¼Ê ¦Â���0¢ ;��¬��¼Ã�Ê½�¾�l�\��¼��¾�;�;�* «���=½ ��8¬&Ì
� wF�Ô�Iw��t��� A {Ij}j 3*5>��69@%3��*<=2�AY�Y��3¦ÀM�\������� AY@E�¼3G8>��<��Y��3>54?=69�=3*8>��5Z�I3 ∂D � <=��?=875�?�@ �E3*69�	�N8K?=69�=3*869@M3�5G?=6�5>�²�*<=2�AY�Y��3 {Jk}j ��� ?�69��3G8>��5����Ê½ 3 Â8�Ã�F¬�½O�I3G6  �� �I3G6  ��3G�Y��3�C*6E3��

∑
λ(Jk) ≥

1

3
λ (∪Ik)

¤ �*24?=@E5>��8K<���AD?�@%X��É�\�Á¬¬� ,�����½í¬���¾���M�����;¼� ·Ö� ��;�Ã¼�¼Ã�F."Â8�I½í�\�M�=ÂF½í�×ßF�\� ∀i . Ii * ∪j 6=iIj
."�¾¬�ßF�\�×¼���½

Ii
½Â��F¬É�= «�© «�;¿�¬��¿4½l�M «�&���4½����F¬�¾�:0¢ «¼�¼Ã�4½

]ai; bi[
ÂIH:Â��:�M����M�

0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an < 2π
.=¬��¼�½}ßF�\�

Ii =
{
eiθ, θ ∈]ai; bi[

} � + �I½�\�\�1Â8½�O «�=½½�
n > 1

.�½�Ã�MÂ�����¼��(Ú Þ� «�\�© «�Ã¬*����¾� ,�Ö� «����8� + �I ! «¼�Â��©½
bj+1 > bj

��¬
bj−1 < aj+1

�1Â��M��½ «¬�Ê½ Ö� ��Ã���,¼���½��¾Â��M�\�Á¬��ÃÂ8�M½
Ij+1 * Ij

��¬
Ij * Ij−1 ∪ Ij+1

��ÈÉ�
�OJ¾�;�

bn < b1 + 2π
��¬
bn−1 < a1 + 2π

�
ËÉÚ ��½í¬	,����Ã����ßF�\�

Ij
��¬
Ij+2

½íÂ8�F¬Q���Ê½ 3 Â8�Ã�F¬�½P.F��¬Q�OJ��¦�}ßF�\� ∀k . Ij ��¬ Ij+2k
½íÂ8�F¬Q���Ê½ 3 Â8�Ã�F¬�½�� + �×�=����¬

�M ��í¬��Á¬��ÃÂ8�\�\��� {Ij}j �¾�·¬��Â8��½Ýé���Â��M�=�4½&Ì
�
	 G ®j©D¬%¹P±N°7´�³�º>ª�±tª�µT®½¿�®�©NªT±�®�Á�º>±�¸�¨¡´¡®�µ�µ�®�RGª�®�¨¡¯�º>µLRGª�® » ¿~°7´¡©E³Iº>ªT±Mµ�®}³�°7©M©Nª�±D¯ J=°7±��>®�±/¨¡®j©%µ�º7¬�°:¬�´¡º>µ�©/�¸��F�°7©�©N®��}¨¡º>ªT±��®�© »º>µ�ªT¬N´¡¨¡´¡©�®�±N°	¨²°�¿�®�©Nª�±D®'�® · ®�Á�®�©��>ª�® ¶



� �"!��}���À
 �G�����
Ω

 ���� ������������o�������~��!�� Ù

���
I1
�

£�� {I2j}j≥1

Q�¼Ã�4½��Ã�F¬��¾�:0? �¼Ã¼���½l�(Ú ���M���Ê���4½l�M «���©½:S��
°\� {I2j+1}j≥1

Q�¼Ã�4½��Ã�F¬���K0¢ �¼Ã¼���½l�zÚ ���M���Ê����½»�Ã�;�M ��Ã�©½��\����08¿�½������\���¾�;�Ã���7S��
L ¼Ý�\�O����½í¬�O�\¼Ã�=½�ßF�(Ú ,!���¾�, «�©ßF�\�¾�*ßF�\�·�©¨M ��¾�\�I���j�¾��½*¬��Â��Ê½*é���Â��M�=�4½e��½í¬¦�¾Â��M½í¬�Ã¬�\¿j�zÚ ���F¬���K0¢ «¼�¼���½
���Ê½�3 Â����8¬©½����¾��¡ ,¦������¡z�\�/Ú �\�j���4½Q¬��Â��Ê½Ý ��\�\�}�;��½�\����¬�Â«¬� �¼Ã�&½�\�=¿�����¾�M��ÉÂ��O¿�é8 �¼Ã�À,��\�j¬���¾�©½Ý���&¼� 
�;��½�\���e��� ∪Ik .\�¾�*ßF�\�( ��©¨\ÇP0��}¼� ;�M����10��&����¼Ã���;�¦��Ï\�U Â��M½l½Â��;�;��½��, «���F¬���M «�F¬l�¾���;��½�\���&�\�*��¿¾�;Â��F¬�����Ý¼��e¼��¾�;�;�e�\����M�¾�Ã�M �¼(°·Ì
§YÂ8�Á¬

K ⊂ Eµ
�M���¾Â��;�M 8�Ø¬��*1�Â8�\��¬Â8��¬

ζ ∈ K
.��Ã¼"��¡���½í¬�&�\�����F¬�¾�:0¢ «¼�¼Ã�&Â8�10����í¬

Iζ
¬�¾¼�ß8�M�

1

λ(Iζ )

∫

Iζ

|f | dθ > µ.

�� ���Â��;�M 8���Ã¬¿,���
K
�\Â8�M½e «��¬�Â�����½�4,·�\����M�����;�\���\Â���Æ\����ÀM�M�Q���

Ik
ßF�\�/�����¾Â��10Y���¾�F¬

K
�¾¬�ßF�\�

08¿¾���ÁÀM���F¬�¼6Ú ¿�ßF�M ¢¬��ÃÂ8�j�M�¿4��¿��\�¾�F¬�8�\è»�\�* ��\�\¼����� ¢¬��Â�������¼��¾�;�;�eÏ;�\Â��\�\�;Ì

λ(K) ≤ λ(∪kIk)
≤ 3

∑

k

λ(Jk)

≤ 3

µ

∑

k

∫

Jk

|f |

≤ 3

µ
‖f‖1

Q ��Å-S
�" ��;��½�\���:���:�"�¾Æ1��½é��\���4½ ¬j�¿�é��\¼��ÃÇ���F.��«Ú ��½í¬,I�\�Ã���:ßF�\�

λ(Eµ) = sup {λ(K),K
�¾Â��;�M 8�Ø¬ ⊂ Eµ}

�
È�Â8�M�&�¾���M 8½½� «�F¬~,;¼Ê ;¼Ã���;�Á¬����\ «�=½e�¾ÅB.�Â���Â�Æ�¬��Ã���F¬

λ(Eµ) ≤ 3
µ
‖f‖1

.=�¾�*ß8�M�(¿�¬© «�Ã¬É���*ßF�(Ú Â����©¨\�����©¨M ��Á¬~,
�;Â��F¬���¾�4�

� � g;o�g $ k"pG& $��
Ω

k"p¾mfe�f�g»m�g $ o )�& $$ g	g×g
µj~Fæ���¶���¶D�=�Óá�� è»����Â8�, «���\�

Ω
�4½ ¬»���Ã¬�½í���;�\¼��¾�;�¾�F¬���Â8�\�\�¾¡Y�e½�Ú ��¼/08¿¾���ÁÀM�}¼Ê ;�\�Â8�\���Ã¿¾¬¿¦Ì

� Â8��¬l¼� 8���¾¬ γ �\ «�M½ Ω
��½í¬»��Â��F¬��Ã���\�;�¾�F¬»��¿¾Ö�Â����; �Æ\¼��}����¼Ã�&¼Ê ����¾¬»�Y�\¼D�

º» «�\�1�¾¼�Â��=½}ßF�\�,½�
Ω
�4½ ¬e½í���;�\¼��¾�;�¾�F¬*��Â8�\�\��¡��F.P¬Â��\¬�¦Ö�Â��M��¬��Â��

f
¨\Â�¼�Â��;Â8��\¨M��½�\�

Ω
�1Â8½�½íÇ4�����M�\�

�\���Ã�;�Ã¬��0��
F
¨\Â8¼ÃÂ8�¦Â8��M¨\�×½í�M�

Ω
��QDL ¼Ý½�9W;¬¦���j��¿�ÀM�M�Ã�

F (x) =
∫
γ
f
ÂIH

γ
�4½ ¬��\�Ô�©¨\���¦���IßF�\�¾¼Ê��Â8�MßF�\�

���¼Ã�Ê «�F¬
x0

,
x
.\ÂIH·Â��� �À\¡�¿

x0 ∈ Ω
SØ�

ÈÉ ��M½»���¾¬í¬��e�M «�¬���I.\�MÂ��M½l �¼Ã¼�Â��M½��MÂ��M½����F¬¿¾����½�½�¾�~,¦¼� ;é8¿¾�\¿��� �¼Ã�Ê½� ¢¬��Â��j����½»�\¿�ÀM�\�Ã¬��Â��=½l��¬»��¿�½�\¼Ã¬� ¢¬©½l���
¼� *�M «�¬����£u,*���4½���Â8�, «���\��½/½���¦�M¼Ã���¦���F¬Ý��Â8�\�\�¾¡Y�4½SÆ1Â����\¿�½�� 1�Â��\�Ý����¼� E.�Â��×½�»ÆM 8½í���� }�4½½�¾�F¬���¾¼�¼��¾�;�¾�F¬Q½�\�
¼Ã�}¬�¨\¿¾Â8�Ç��¦�e���*º»�Ã���; ��\�bQ�°FSÝ�¾¬�½í�M�u��3m� ;1�7?�8��*243��I3 � <�8K<=� ;1�7?T�I?�8 �=.1�¾�"����½�½Â��M½��M �é��¦�4£\�
��ijh kZqKy q	)9l�� {'x~|
	7p�	�r()1q
��p1l�� v�l�	 	�r�s )9q�	�r�� %�	���	�y 	"p1n %�l��
µj~Fæ���¶���¶D�=� � � ±��1¶��P��{4¶�����x�w1�=� §Y�

Ω
��½í¬¦�M� Â8�10����í¬;½í���;�\¼Ã���;�¾�F¬;�¾Â��\�M��¡��I.

ω ∈ ∂Ω
�4½ ¬,���Ã¬¦�1Â����F¬

Ö��Â8�F¬��Ç¾���Ý½�Ã�;�\¼��l���
Ω
½���1Â��\��¬�Â���¬��»½í�\�Ã¬�

αn ∈ Ω
¬©ß
αn → ω

��¼\��¡��Ê½ ¬��Ý�M�; ����Ý��Â8�F¬���F�
γ : [0; 1] → Ω

¬��¾¼
ßF�\�

γ
(
[0; 1[

)
⊂ Ω

.
γ(1) = ω

��¬���¼M�¾¡Y�Ê½í¬�
(tn)n ∈ [0; 1[N

�M�\��½�\�Á¬�������Â��Ê½�½ ��8¬��Ý¬�¾¼�¼��ÉßF�\� ∀n, αn = γ(tn)
�

�(��½ÝÀ=é��\����½�°���¬»Å;��Â��\�M�¾�F¬»����½l�¾Â��F¬����4ð��¡��¾�;�\¼���½���ÈÉ ��M½Ý¼� �ÀMé8�\���}°E.�¼Ã�4½��=Â8�Ã�F¬�½l�\�j�© ?Þ�Â8�O�������Ê½ßF�\�
�=���10����F¬�J�¬���¦ «�\�M�Â��©¨\¿4½����¦���¾��¡!� 	«¬¿4½G.1��¬}�\�ä �������Â��F¬��Ã�Y�:�\ ��M½É¼Ã�¦����½�ßF�\���M���0�¿¦�����¾���© ?Þ�Â������P0Y�� ��Á¬
Ö� «����}¬�Â���¬l¼��&¬�¾�;�M½�����½�é8�� ��M�\½Ý¬Â8�\�©½Ý ���¬Â8�\�»���

0
�

ÈÉ ��M½�¼Ê ;ÀMé8�\���eÅE.1¼Ã�4½»�1Â����8¬©½����ä�
	«¬�¿*é8 ��M�©¨\�*���ä��Â��F¬��� 46�¾¡Y���;�\¼Ã�*½Â��F¬����M��Â8��e�M¼Ã�M½�0Y���¾�Ã����¡�Ì=��¼�½��\�
½íÂ8�F¬�¼����¦�Ã¬�4½»�zÚ  «�M�¾�\�� «�©�}�M «�M½

Ω
�



� �"!��}���À
 �G�����
Ω

 ���� ������������o�������~��!�� �

�
	��� ° � �����Q��Â8�F¬����4ð��¡��¾�;�\¼��

�
	��� Å � £���� � ��Â8�8¬��� 46�¾¡��¾�;�\¼��

+ ��0¢ ,�©¨\�����©¨M�¾�l�\ «�=½l����¬¬�*�= «�¬����,;�;Â8�8¬�����lß8�M�*����½�Ö�Â8�M�Ø¬��ÃÂ8�M½l¨\Â8¼ÃÂ8�;Â����\¨\��½�½�9W×½ ��;�¦���F¬»�¿�é��*4
¼Ã��Ç¾����½�½í�\�Ý����½Q��Â��, ��Ã�\�4½/½�9W×½ ��¦�;���8¬Q�¿�é��\¼��Ã����½P.¢�1�¾�108�¾�F¬�J¾¬���l¿�¬���M���\�4½Q�¾Â��F¬�����\�;�¾�F¬�,&¼Ê &Ö���Â��F¬��Ç¾���»���
¼Ã���\����Â��, «���\�}���É��¿¾ÀM�\�Ã¬��Â��(� + �·½í�ÉÆM �½�¾�© *½�\�Ý�\�¾��¡,¼��¾�;�;��½�ßF�\�=�1�¾���;��¬¬�¾�F¬»���É�¦Â8�F¬���¾��¼Ê ¦��Â��F¬��Ã�Y�\�Ã¬¿
�� 8���Ê «¼��}���*�¾�¾�¬� ��Ã�\�4½QÖ�Â��M��¬��Â��M½l��¿¾ÀM�\����½»½�\�

U
�

� wY�I�Iw·ç/��� ?�AY��� 69@%3��*?=@M�*�NAD?=@ ;1?���?=24?=8N�E;134�7?=8>@M�:3m5>698
U
X

� 6T�F�1?=5*?�@15ZCG6E3
Γ
3*5>��69@ �7;13G2�AY@ �¼3*��CG6E3

Γ [0; 1[ ⊂ U
��3G�½CG6E3 |Γ(1)| = 1

3*�	�¼3*��CG6E3

lim
t→1

g (Γ(t)) = β.

£���?=875��<I�=243G�	69@M3u�²AY2�AY�¼3m8K<F�=AD<���343*@
Γ(1)

� �F<���3O�
β
X

¤ �G24?=@15>�N8K<=�NAD?=@MX + �!½�e�� ��¦Ç��\�e�M ���¬�© «�M½¼� «¬��Â��/.M¨\Â��;Â«¬�¨\¿�¬��Ã�e�¾¬���Â«¬� «¬��Â��� «�!�� �½�ÂIH
β = 0

. |g| < 1
�¾¬

Γ(1) = 1
�

§YÂ��Ã¬
ε > 0

� 1�Â��\�
t
 8½½�¾®�é8�� ��M�wQ�����½Â��=½

t ≥ δ
S*. |g(Γ(t))| < ε

�¾¬
Re (Γ(t)) > 1/2

��§���Â����MÂ«¬�
r0 = Re (Γ(δ))

.F�¾¬Q���×�\���¾�M ��8¬
t0 = max {t > t0, Re (Γ(t)) = r0}

.FÂ��j * «�M½�½�=�1Â��\�
t > t0 Re (Γ(t)) >

Re (Γ(t0)) > 1/2
� + ���\���¾�=�· �¼ÃÂ8��½

r > r0
�¾¬�Â�����¿¾ÀM�\�Ã¬�¼� ¦Ö�Â8�M�Ø¬��ÃÂ8�

h
¨\Â8¼ÃÂ8�¦Â8��M¨\�e½í�\�

Ω = D(0; 1) ∩
D(2r; 1)

�M ��
h(z) = g(z)g(z)g(2r − z)g(2r − z).

Qí�4ÏIS
� ¼�Â��©½ |h| < 1

� + � 0? j�;Â��F¬���¾�}ßF�\� |h(r)| < √
2ε

,j¼6Ú  ������¦���:�M����M�����1�¦���ä�, ¢¡��Ã���\��� � ¼�Â��©½�Â8�ä «�M�� 
ÀM�\�"�� «��Â���  |h(r)| = |g(r)|4 �1
Â8�\���;Â��F¬���¾�����¾¬í¬���, 63 Â8�� «¬��Â��W���

h
.lÂ��B½� �\¼� 8��� ½í�\���\� Â��E0��¾�¬�, ¼Ê IÖ���Â��F¬��Ç¾���:���F¬¿���4½½� «�F¬�

��Â8�M½ ¬��Á¬��\¿·�M «�;¼Ê :��¿¾�\�M�ÃÂ8�Ô����½;�¾Â��;�=ÂF½ ��F¬��½¦��Â8�\�\�¾¡Y�4½¦Æ=Â8��\¿���½¦���
C
�\����08¿·�\�

Γ([t1, 1])
��¬,½��½�¬��Â��Ê½

½íÞY�;¿�¬���ÊßF�\��½&�= «�e�© «�\�1Â��¬�½u,·¼6Ú  «¡Y�×�\��½e «Æ=½�¾��½�½í�4½&��¬Z,�¼Ê ����Â8�Á¬��
x = r

."ÂIH
t1
�4½ ¬*¼��,�\¼��M½eé8�� ��M�

t
¬��¼

ßF�\�
Re (Γ(t)) = r

Q���Ö
¼6Ú ���, «é8�TSØ�=�" ¦Ö�Â��=�Ø¬��Â���¨� ;¿�¬�¿*�©¨\Â��Ê½�Ã�*���&¬��¾¼�¼Ã�*½Â��¬�eßF�\�*½�\�»¼Ê ¦Ö��Â8�F¬��Ç¾���&�\�*����¬
Â��108�¾�¬�Q��\����08¿}���4½��=Â8�Ã�F¬©½

1
�¾¬

2r− 1
S>. |h| < ε

�\È�Ú  «�\��Ç�½Ý¼��&¼Ã���¦�;�;�e «�\�M¼Ã�ÊßF�\¿u,
Re(h)

�¾¬
Im(h)

.�Â8�· 
��Â��=� |h(z)| < √

2ε
½�\�»���¾¬�Â8�10����í¬4� � ���M «�¬�Ê���M¼Ã���¾�T.

h(r) <
√

2ε
�1ËQ�eßF�\�"�¾Â��M�¾¼Ã�\¬�¼Ê ,��¿��¦Â8�M½í¬�© ¢¬��Â��"�



� �"!��}���À
 �G�����
Ω

 ���� ������������o�������~��!�� ��Ü

Γ

�
	��� Ï � �� �Ö��Â8�8¬��ÃÇ���e������Â8�; ��Ã�M�&�\�*��¿�ÀM�M�Á¬��ÃÂ8���\�e¨

� wY�I�Iw��t��� ?�AY�
f : U → C

;1?=��?=24?=8N�1;E34�7?=8>@%�73TX
� £���?=875 � �1?�698	�%8K3*5GC*6E3Z�¼?=69� θ � f(reiθ)

<F�=243*�	69@%3m�²AY2�AY��3� "@BAD3
f∗(eiθ)

C*6E<�@%�
r
�¼3*@M�4�=3*875��IX

��� A���< �²AY2�AY��3�8:<I�=AD<���3
f∗(eiθ)

3*57�m�7?=@E5>��<�@E�¼3�� �-<=��3��
β
�%8K3*5GC*6E3Z�E<=8>�¼?=69�À5>698469@ <�8K�@%?�@ �N8>AY�TAD<=� �<���?=875

f = β
5>698

U
X

¤ �G24?=@15>�N8K<=�NAD?=@MX � §YÂ��Ã¬ (rn) ∈ RN
�\�\�}½í�M�Á¬��É����Â��Ê½�½ ��8¬"08�¾�©½»�F.���¬�½íÂ8�Á¬

gn(e
iθ) = f(rne

iθ)
�Y�" *½�\�Ã¬�

(gn)
��½í¬ÉÆ1Â����\¿����\ «�=½

L∞(∂U)
.=ßF�\�
��½í¬É¼������M �¼����

L1(∂U)
�PÈ�Â8�M�e�M ���¼��*¬�¨\¿¾Â8�Ç��¦�*�\���� «�M 8�©¨*4

� ¼� �Â�é�¼��/.=Â��!�1�¾��¬&�¾�ä��¡Y¬�© «�����e�\�\�;½íÂ8�M½	4 ½�\�Á¬�����Â8��0��¾��é��4 «�F¬�Ö� «��Æ\¼��¾�;�¾�F¬�08�¾�©½
g ∈ L∞(∂U)

�zËÉÚ ��½í¬
,;������*ßF�\�&�1Â��\��¬�Â���¬��&Ö�Â��M��¬��Â��

h ∈ L1 . ∫ fgn →
∫
fg
�

�"��½�Ö�Â8�M�Ø¬��ÃÂ8�M½
f(rne

iθ)
½íÂ8�F¬l½Â�¼���¬��ÃÂ8�M½l�����\��Â�Æ\¼�Ç¾�;�e����ÈÉ�Ã�����©¨M¼Ã�¾¬� �0����&�¾Â��M���Ã¬��Â��� «�\¡OÖ���Â��F¬��Ç¾����½

gn
��ÈÉÂ��M���M «�Ý�\�\�Ê���Ã¬¿&���}¼� �½íÂ8¼Ã��¬��ÃÂ8�/.F�¾¼�¼Ã�4½Q½Â��F¬Q¿�é8 �¼Ã�4½� «�\¡;���F¬¿�é��© «¼���½��\� 1�Â��Ê½�½íÂ8�×���

gn
�MËQÂ8�¦�;�
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gn(e
iθ)Pz(θ) dθ =
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g(eiθ)Pz(θ) dθ
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I
.=�¾¬}½�"Â��:�=ÂF½í�

α = exp
(

2iπ
n
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Kn ⊂ K̊n+1
��¬ ∪Kn = Ω
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∀n .8½Â��Ã¬ δn > 0
¬��¾¼PßF�\� ∀z ∈ Kn, D(z; 2δn) ⊂ Kn+1
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z′, z′′ ∈ Kn

½íÂ8�8¬S¬��¾¼Ê½�ßF�\� |z′ − z′′| ≤ δn��¬»½�zÂ��·�\Â«¬��
γ = S(z′; 2δn)
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2δn
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�\Â��=½l��Â��\�M�¦Ì

f(z′) − f(z′′) =
z′ − z′′

2iπ

∫

γ

f(ξ)

(ξ − z′)(ξ − z′′)
È�Ú ÂIH·�\�\�e�,  3 Â��© ¢¬��Â��·��� |f(z′) − f(z′′)| �¾��½í�&�© «�\�1�¾¼Ê «�F¬»ßF�\� |z′ − ξ| = 2δn

��¬ |z′′ − ξ| > δn
Ì

|f(z′) − f(z′′)| ≤ M(Kn+1)

δn
|z′ − z′′|
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g ∈ H(Ω)
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H(Ω) � �6� �8� ∃g ∈ H(Ω)
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f2 = g
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¤ �G24?=@15>�N8K<=�NAD?=@MX»§Y�lÂ8�Ô�\Â�¬�

ϕ
�\�\�·�\���Ã�;�Ã¬��0������ g′

g

¬��¾¼�¼Ã��ßF�\�
expϕ(z0) = g(z0)

./ �¼ÃÂ8��½�¼� :Ö�Â��M��¬��Â��
g exp(−ϕ)

�4½ ¬����e��¿����0�¿��&�F�M¼Ã¼��&��¬���Â8�M�
g = exp(ϕ)

�
f = exp ϕ
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Σ =
{
f : Ω → U holomorphe injective

} �

� Σ 6= ∅ Ìl§YÂ��Ã¬ ω /∈ Ω
Q�Â8�_ Ô½�\�\�1Â8½¿äßF�\�

Ω
�(Ú �4½ ¬·�M �½j¿¾éF «¼À,
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f2(z) = z − ω
�"QDºl�¾�, ���ßF�\Â8�M½ÉßF�\�¦ÖÝ��½í¬&���63 �4�Ø¬��0���SØ��ËQÂ8�¦�;�¦ÖQ�4½ ¬eÂ8�10����í¬��I.z½íÂ8�:���, «é��;��Â8�F¬���¾�F¬

�\�ã���Ê½ßF�\�
D(a; r)

.S��¬×��Â8�M�O��¼Ã¼��·��½í¬;�zÚ ���8¬��¾�©½í�4�Ø¬��ÃÂ8� 0Y���\�· �08���
D(−a; r) � � �Ó��>P��¬T./½í��Â��Ó �0¢ «�Ã¬

z′
¬��¼�ßF�\�

f(z′) ∈ D(−a; r) .
 «¼�Â��©½É�1Â��M� z ¬�¾¼Qß8�M� f(z) = −f(z′)
.(Â��� ��\�� ��Á¬

f2(z) = f2(z′)
.

�zÚ ÂIH
z = z′

�1��Ú  ��\�\¼����� ¢¬��Â��
h = r

f+a
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�¼3*��CG6E3 |h′(z0)| <

|f ′(z0)|
X

� � ��>P��¬T.P�\Â«¬�Â��M½P.=�1Â��M�É¬�Â���¬
α ∈ U

.
ϕα(z) = z−α

1−αz

��Q�Â��:½�¦½Â��E0F���¾�F¬&ß8�M�
ϕα

��½í¬}�\�M��Æ\� 3 ����¬��Â��
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ϕ−ω
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���Ê½�ß8�M�&Ö��¾���¦¿�SØ�
1�Â��M�

ω ∈ U \ h(Ω)
.M «¼�Â��©½

ϕω ◦ h �M�&½�Ú  «�\�Y�\¼��É�= �½P.���¬» ��\Â��M�}�\�\�&�© ��¾�Ã�\�&�¾ ����¿¾�É¨\Â�¼�Â��;Â8��\¨M��Ì g �� ¼ÃÂ8��½P.
h1 = ϕg(z0) ◦ g ∈ Σ
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c
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z → z2 .\Â��� �Ì

h = ϕ−ω ◦ c ◦ ϕ−g(z0)︸ ︷︷ ︸
F

◦h1 = F ◦ h1
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h′(z0) 6= 0
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h− α

�\�e�1Â8½�½íÇ4���¾�F¬l�M �½l�\�e�=Â8�Ã�F¬��zÚ  ������\���\¼� «¬��Â��·�\ «�M½
Ω
S��21�Â��\�

n
¬��¼"ßF�\�;Ì

sup
z∈∂D

∣∣ (hn(z) − αn)︸ ︷︷ ︸
f(z)

− (h(z) − α)︸ ︷︷ ︸
g(z)

∣∣ ≤ 1

2
inf
z∈∂D

∣∣(h(z) − α)
∣∣

Â8�· �Ì ∣∣f(z) − g(z)
∣∣ < |g(z)| �1Â��\� z ∈ ∂D

�
1S «�l¼��}¬¨\¿�Â���Ç¾�;�e���*ºlÂ8�M�©¨\¿ � .

f
�¾¬
g
Â8�8¬»��Â8�M�}¼Ã�e�OJ��¦�&�\Â8��Æ\���e���&®¾¿��ÂF½Ý�M «�M½

D
.��������\ ��M���M�(�

� ���M ��í¬����¾�\¼��Ã���
h(z1) − h(z2) 6= 0

�

��i�� kml )2%���	�p���y lwv�l � {}pE{)2%���	�v�	"p
	
�(��½/¼Ã���¦�;�4½/��¿¾�;Â8�8¬��¿4½/�\ ��M½�¼� &�= «�¬���l�\�¿4��¿4���¾�F¬��08Â��F¬S�\Â��=½S�=����;�¾¬í¬���»�����\¿¾�;Â��F¬���¾�S¼���¬¨M¿¾Â���Ç¾�;�

�\���Ã�M�¾�Ã�= «¼(���e���¾¬í¬��e�M «�¬���;Ì
� ¸
~F�=²¢´Y�Iw�áw� � ¸�~Y�=²¢´F�Ôw!��w�����²¢����¸
~Y�(���=²?�½���O� ?=AY�

Ω
69@ �F?=24<=AY@M3�5>AY2~�M��3*243G@E���7?=@B@%3  -3�Æ1Â����\¿ �3*�

ϕ
69@%3u8:3��M8K�>5G3G@E�¼<=�NAD?=@b�:?�@P�*?�8>2O3

Ω → U
X

�FX � A
β
3>5>�	69@��1?�AY@E�M�78K?=@B��A��G8K3Z5>AY2~�M��3 � <=��?�875 ϕ 5*3��%8K?���?=@ �F3O�7?=@B��AY@�92O3G@E���

β
X

��X � A��I3��%�²6�5m�¼?=6�5���3*5��1?�AY@E��5"�78K?=@B��A��G8K3*5��I3
Ω
5*?�@E��5>AY2~�M��3>5 � <=��?�875 ϕ 5G3��%8K?���?=@ �F343G@ 69@�;E?=24�7?=24?=8>�

�E;�A 5>2O3O�F3
Ω
�F<=@15

U
X

¤ �G24?=@15>�N8K<=�NAD?=@MX �8� + �×�� ���½Â��M�\���M ��Q¼6Ú  «ÆM½�\�©����Ì\§Y�
ϕ
�\�&½í�É�\��Â�¼�Â��\é8�»�M �½Ý���

β
.\ «¼�Â��©½/Â8�O «�M�� ��Á¬Ý�\�\�

½�\�Ã¬�
αn → β

¬�¾¼�¼��*ß8�M�
ϕ(α2n) → ω1

��¬
ϕ(α2n+1) → ω2

�1§YÂ8�Ã���F¬
γ
��Â8�;�¦�*�M «�M½l¼Ê ×��¿¾ÀM�\�Ã¬��Â��:Ï

� · ®½¬�J�¸�º>±��j¿�®�T®���º>ªT¯ J�¸�°:«�±D¿�®�RGª�®'©�´ γ ®�©�¬tª�µ�¯ J�®�¿�´¡µ�¬�®j¨ARPªT® ∀z /∈ Ω » Indγ(z) = 0
®¼¬t¬N®�¨ARPª�®

Indγ = 0
º>ª

1 » ®�¬©�´
f
®�¬

g
©Nº>µ*¬�J�º>¨¡º>¿�º>±D³LJ�®�©t¬N®�¨¡© RGª�®

|f(z) − g(z)| < |g(z)|
³�º>ª�±

z ∈ Im(γ) » °7¨¡º>±D© f
®¼¬

g
º>µ*¬/¨¡®'¿
Q�¿�®/µ�º>¿	Á�±D®'�® �j¸�±Dº>©=°7µT©

{z, Indγ(z) = 1}



� �"!��}���À
 �G�����
Ω

 ���� ������������o�������~��!�� ��°

�¾¬
Γ = ϕ ◦ γ � � ¼�Â��©½ ∀r < 1

.P�=Â8�\�
t
 8½½�¾®��\�Â��©¨\�;���

1
.
γ(t)

�(Ú ��½í¬&�= �½&�\ «�=½É¼��,��Â8�¦�= ��Ø¬
Kr =

ϕ−1(D(0, r))
�PËÉÚ ��½í¬~,,������eßF�\� |Γ(t)| t→1−−−→ 1

� + �� ;��Â8�M� |ω1| = |ω2| = 1
�

��Ú �\�ä����½É���¾��¡� «�©�¾½�?=69�=3*8>��5
ω̂1ω2

�4½ ¬»¬��¾¼
ß8�M�e¬Â8��¬É�© ?Þ�Â8�·���!�¾�¾�©��¼��e�\�\�Ã¬¿¦ß8�M�"�¾���4½ ¬}��½�½���¾Â��\�1�
Γ([t; 1[)

�\�\�&�Ã�\ÀM�\�Ã¬¿*���}Ö�Â��Ê½ ∀t � � �·��>P��¬�½�\�\�1Â8½Â��M½�ßF�\�&���&�(Ú ��½í¬l�M �½�¼��}�� �½&Ì�Â8�j ¦�\�·�� ?Þ8Â��×�Ê½½����e�©¨M 8ßF�\�} ����ÉßF�\�z�\�&½í���� ��Á¬��\¼��M½l��Â8�\�=¿}�M ��
Γ([t; 1[)

�=Â8�\�Ý¬» �½�½í��®�é��© «�=�z���(�&����½�ßF�\�}�\���0�¿&���e���4½
������¡, «�©�¾½S�(Ú ��½í¬��M 8½/��Â8�\�\�¾¡Y�F.«��¬

ω1
�¾¬
ω2
�M��½íÂ8�F¬/�M �½Q�\ «�M½/¼Ã�»�OJ��¦�É��Â��;�1Â8½� «�F¬�uQD�ØÖ(¼Ê }ÀMé��\���»ëFS��

ËQ�*ßF�\�(�¾Â��F¬���������© «�Ã¬�¼Ê ;��Â8�\�\��¡��Ã¬¿e���
Γ([t; 1[)

.��\�M��½�ßF�\�
Γ
��½í¬���Â��F¬��Ã�Y�(� U Â«¬Â8�M½�V,���¾¬� «�©�¦Ì

�
	��  ë � ½¨\¿¾�, 
��Ú ����0��¾�©½�

ϕ−1 ��� ϕ ��½í¬�¨\Â�¼�Â��;Â8��\¨M�}Æ1Â����\¿��e��¬»��½í¬É��¿¾ÀM�\���*½í�M� U
.=��Â8�M�e�zÚ  «�\��Ç�½�¼��*¼��¾�;�;��ì�.\��¼Ã¼��

 8���;��¬Ý�\��½/¼����¦�Ã¬�4½/�© ����Ê «¼���½/�\��4½ßF�\�l�= «�¬Â��\¬��F§��MÂ��,�M����M�
u ∈ J

.F��¬
t1 < t2 < · · · < tn < . . .

¬��¾¼Ê½
ßF�\�

tn → 1
��¬

Γ(tk) ∈ [0; 1]u = {λu, λ ∈ [0; 1]} .=�¾Â��;�;�eÂ���½ ��Á¬}ß8�M� |Γ(tk)| → 1
.\Â��� ;�\����½�ßF�\�

½ �\���¾�;�¾�F¬eÌ
ϕ−1(u) = lim

k→∞
ϕ−1

(
Γ(tk)

)
= lim

k→∞
γ(tk) = β

ËQ��¼� ��Ã�;�\¼��Êß8�M�I.F¬Â8�63 Â��\�©½Q�M «��¼��É¼��¾�;�;�eì9.�ß8�M�
ϕ−1 ��½í¬l��Â��=½ ¬© «�F¬�}½í�\� U

�MËÉÚ ��½í¬� �ÆM½í�M�����8� + �j�=����¬
��Â8�M�&�\��Â�¼�Â��\é8�¾�

ϕ
���

β
� U Â�¬Â��=½Ý¬Â�� 3 Â��\�©½

ϕ(β)
½� �¼����¦�Ã¬�e���

β
�

£�� + � ��¿�ÀM�M�Á¬e��Â8�¦�;�¦���B4ð���4½½�M½
ϕ(β) ∀β ∈ Ω

� + �!�M��½� «�Ã¬}�M 8½����M��Â8���ß8�M�
ϕ
��½í¬&�¾Â��F¬���Y�\��½�\�

∂Ω
�

§YÂ8�Á¬l��Â8�M� (
βn
) �\�M�&½�\�Ã¬�&���

∂Ω
¬��¾�M�M «�F¬	08�¾�©½

β
�H1S ��Ý�¾Â��F¬���Y�\�Á¬�¿}�\�É¼6Ú �¾¡Y¬�¾�=½í��Â��j�=Â8�Ã�F¬��M «�Ý�=Â8�Ã�F¬T.

Â8�j�1�¾��¬l¬��Â8�10����P. ∀n .��M�j�1Â����F¬ αn ∈ Ω
¬��¼(ß8�M� |αn − βn| < 1

n

��¬ |ϕ(αn)− ϕ(βn)| < 1
n

�1ËQÂ8�¦�;�
βn → β

.=Â8�� 
αn → β

.=�¾¬É��Â��=�e�M «���I.
ϕ(αn) → ϕ(β)

�P�" O��Â��=��¼��M½í��Â��
ϕ(βn) → ϕ(β)

½�Ú ���!½í�M�Á¬4�
ϕ
��½í¬*��Â��M�;ÆM�Ã�����¾Â��F¬���Y�\�,½í�M�&¬Â��\¬

Ω
�"�" ���Â8�;�M ��¾�Á¬�¿;�\�

Ω
���8¬��� ��Ê�M�¦¼Ê ���Â8�¦�= ����Ã¬¿,���

ϕ(Ω)
.(�¾¬

��Â8�M�
ϕ(Ω) = U

�M§Y�M�\�=ÂF½íÂ8�M½�ßF�\�
ϕ
�(Ú ��½í¬��= �½Ý�Ã� 3 ���Ø¬���08���=ËQÂ8�¦�;� |ϕ| = 1

½�\�
∂Ω

��¬ |ϕ| < 1
½í�M�

Ω�¾¬���Â��;�;�
ϕ
�4½ ¬»���63 ����¬��0��*½�\�

Ω
.\�«Ú ��½í¬���Â��=�}ßF�\�e¼6Ú Â��� 

β1
��¬
β2 ∈ ∂Ω

¬�¾¼Ê½»ßF�\�;Ì
β1 6= β2

�¾¬
ϕ(β1) = ϕ(β2) = u ∈ ∂U

� �É�M�Á¬¬��,*���M¼Á¬��Ã�\¼����¾�
ϕ
�M «�Q�\�\�&��Â8�M½ ¬© «�F¬�É���É�;Â����\¼��

1
.8Â8�

�1�¾��¬É��J��;�&½�\�\�1Â8½�¾�»ßF�\�e¼6Ú Â��� 
ϕ(β1) = ϕ(β2) = 1

�
ËQÂ8�¦�;�

β1
�¾¬
β2
½íÂ8�8¬l������¡×�=Â8�Ã�F¬©½ÝÖ��Â8�8¬��ÃÇ���4½Q½���¦�M¼Ã�4½G.�Â8�O�1�¾��¬l¬��Â8�10����

γ1
��¬
γ2
������¡O «�©�¾½��\ ��M½

Ω
�M ��� ��¦¿¾¬��¿�½��M ��

[0; 1]
¬��¼�½»ßF�\�

γi([0; 1[) ⊂ Ω
�¾¬
γi(1) = βi

� 1�Â8½Â��M½
Γi = ϕ ◦ γi

�PËÉÚ ��½í¬»�\�! ����
�¾Â��F¬���Y�·�\ ��M½

U
¬�¾¼�ß8�M�

Γi(1) = ϕ(βi) = ϕ(u)
�21�Â��\�

i = 1
��¬

2
.

lim
t→1

ϕ−1 ◦ Γi(t) = lim
t→1

γi(t) = βi

+ �· «�\�\¼��Êß8�M�É¼��É¼��¾�;�;�&ë�,
ϕ−1 .�ßF�\�z�4½ ¬�Æ=Â8��M¿¾�É½�\� U

Ì
ϕ−1  *�M�\�&¼Ã���;�Á¬��É�© ����Ê «¼������:�}¿¾éF «¼���,�¼� Ö�Â8��½~,

β1
��¬
β2
�=ËÉÚ �4½ ¬� �ÆM½�\���\�&�� «��Â��� ;½�\�\�1Â8½¿

β1 6= β2
�

�� eÖ�Â��=�Ø¬��Â��
ϕ
��½í¬��\Â��M�É��Â��F¬��Ã�Y�\�É��¬�Æ\� 3 �4�Ø¬���08�}½�\�Ý¼Ã�&��Â8�¦�= ��Ø¬

Ω
�\ËÉÚ ��½í¬l��Â��M��Æ\���¾�O�M�O¨\Â8�¦¿�Â��;Â���4

�\¨M��½�;�*���
Ω
½�\�

U
�
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 �G�����
Ω

 ���� ������������o�������~��!�� �¾Å

���M²¢�1x�x��M¶�²¢w�s%��� A"�¼?=6�5m��3*5��E?=AY@E��5��78K?�@E�NA��*8K3*5��F3
Ω
5G?=@E�	5>AY2��%��3*5 � <=��?=875 ∂Ω

3*57��69@M3��7?�698G�:3O�F3���?�8K�I<�@
¾�6� �8�t;E?=24�7?=24?=8N�1;E34<=6 �73G8>��3m69@BAY��� � X
±&²¢�M���1{4¶���¶D�=�WsB� �½<�8K�7�GA �%8K?TC*6E3�3>5>��<�6�5757A}�T8K<=AD3 � �&� 3*5>�	�4��AY8K3�5>A'69@ �I?=24<=AY@M3 Ω

5>AY2~�M��3G2O3G@E���7?�@E@%3  �3m�
�1?�698"�78K?=@B��A��G8K3Z69@ <=8:���F3��9?=8:�I<=@

Γ
<=��?=875u5G<~�78K?�@E�NA��*8:3�3*5>���7?=@E5>��AY�N6E�73Z�I3��E?=AY@E��5�5>AY2~�M��3>5GX

¤ �G24?=@15>�N8K<=�NAD?=@MX»§Y�
ζ
�4½ ¬»�M�·�1Â����F¬�Ö��Â8�8¬��ÃÇ���F.�Â���0¢ ,��¿�ÀM�M�Ã�

(Op)p
ÆM �½�e���u0�Â8��½�Ã�= «é��4½Q�¾Â��\�M��¡���½l���

ζ
�

§YÂ��Ã¬
γ
�\�!�M ��� ��¦¿¾¬�© «é8�}���

Γ
� + �ä½í�\�M�=ÂF½í��ßF�\�

γ
��½í¬É�= «�© «�;¿�¬��¿&�M ��

[0; 1]
 �0��4�

γ(0) = γ(1) = ζ
�

+ � �\Â��\�\� ,·�\�I½�¾�=½
γ(t)

�1Â��M�e¬Â8��¬
t ∈ R

�M ��
γ(t) = γ(t

�;ÂY�
1)
��1�Â��\�

a 6= b ∈ Γ \ {ζ} .z�\Â«¬�Â��M½
âbΓ = b̂aΓ

¼6Ú  ����&Â8�10����í¬»��Â8�F¬�¾�Y���\ ��M½
Γ \ ζ .1�«Ú ��½í¬54¼,64 ������F.��M «�»�¾¡��¾�;�\¼��*½í� ta = γ−1(a) < tb = γ−1(b)

.
 «¼�Â��©½

âbΓ = {γ(t), ta < t < tb}
�

+ �!¬�© ��¾���zÚ  «Æ1Â��©��¼����¾�¾�©��¼��
Sp
���;�����8¬���

ζ
�¾¬&�\���© ?Þ�Â8� 1

p

�M «�© «�;¿�¬��¿��M «�
θ ∈ [0; 2π]

.1��¬&Â��ä�\Â«¬��
Dp

¼Ã������½�ßF�\�e¼�����Â8�8¬��¾�M ��F¬��\�/Ú �Ê��¿¾�*�4½ ¬��\����¿�À=�\�Ã�
Op ⊂ Dp

��Â8�¦�;�e¼6Ú ���F¬¿�����¾�\�É�zÚ �M�\���?Æ1Â��\�M������Â8�\��Æ=�
����V�Â8���\ ��(�-L �8¬��\�Ã¬��0��¾�;���8¬T.�����¬¬�e��Â8�\��Æ=�}½¾Ú Â�Æ�¬��Ã���F¬Ý���j��Â8�M�¾ «¬¿��M «�F¬Ý�\��½ÝÆ=Â8��¬�½l�\�

Sp
�¾¬l�\��½ÝÆ=Â8��¬�½����

Γ�=Â8�\�l����½í¬�¾��¼��e�, ¢¡��Ã���\� ,¦¼6Ú ���F¬¿¾�����¾�\�»���
Dp
�

§YÂ��Ã¬
tm = min {t : γ(t) /∈ Dp}

��¬
tM = max {t : γ(t) /∈ Dp}

��QD§�� ∀t, γ(t) ∈ Dp
.
�«Ú ��½í¬��\�I�� �½

Ö� �0�Â8�� �Æ\¼Ã�¦Ì
Ω ⊂ Dp

.=��¬
Op = Ω

��Â8��0F���¾�F¬>SØ� U Â«¬Â8�M½
σ
�\�����4½�������¡· �����½l���!�������¾¼Ã�

Sp
���¾¼��� ��8¬

γ(tM )
,

γ(tm)
�

È��e�OJ¾�;�*ßF�\�&�1Â��\�
Γ
.\�\Â«¬�Â��M½

âbσ
¼DÚ  «�©�}���

Sp
���¾¼��� ��F¬

a
,
b
��¬l����½í¬� ��8¬»�\ ��M½

σ
�=Â8�\�

a, b ∈ σ
�=§�Â��Ã¬

A = σ ∩ Γ
�=§YÂ8�Á¬

B =
{

(z, z′) ∈ A2 : ẑz′Γ ⊂ Dp

} �
ºl�¾�, ���ßF�\Â8�M½�ß8�M�}¼���½»¿¾¼�¿¾�;�¾�F¬�½l�\�

B
08¿¾���ÁÀ=�¾�F¬» «¼�Â��©½Q¼Ê ¦�\��Â��\���Ã¿¾¬¿;Ì

§Y�
(z1, z

′
1)
��¬

(z2, z
′
2) ∈ B

.
 «¼�Â��©½ÉÂ8��Æ\���¾�
ẑ1z′1σ ⊂ ẑ2z′2σ

."Â���Æ\���¾�
ẑ2z′2σ ⊂ ẑ1z′1σ

.(Â8� ÆM�Ã���
ẑ1z′1σ ∩

ẑ2z′2σ = ∅ �¾ ��l¼� ;��Â8�\��Æ=� Γ
�(Ú  ;�M �½l���&�1Â����F¬�½»�zÚ ���8¬��¾�©½í�4�Ø¬��ÃÂ8�M½¾�

§Y�
(z0, z

′
0) ∈ B

.1 �¼ÃÂ8��½��M «�É�\�\�ÃÖ�Â����¦�¦��Â8�8¬��Ã�Y�\�Ã¬¿¦���
γ
��¼
�"Ú Þ� OßF�(Ú �\�!�MÂ���ÆM���ÀM�\���zÚ  ���¬����½

(z, z′) ∈ B¬��¼�½lßF�\�
ẑ0z′0σ ⊂ ẑz′σ

�1L ¼(Þj ¦�\Â��M�&�\�
(z, z′) ∈ B

�, ¢¡����; �¼(��Â8�8¬��¾�M ��F¬
(z0, z

′
0)
�

1S «�,¼Ê ä���¾�, ���ßF�\�����B4 ����½�½í�=½G.S¼���½, �����½
ẑz′σ

�=Â8�\�
(z, z′)

�, «¡Y���, «��¡Ó½íÂ8�8¬O�\��½�3 Â����F¬�½,������¡ ,�������¡z� � �
�\���¾�M ��8¬&¼6Ú ���M½í����Æ\¼��;���,����½& �����½É�, «¡Y���, «��¡t.PÂ��ä�=����¬� «¼�Â��©½}��Â��=½ ¬���\�������\�� «�©���\��V8Â��©�\ «�äÂ�Æ�¬��¾�Y�:�= «�
��Â8�M�¾ «¬¿¾�= ¢¬��Â��¦���Ý¬Â8�M½S���4½S «�©�¾½��, ¢¡����; ���¡t.¢���lÆ=Â8��¬�½S�\�

σ
�¾¬S�\�

γ([1−tM ; tm])
� 1
Â8�\�'J�¬���l�\¼��M½��\��¿��¾��½P.

Â��·�=����¬»�\��Â��1Â8½�¾��¼Ê ¦�¾Â��M½í¬���M��¬��Â���½í�\��0¢ «�F¬�;Ì
Â���Â��©��Â��\�M��¼���½

z ∈ σ
¬��¼�½SßF�\� ∃z′, (z, z′) ∈ B

½�\�
σ
�\ ��M½
¼Ã��½�¾�M½������M ����¾Â��\�©½" �¼Ã¼Ê «�F¬S���

γ(tm)
,
γ(tM )

.
�¾�·¼Ã���\�» 63 Â8��¬� ��F¬

γ(tm)
��¬
γ(tM )

� � �\�=��¼ÃÂ8�M½
C ⊂ σ

¼DÚ �¾�M½�¾��Æ\¼��}���*�¾��½Ý�1Â����8¬©½¾�*1�Â8�\�
z ∈ C \ {γ(tM )} .½íÂ8�Á¬

z′ = inf {z1 ∈ C : z1 > z} �\§Y� (z, z′) ∈ B
.Y�1Â8½Â��M½

lz =
¼� �¼�Â��\é8�\�¾�\�����

γ−1(ẑz′Γ)
.�½í���\Â��j�=ÂF½íÂ8�M½

lz =
¼� j¼ÃÂ8�\é��M�¾�\�&���;¼DÚ  «�©�

ẑz′σ
.z��¬e�1Â8½Â��M½

lγ(tM ) = γ−1([1 − tM ; tm])
� � ¼�Â��©½&���;ßF�\��Ö� «�Ã¬e�; ����©¨M�¾�}¼� 

��Â8�M½ ¬���=�Ø¬��Â���.1��Ú �4½ ¬*ßF�\� ∑
z∈C lz ≤ 2π

p
+ 1 < ∞ � 1
Â8�\� z ∈ C \ {γ(tM )} .(½í��Â8�ä���¾�\���¾�=��¼Ã� z′ ��¿�À=�\����B4ð�\��½�½í�M½P.M �¼ÃÂ8��½lÂ8���=����¬}�\Â��M�e�= «�© «�;¿�¬�����l�\Â«¬�����¾Â��\��Æ1�*½í�\� [∑

z1<z
lz1 ; lz +

∑
z1<z

lz1
[ .1�M ��

ẑz′Γ
½�

(z, z′) ∈ B
�¾¬��M ��

ẑz′σ
½í���\Â��"� + �I��¼�Â8½*�\Â«¬���O ����;�����M «�©��Â8�\�© «�F¬e¼DÚ  «�©�

γ([1 − tM ; tm])
�SËQ�¾¬� «�©�;��½í¬

¨\Â��;¿�Â��;Â����\¨\�& «���������¾¼Ã�&�\�\�Ã¬¿e�= «�»��Â8�M½í¬���M�Ø¬��ÃÂ8�(�
+ �W��Â��=½ ¬���\�Ã¬O «���M½��������¡ÓÂ8�10����í¬©½,��Â8�\�\��¡��4½G./�1Â��M�j�©¨M 8���\�����4½×���¾�\¡ã�©¨\Â8�Á¡Ó�=ÂF½½��Æ\¼Ã�4½×���

σ
�(1S «�

��Â8�M½ ¬���=�Ø¬��Â�� ���×���4½&Â��108�¾�¬�½P.P�Ã¼Ê½e�\�;���¾�M�¾Â��F¬���¾�F¬&�M �½
Γ
�/L ¼�½e½Â��F¬*��Â8�M�¦Â���Æ\���¾����Â��F¬��¾�Y�M½e�\ ��M½

Ω
.(Â��

Æ\���¾���\ «�=½�½Â�����Â8�¦�M¼Ã¿��¦���F¬� «��������ËQÂ��;�;�
Γ
½¿¾�M ���;¼��×�\¼Ê «���¾�

Ω
��¬�½Â����¾Â��;�\¼�¿¾�;�¾�F¬� ��Ã���I.z�M�I���O���4½

Â��108�¾�¬�½Ý��½í¬»��Â8�8¬��¾�Y���\ «�M½
Ω
.��\Â«¬�Â��M½�¼��

Op
.\�¾¬»¼DÚ  «��¬���&�4½ ¬��¾Â��F¬���F���\ ��M½

C \ Ω
�

� ¼�Â��©½
Op

��½í¬��\��Â8�10����í¬*��Â8�\�\�¾¡Y�×�\�
Ω
.����,�M¼Ã�M½

Op
��½í¬m0�Â8��½���M «é8�;�\�

ζ
�¾ ��

(Ω ∩ Sp) \ Op
��½í¬�,

���Ê½ ¬© «�M�¾��½í¬���Ê�Ø¬���;�¾�F¬S�=ÂF½í�Ã¬��0��l���
ζ
Q�½� ÉÖ��Â8�F¬��Ç¾���Q�4½ ¬��¾Â��F¬���F�M�Ý�\ ��M½

γ([tm; tM ])∪Sp
.«ß8�M����½í¬�,}�\��½í¬� ��M���

> 0
���

ζ
S�� � �\ÀM�/.M��Ú �4½ ¬»�\�M�}Æ= �½�&�\�u0�Â��Ê½�Ã�M �é��&�¾ ��Ý���M�¾¼Ã�M½��\ «�M½��M�\�eÆM �½�e����0�Â8��½�Ã�= «é��8�

È�Â8�M��.1½í�
zn

n→∞−−−−→ ζ
 �¼ÃÂ8��½»�=Â8�\�l¬Â8��¬

p
��¼"�¾¡���½í¬�*�M�

Np > Np−1
¬��¼
ßF�\�*¬Â��=½l¼Ã�4½

zn
 �0��4�

n > Np½íÂ8�Ã���F¬¦�\ ��M½
Op
� � ¼�Â��©½�Â8� ��¿¾ÀM�\�Ã¬

σp
Ì�Â��Ô���¾¼����j¼���½

zn
 �0��4�

Np−1 < n ≤ Np + 1
�¾�Ô����½í¬� ��F¬¦�\ ��M½

Op
� � ¼ÃÂ8��½

σ
Â�Æ�¬��¾�Y���M «�É��Â��=�¾ ¢¬�¿¾�M «¬��Â������4½

σp
��½í¬�¼6Ú  ����e�©¨\�����©¨M¿���Q + ���M «�© «�;Ç�¬���e�= «�»�¾¡Y���;�\¼Ã�

σ
�= «�

t ∈ [0; 1]
����¬��¼Ã¼��¦½Â��¬�¦ßF�\��½�\�

[1 − 1
p
; 1 − 1

p+1

.
σ = σp

� � ¼�Â��©½��= «�&��Â��=½ ¬���M��¬��Â��/.
σ
��½í¬e��Â��F¬��Ã�Y�:½�\�

[0; 1[
.Y��¬»¼��&Ö� «�Ã¬�ßF�\�&�=Â8�\�

t ≥ 1 − 1
p

.
σ(t) ∈ Op

�\Â8�M½l��Â��M�\�&¼� ,�¾Â��F¬���Y�\�Á¬�¿e���
σ
���ä�8� S



� �"!��}���À
 �G�����
Ω

 ���� ������������o�������~��!�� �4Ï

ζ

Op

�
	��  ì � è»�M�*��Â��\ÀMé��\�© ¢¬��ÃÂ8�O�1Â8½�½í��Æ\¼��&��¬»¼Ê ¦�¾Â��M½í¬���M��¬��Â������ Op�

��i�� ������	��jx )9q�	�r v�x n�p�	����
�½y�lov~l�� qjpEqjs %��jl ) l�)�y l���x~p1l %~{'pEy 	�r�q���x~l
+ �·½�\�\�1Â8½�e�\ «�M½Ý¬�Â���¬»�¾�}�= «�© «é��© «�M¨\�ÉßF�\�

Ω
�4½ ¬»�M�·��Â8�, «���\�e½í���;�\¼Ã���;�¾�F¬»��Â��M�\��¡��&Æ=Â8��M¿&�\Â��F¬l¼� 

Ö��Â8�F¬��Ç¾���É�4½ ¬��¾Â��M½í¬�Ã¬�\¿��e���e�=Â8�Ã�F¬©½l½í���;�\¼Ã�4½¾�
�(�}¬¨M¿¾Â���Ç¾�;�&ÅO0¢ ;�\Â��M½��1�¾���;��¬¬���&�\�*��Â��=��¼��\��ÉÖ� ��¾�Ã¼��¾�;���8¬�,¦¼6Ú  ����\�*���·�� �½

Ω = U§YÂ��Ã¬
ϕ
�\�\�& «�\�M¼Ã�Ê�¾ «¬��Â��j�¾Â���Ö�Â8��;�

Ω → U
� + �·½ ��Á¬��M «��¼���¬�¨\¿¾Â8�Ç��;�ÉÅ;ßF�\�

ϕ
½�Ú ¿�¬���M�j�¾�O�M�j¨\Â8�;¿¾�;Â���4

�\¨\�Ê½í�;�
Ω → U

�
µj~Fæ���¶���¶D�=� ç�� 1�Â��M�

z ∈ Ω
.SÂ8� ��¿¾ÀM�\�Ã¬×¼� ä�;��½�\���·¨= «���¦Â8�\�Êß8�M�

ω (z, · ,Ω)
��� ®����¾¼Ê ¢¬��0����;�¾�F¬O,

Ω��Â8�¦�;�&¼Ê ��;�4½í�\���&�Ã�, �é��e���e�M ��
(ϕ∂Ω)

−1 �1ËÉÚ ��½í¬~,;���Ã���*ßF�\�&�=Â8�\�
E ⊂ ∂Ω

Ì

ω (z, E,Ω) = ω (ϕ(z), ϕ(E),U) =

∫

ϕ(E)

1 − |ϕ(z)|2
|eiθ − ϕ(z)|

dθ

2π

Q �4ëFS

+ �j�MÂ«¬�&¿�é8 «¼��¾�;���8¬»�¾��¬í¬��e�;��½�\��
dω (z, ·,Ω)

ËQ��¬í¬��,�\Â«¬��ÃÂ8�:�(Ú ��½í¬* «� �\���¾�;�Ã���e «Æ1Â��©�!�M 8½e��¿�ÀM�M�Ã�,���;�, «�\��Ç¾���;��¼Ê «����F.P�� «�&�¾¼�¼��¦�1Â��M��© «�Ã¬&�\¿¾�1�¾�M�����
����¼�  ���¾�\��¿�½�¾�F¬© ¢¬��Â��

ϕ
�©¨\Â8��½����� �  ���½;¼��·¬¨\¿�Â���Ç¾�;�!Ï9.S�¾�ã�\¼��M½×�\� 3 �=½ ¬��ÁÀM���×¼6Ú  ��\�=��¼Ã¼Ê ¢¬��ÃÂ8�Ó�\���¦�4½í�M��

¨M «���;Â��\�ÊßF�\�I.�0¢ ;�\Â8�M½��=����;�¾¬í¬���e���e�;Â��F¬���¾�lßF�\�*�¾��¬í¬��*��¿�À=�\�Á¬��ÃÂ8�j�M�*��¿¾�1�¾�M�·�M 8½l�����©¨\Â��Ã¡j���
ϕ
�

� ¸
~F�=²¢´Y�Iw �t� £��=37�O��3*5�; �:�E?=� ;2�*5*3*548K<:�F�13G���73*5 �GAY�j�I3*575>6�5 � 5>A f 3>5>�~69@M3~�*?�@%�G��AD?�@��7?=@E�NAY@E6E3 ��1<�8�24?=8>�
�73:<�6  � 5>698 ∂Ω � <���?=875

u(z) =

∫

∂Ω

f (ψ) dω (z, ψ,Ω)
Qí�?ìIS

3>5>��5*?��²69�NAD?=@ ��6��%8K?F�*� �*243O�I3 ¤ AY8>AD�7;���3G�~�I<�@15
Ω
<=�=37���7?=@M�=AY�NAD?=@E5�<=6  ��78K?=@B��A��G8K3*5m�F?=@B@%�73>5	�E<=8

f
X

¤ �G24?=@15>�N8K<=�NAD?=@MX � ����>P��¬T.z�M «�*�\¿�ÀM�\�Ã¬��Â������
dω (z, ·,Ω)

��Â8�;�¦�;¼Ê O�;�4½í�\���;�Ã�, �é��;���
dω (z, ·,U)

�M «�
ϕ−1 .MÂ��� jÌ

u(z) =

∫ 2π

0

f ◦ ϕ−1
(
eiθ
) 1 − |ϕ(z)|2
|eiθ − ϕ(z)|

dθ

2π

Q �4ÙFS
� ¬»��Â��=�

u(z)
�4½ ¬l¼6Ú ���F¬¿¾é8�� �¼Ã�}���K1
Â8��½�½Â��j�\�

f ◦ϕ−1 ��� ϕ(z)
�\ÈÉÂ��M�}�M ��Q¼��}¬¨\¿�Â���Ç¾�;���F.

u ◦ϕ−1 ��¿�½Â���¬¼Ã�É�\��Â�Æ\¼�Ç¾�;�����}È��������©¨\¼���¬l �0��4�l��Â8�M���Ã¬��Â��M½Ý «�×Æ1Â��©�,��Â8�\�\¿¾�4½��= «�
f ◦ϕ−1 � � �O�M ��í¬����¾�\¼Ã���¾�T.8�¾Â��;�;� ϕ ��½í¬��Â8�8¬��Ã�Y�\�e½�\�

Ω
.��1Â��\�

β ∈ ∂Ω
�\���1Â����8¬»���*�¾Â��F¬���Y�\�Á¬�¿e���&ÖÝÌ

lim
z→β

u(z) = lim
z→β

u ◦ ϕ−1 (ϕ(z)) = lim
z→ϕ(β)

u ◦ ϕ−1(z) = f ◦ ϕ−1 (ϕ(β)) = f (β)



� � ���~���������j
1�~���G��� � �½� �O��� �����~� �����%���~�~������������������ �������~�"!�� ��ë

�/Ú ¨M «���;Â��\�Ê���Ã¬¿����
u
�1�¾��¬�J�¬����0F�M�¦����¼� O�OJ¾�;���, ��\�ÃÇ����ß8�M�¦�\ ��M½É¼Ã�¦�¾ �½

Ω = U
ÌP½í�

f
��½í¬À, 0? �¼Ã���\�©½

�¿��¾¼�¼Ã�4½G.YÂ8�� ;½�Ã�;�\¼��¾�;���8¬*Ì

u(z) = Re

(∫ 2π

0

f ◦ ϕ−1
(
eiθ
) 1 + ϕ(z)eiθ

1 − ϕ(z)eiθ
dθ

2π

)

u
��½í¬»��Â��M�I.\�M ��»��¿¾����0¢ «¬��Â��j½Â��=½�¼Ã�*½�Ãé8�\� ∫ .\¼Ê ��= «�¬���}��¿¾��¼Ã¼��e�zÚ �\�\�&Ö�Â��=�Ø¬��Â��·¨\Â8¼ÃÂ8�¦Â8��M¨\���

§Y���\Â��/.
f = Re(f) + iIm(f)

�
ËQ�:¬�¨\¿¾Â8�Ç��¦�ä�\Â��=½O�1�¾���;��¬��; ��Ã�F¬��¾�M ��8¬��zÚ ¿���¼Ê «���©�����O¼Ê  ��¿¾ÀM�\�Ã¬��Â�� ���:¼Ê Ô�;�4½í�\���:¨= «���¦Â8�\�Êß8�M�!�¾�

�;Â��F¬�© «�F¬Sß8�M��½� }��¿�ÀM�M�Á¬��ÃÂ8���\�l��¿��=���M�¦�M �½S�\�¦�©¨\Â8�Á¡��\�
ϕ
�8§��\�\�1Â8½Â��M½�ßF�\��¼DÚ Â��; &��¿�À=�\�\���¾�\¡ �?�;��½�\����½

¨M «���;Â��\�ÊßF�\��½ �
dω1 (z, ·) ��¬ dω2 (z, ·) ½�\� Ω

,;¼DÚ  «�Ê���*���
ϕ1
��¬É���

ϕ2
� � ¼�Â��©½l�M ��l�\�\�Ê���Ã¬¿��\�e¼� ,½Â�¼���¬��Â��

 «�×�M�Â8Æ\¼ÃÇ��;�}���&ÈÉ�Ã�����©¨M¼Ã�¾¬P.Y¼DÚ ���8¬�¿¾é8�� �¼Ã�}����¬�Â���¬���Ö�Â8�M�Ø¬��ÃÂ8�j�¾Â��F¬���Y�\�É�= «�Ý�� ��\�=Â8�í¬�,�¼6Ú �\�\�&���e����½Q�;��½�\����½
��½í¬l¿¾é8 �¼Ã�u,;½Â��·�Ã�F¬¿�é��© «¼��É�= «�l�© «�\�1Â��¬�,;¼6Ú  «��¬���8�=ËQ�¾¼Ê ����;�\¼���ßF�\�*ßF�\�e���4½l���¾�\¡j�;��½�\����½l½Â��F¬l¿¾é8 �¼Ã�4½¾�

� � ` $ `�r�c*f�p¾k"c&o�pG& $ � ( $ h�&�m�c*p $ gihjg	��&er
h·c $�
�$ p¾m�g $ o )�& $$ g	g×g
1/����\Â��=½����¾�

Ω
�\�,��Â8�, «���\��Æ=Â8��\¿l��Â8�F¬�¼Ê ÉÖ��Â8�F¬��Ç¾���Q�4½ ¬/�\�M�l�¿��\�\��Â����\��½�3 Â����F¬�l��¬�ÀM�M�Ã�»���»�¾Â��\��Æ1��½����

V�Â8���M «�(� + �·�\�Á¬�ßF�\�
Ω
�4½ ¬l�\����Â8�, «���\�}�\�mV�Â8���\ ��,ÀM�\���;�¾�F¬���Â8�\�\�¾¡Y�8� � ¼�Â��©½�¼� ��\��Â��1Â8½�Á¬��ÃÂ8�j�;Â��F¬��¿����

�\Â��=½"���Ã¬
ßF�\�/¼���½"�=Â8�Ã�F¬©½����
∂Ω

½Â��F¬�½�Ã�;�\¼���½�� + �u0¢ É��¿����M�Ã���S¬��Ç�½23 Â�¼��Ã�;���8¬����*�¾ 8½"½�Ã�;�\¼��¾�;���8¬���Â8�\�\��¡��/¼Ê 
�¿4½íÂ8¼Ã�\¬��Â��,���O�M�Â8Æ\¼ÃÇ��;�����ÉÈÉ����Ê�©¨\¼���¬Ý�M «�M½Ý������ �½�� + �× ��\�© *ßF�M «�M�×��J��;��Æ1��½Â����O���ÉßF�\��¼�ßF�\�4½/¼��¾�;�;��½��
�~ijh � r nul�xzv�l ) 	"n 	���	��qjl
� wY�I�Iw:s���� � @4�13G69�	�7?=@E5>��8>69AY8K3m69@ <=8:���7?=@B��AY@B6

σ :]0; 1] → C � C*69A��=�*8>A  	3m��3>5Z�7?=@M�=AY�NAD?=@15�¢
� |σ(t)| t→0−−−→ ∞ 3G�

σ(1) = a /∈ Ω
X

�
σ ∩ ∂Ω

3*5>�% �@EADX
�

Ω1 = Ω \ σ 3>5>�"5>AY2��%��3G243*@B���7?=@B@%3  �3PX
¤ �G24?=@15>�N8K<=�NAD?=@MX ��� �7?�2O�G��8>AD3��=6 �F?=24<=AY@M3×Ì� Â8�F¬��Â��M½&�zÚ  «Æ1Â��©�äßF�\�;¼Ê jÖ��Â8�8¬��ÃÇ���;�4½ ¬&Ö�Â����;¿¾�,�zÚ �\�� «�©���\� V�Â8���\ ���QD «�\�1�¾¼�Â��M½&¼��

Γ0
SÀ,j¼6Ú �Ã�F¬¿ 4

���Ã���\�É�\�MßF�\�¾¼½0F��0����F¬�¼Ã�4½É ���¬����½*Ì1�¾Â��M½���\¿¾��Â��M½l�M�! «�©�e�, ¢¡��Ã�, �¼"�1Â��\�É¼� ,���¾¼Ê ¢¬��ÃÂ8���zÚ Â8���\����=J�¬���Z,
¼6Ú �¾¡Y¬¿¾�����¾�\�������8�M§PÚ ��¼1�"Ú �¾¬� «�Ã¬l�M �½Q�, ¢¡������\�  �¼ÃÂ8��½�Â��O�1Â��M��© «�Ã¬�¬��Â8�10����Q�\¼��M½�Ã���\�©½Q �����½��, ¢¡����, «��¡z�
+ �T.

Ω
0Y�Á¬}�\ «�M½�¼� ×�¿��\�\��Â������*¼6Ú ���F¬¿�����¾�\�}�����¾��½� �����½mQ�½���\Â��������\����M «�F¬»�\�:�=Â8�Ã�F¬�¨\Â8��½»�Ã¼
½í���� ��Á¬

���¾¼��� �Æ\¼���,O¼DÚ �Ã�\ÀM�\�YS>.(Â8�: j�\Â��M���\�\�¦�M «�¬�Ã¬��Â��äÂ��108�¾�¬�jÌ
Ω =

⋃
γ � ��� � ����� � ��� (Ω ∩ �Ã�F¬¿�����¾�M�»��� γ) �ËQÂ8�8¬��� 8���Ê�Ø¬��Â��"�

ÈÉ�e�\¼��M½G.M¼Ã�4½» «��¬���4½� «�©�¾½�0Y��08�¾�F¬l¼Ã�4½��\�M½~,;�¾Â«¬¿*�\��½l «�\¬����½uQ���¼Ê½l�\�e½íÂ8�F¬»�M �½l�¾Â��;�M «�© «ÆM¼Ã�4½��1Â��\��¼� 
���¾¼Ê ¢¬��ÃÂ8���(Ú Â8�������TS��M§Y���\Â��/.MÂ����¾���\���¾�=�j�M���; «¡��Ã�, «¼�Q� «�M�=��¼ÃÂ8�M½l¼��

Γ1
Sl�M «���;�(¼Ã�4½l�\¼��M½l�1��¬��Á¬©½�ßF�\�

Γ
�¾¬»�\���; «¡��Ã�, «¼�Q

Γ2
SÝ�M «���;�(¼���½��\¼��M½l�1��¬��Á¬©½�ßF�\�

Γ1
� � ¼�Â��©½��\�\�e�= «�¬���&�\�

Ω
0Y�Ã¬��¾�F¬���

Γ0
�¾¬

Γ1�¾¬»�\�\�* «�\¬���}���F¬���
Γ1
��¬

Γ2
.\���*ßF�\�(�¾Â��F¬�����\�Á¬l¼Ê ,��Â��M�\��¡��Ã¬¿��

� U �\�;¿¾��Â«¬Â8�M½z¼���½( �����½	46Ö���Â��F¬��Ç¾���
Γi
 �0��4�

Γ0
��Â8�;�¦�S�M�¿4��¿��\�¾�;�;�¾�F¬�� + ��0¢ l½�/½í���K0Y���(���/¼Ê l��Â��M�\��¡��Ã¬¿

�M ��» «�©�¾½}Ì
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Ω1 = Ω\σ1
�¾¬

Ω2 = Ω\σ2
�

+ �× m0Y�OßF�(Ú Â��×�1Â��E0? ��Á¬Ý�¿4½íÂ8�M�����»¼����\��Â�Æ\¼�Ç¾�;���\�ÉÈÉ�Ã�����©¨M¼Ã�¾¬Ý½�\�
Ω1
��¬l½í�M�

Ω2
����Ú �Ê��¿¾�}���É�¾��¬¬�É�\¿¾�;Â��M½54

¬�© ¢¬��ÃÂ8�¦�4½ ¬Ý������Â8�M½í¬���\�Ã���l�\�\�É½í�\�Ã¬�É����½Â�¼���¬��Â��M½ �?�M «�¬���¾¼�¼���½ �; «�,�\��Â�Æ\¼�Ç¾�;�»���ÉÈ�����Ê�©¨\¼���¬��¾¬Q�����¾Â��M�¾¼Ã�M��
�M «��¼��e¼Ã���;�¦�*�\���� «���M 8���1�
§Y�
E
�4½ ¬
¼DÚ �¾�=½í����Æ\¼��~Q ÀM�M� S"����½"�=Â8�Ã�F¬�½����Q�\��½���Â8�8¬��Ã�Y�\�Ã¬¿Q���SÖ�.� �¼ÃÂ8��½(�=ÂF½íÂ8�M½

F = E∪(σ1 ∩ ∂Ω)∪(σ2 ∩ ∂Ω)
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	 ¶NM µ�µ�º7¬N°7µG¬ (Un)
¨²°�©�ª�´ ¬N®}¯j±Dº>´¡©N©N°7µG¬�®HG º>ªP¹*®j± ¬�©

Un = {x ∈ K, |f(x) − fn(x)| < ε} � ¯K°7± f
¯�º>µ*¬N´¡µGª�®� » °7¨¡º>±�© ∪n∈NUn = K » �º>µ�¯�³=°7±�³�±Dº>³�±D´¡¸¼¬N¸u�®��Mº>±D®j¨ �· ®�Á�®�©��>ª�® » ªTµÀ�®�¯�®�©½º>ªP¹*®j± ¬�©'±�®�¯�º>ªT¹P±�®"¬�º>ªT¬�	 ¶
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� ¼�Â��©½
u1
��½í¬���Â8�F¬���F�M�¦�¾¬e�=ÂF½í�Ã¬��0��,½�\�

Ω \ F ��¬*¨= «���¦Â8�\�Êß8�M�¦½�\�
Ω1
�"È��,�M¼Ã�M½

u1 ≤ max∂Ω f
�M ��}¼��

�\���Ã�M�¾�Ã�1�;���:�, ¢¡������\�%�\�¦�"�Ã�M�\�¾¼��«Ö�.P¼Ã���;�¦�·�I.
�(�/Ú �Ê��¿¾����½í¬& �¼ÃÂ8��½}���;��¿�ÀM�M�Ã�}�\�\�¦Ö�Â��=�Ø¬��Â��:�\¼Ã�=½É�1��¬��Á¬��
¨M «���;Â��\�ÊßF�\�:½�\�

Ω2
� 1
Â8�\�����¾¼Ê 1.QÂ��W�M����M��¼Ê Ô½Â�¼���¬��Â��

v1
���W�M�Â8Æ\¼ÃÇ��;�ä��� È�����Ê�©¨\¼���¬�½í�M�

Ω2
 �0����

��Â8�M���Ã¬��Â��� «��Æ1Â��©����Â��M�\¿¾�,�M ��
u1
�
v1
��½í¬�¿¾éF «¼�� ,

f
½í�\�

∂Ω \ F �/ËQÂ��;�;� v1 = u1
½�\�

∂Ω2 \ F �¾¬
ßF�\�

u1 ≤ max∂Ω f
.�Â8�I 

v1 ≤ max∂Ω f
½�\�

∂Ω2 \ F ��1S «��¼��O�M����M�����1�j���I�, «¡Y�����M� ���·�(���M����¼���Ö�.
v1 ≤ max∂Ω f

½í�\�»¬Â��\¬
Ω2
.M��¬������M «�¬�Ê���\¼����¾��½�\�

σ ∩ Ω
�MÈÉÂ��M�

v1 ≤ u1
½�\�

∂ (Ω \ (σ1 ∪ σ2)) \ F
�1�(�

�\���Ã�M�¾�Ã�1�*���*�"�Ã�M�\�¾¼��«Ö/ «�\�M¼Ã�ÊßF�\¿*���¾¬í¬�&Ö�Â8��½54 ����,;¼6Ú Â8�10����í¬
Ω \ (σ1 ∪ σ2)

�\Â8�M½l��Â8�\�\�
v1 ≤ u1

½í�M�l¬Â8��¬
Ω
�

+ �×��¿�À=�\�Á¬��¾�=½í�\�Ã¬�F.F�\���OJ¾�;�I.F�\�\��Ö�Â��M��¬��Â��
u2
¨= «���¦Â8�\�Êß8�M��½í�M�

Ω1
�¾¬Ý �08���»�¾Â��M���Ã¬��Â��j «�,Æ1Â��©�×��Â��M�\¿¾�

�M «�
v1
���"�¦�OJ��¦�O�� ���½Â��\�M�¾�;�¾�F¬e��Â��\�M�×ß8�M�

0 ≤ u2 ≤ v1
�¾¬�ßF�\�¦¬Â8�63 Â��\�©½P.

u2 = f
½í�M�

∂Ω \ F � � ��Á¬�¿¾�© «�F¬É�¾���\��Â���¿��\¿I.1Â��!Â8Æ�¬���¾�F¬É�M�\�¦½�\�Ã¬�¦��¿��¾�Â8��½�½ ��F¬�*����Ö�Â��M��¬��Â��M½É�1Â8½�Á¬���08��½P.M¨M ���;Â��M��ßF�\�4½»�\�\��Ö�Â��Ê½
½í�M�

Ω1
.\�\�M�ÉÖ�Â8��½�½í�\�

Ω2
Ì

u1 ≥ v1 ≥ u2 ≥ v2 ≥ u3 ≥ · · · ≥ 0
1S «�»¼��*�\���Ã�=�����=�*��� �� «���M 8���%.M¼� ;¼��Ã�;�Ã¬���¾Â��;���M�\�

u
��� {un}n ��¬É��� {vn}n ��½í¬�¨M ���;Â8�\��ßF�\�*½�\� Ω1

��¬
½í�M�

Ω2
.M��Â8�M�&½í�M�

Ω
�

L ¼��\����4½ ¬��Q�\¼��M½SßF�(Ú ,��;Â8�8¬�����Sß8�M�
u
½���\�Â8¼ÃÂ8�\é��Ý��Â8�8¬��Ã���\�;���8¬�,

∂Ω\E �M «�
Ö ��§YÂ8�Á¬/��Â8�M� ζ ∈ ∂Ω\E ��É�\�Ã¬í¬�m,¦¿4�©¨M «�\é8�¾�
σ1
�¾¬
σ2
.\Â��·�=����¬É½�\�\�1Â8½�¾�

ζ /∈ σ1
�

ºl�¾�, ���ßF�\Â8�M½&��¿	3j,�ßF�\�×�¾��¬í¬��O��Â8�F¬���F�M�Á¬�¿,�(Ú �4½ ¬<O�%8>AD?�8>A}�= �½&¿G0Y�Ê���¾�F¬��I.(�¾¬�ßF�\�×���,�(Ú ��½í¬*�M 8½&�M «�©���,ßF�\�
¬Â8��¬�4½�¼Ã�4½ÝÖ�Â��M��¬��Â��M½

un
Â8�F¬l�¾��¬¬�*��Â8�F¬���F�M�Á¬�¿e�¾�

ζ
ß8�M�

u
¼DÚ  ¦�Ã�;�;¿����Ê ¢¬��¾�;�¾�F¬4�

+ �I�=����¬�¬��Â8�10����*�\� 08Â��Ê½í���M �é��
V
�\�

ζ
¬��¾¼�ßF�\�

V ∩ (E ∪ σ1) = ∅ �¾¬¦ßF�\� W = V ∩ Ω
½íÂ8�Á¬��M�

��Â��, ��Ã�\�e���uV8Â��©�\ «� Q��1Â��\���\�\�*��Â8�M½í¬���M�Ø¬��ÃÂ8�j������.10�Â8�Ã��¼��e¼Ã���¦�;�,�4°FSØ�
1S «�S¼���¬¨\¿�Â���Ç¾�;�l���ÉËÝ «�© ¢¬�¨\¿¾Â���Â8�Þ Q�¬¨\¿�Â���Ç¾�;�lÅ-S*.«½í�

ψ
�4½ ¬/�M�\�»���¾�\��¿�½�¾�F¬� «¬��Â��¦��Â��\Ö�Â����¦�

U →W
.� «¼�Â��©½

ψ(∂U) = ∂W
� + ���=����¬*¿��¾������I.z�1Â��\�

ω = ψ(z) ∈ W
."�M «�*�M�Â8�\���¿�¬�¿,���,¼� ��;Â¢Þ8�¾�\�\�,���,¼Ê jÖ�Â��M��¬��Â��

¨M «���;Â��\�ÊßF�\�
un ◦ ψ−1 .\����½�&�� ��\�1�¾¼Ê «�F¬»ß8�M� un = f

½�\�
∂Ω
�

un(ω) =

∫

ψ−1(∂Ω∩∂W )

Pz(θ)f ◦ ψ(eiθ) dθ +

∫

ψ−1(∂W\∂Ω)

Pz(θ)un ◦ ψ(eiθ) dθ

+ �
ψ
¿¾¬� ��8¬&�\� ¨\Â��;¿�Â��;Â����\¨\�Ê½í�;�F.

ψ−1(∂Ω ∩ ∂W )
�4½ ¬e�\� 0�Â8��½���M «é8�����

ψ−1(ζ)
.(��¬*��Â8�M��¼��;�\���¾�;�Ã���

¬����;�}¬���M��0��¾�©½
f ◦ ψ(z) = f(ζ)

ßF�M ��M�
z → ψ(ζ)

.½ADXY3PX1ßF�M ��M�
ω → ζ

�
�(���\�¾��¡���Ç¾�;�S¬����;�F.¾¼��\��.���½í¬"����Ö�¿¾���Ã���\�½,

(supun)
∫̇
ψ−1(∂W\∂Ω)Pz(θ) dθ

�
un
¿¾¬� ��8¬��;  3 Â���¿¾�S�M ��

max∂Ωf
.

���e������¡��ÃÇ��¦�&¬��¾���;�É¬��¾�M�·�\�M�ÁÖ�Â8��;¿¾�;���8¬~08�¾�©½
0
ßF�M ��M�

ω → ζ
�

un(ω)
�¾Â���0����é8�É��Â8�M�&�\�\�ÃÖ�Â����;¿¾�;�¾�F¬�0�����½

f(ζ)
ßF�M «�=�

ω → ζ
�MÈÉÂ��=�

u(ω)
¬��¾�M�� ��M½½�t0�����½

f(ζ)
�

� ¬����4���(�¾Â��M�¾¼Ã��¬»¼Ê ¦�\���¾�108���
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V
�F3
ζ
X

¤ �G24?=@15>�N8K<=�NAD?=@MXlè»�M�*��Â��=½ ¬���M��¬��Â��·�=ÂF½½��Æ\¼Ã�&�1Â��\���© «�Ã¬�J¾¬���;Ì
§YÂ��Ã¬

Γ0 ⊂ ∂Ω
¼Ê !��Â8�\��Æ=�O�\� V�Â8���M «����Â8�8¬��¾�Y�\�O�M «�M½

∂Ω
,�¼Ê �ßF�\��¼Ã¼��× «�\�= «�¬���¾�F¬

ζ
.�½�\�\�1Â8½Â��M½*ßF�(Ú �¾¼�¼��

��½í¬}�= «�© «�;¿�¬��¿��*�M «�
γ(t), t ∈ [−1; 1]

�¾¬&ßF�\�
γ(0) = ζ

� + �ä�\����M�:�\�¾��¡!�1Â����F¬�½
ζ1 = γ(t1), t1 < 0

�¾¬
ζ2 = γ(t2), t2 > 0

�?�\��Â��©¨\��½l���
ζ
�j¬�¾¼Ê½lßF�\�e¼6Ú  ���� {γ(t), t1 ≤ t ≤ t2} ∩ (E ∪ σ1) = ∅ ��(��Ö� «�Ã¬}ßF�\��¼���½É�1Â����8¬©½����

Γ0
½íÂ8�F¬É����½É�1Â����8¬©½É½���¦�M¼Ã�4½�QD�zÚ  ��\��Ç�½»¼Ê ×�M�Â8�=ÂF½í�Ã¬��Â�����S>.P «�\�\¼��Êß8�M¿Z,O�©¨M 8���\�

����½����¾��¡ �¢� 	«¬¿4½ ���,���×¼Ê !��Â8�\�Æ1�,�\Â8�M½e�1�¾���¦�¾¬����×���¾¼����¾�&¬Â8��¬��zÚ  «Æ1Â��©� �\���1Â����8¬¦���
Ω
½í�1W,½� «�;�;�¾�F¬

�\��ÂY�©¨M�É���
ζi
,
ζi
�M «�Ý�\�� «�©�»����½í¬� ��8¬l�\ ��M½

Ω1
Q��¾�·¼DÚ  «�\�M¼Ã�ÊßF�M «�F¬�,�¼Ê ��¾Â��;�1Â8½� «�F¬�}���

C \ Γ0
�¾Â��F¬���M «�F¬

Ω1
S*.=�\�M��½��\���=Â8�Ã�F¬&ß8�M�¾¼Ê��Â��=ß8�M�*����¼Ê ,��Â8�¦�1Â8½� «�F¬��*�\���¾Â��F¬���M «�F¬»�M 8½

Ω
,
ζi
�M «�É�\�! «�©�&��4½ ¬© «�F¬É�\ ��M½

C \ Ω
� �É�\�Ã¬í¬�� ,·¬��Â��MßF�\���e¼Ã�4½eÆ1Â��M�¾¼Ã�4½*ßF�\�,¼DÚ Â��� �¿P0��¾�F¬��\�¾¼�¼Ã���;�¾�F¬*Â�Æ�¬��¾�Y�\�4½*�\ «�=½e���×�M «¬Â8�\�Ã¼�¼Ê «é��F.zÂ��

�=����¬e½í�\�M�=ÂF½í���}ßF�\��¼DÚ Â��  ×�\�  «�©�*���OV�Â8���\ ��
Γ1
�\ «�=½

C \ Ω
���¼Ã�Ê «�F¬

ζ1
,
ζ2
�PÈÉ�¦��J��;�I.P¼� j��Â8�\�\��¡��Ã¬¿

���
Ω1
�\Â8�M½» �½�½�\��&¼6Ú �¾¡���½í¬���M���*�zÚ �\�! ����&���mV8Â��©�\ «�

Γ2
�M «�M½

Ω1
���¾¼��Ê «�F¬

ζ1
,
ζ2
��Q 08Â����»¼��*����½�½í��� �FS��M�" 

�¿��\�\��Â��O�\�}�¾��½Ý���¾��¡O �����½��4½ ¬��\�· «�©������V�Â8���M «�(�A1� ��Q¼��É¬¨\¿�Â���Ç¾�;�É����V8Â��©�\ «�×��¼PÞ× �������¡O��Â8�;�=ÂF½ ��8¬���½
��Â8�\�\��¡��4½¾� � �M�=��¼ÃÂ8�M½

V
���¾¼�¼��&ßF�\�(�¾Â��F¬���¾�F¬

ζ
.\�¾¬l�\Â«¬�Â��M½

W = V ∩ Ω
�9L ¼z�\�&����½í¬�}�\¼��M½lßF�(Ú ,�08Â����ÝßF�\�

W
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C
�¸�¨¡´¡¿�´ ¬N¸�®�©t³=°7©

Γ0
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Γ1

Γ2 σ1
V

�
	��� � � �¾Â��M½í¬���M�Ø¬��ÃÂ8�·�\� V
�\�&����M��Â8�F¬���É�M 8½

σ
.M�¾¬lßF�\�

∂W = Γ2 ∪ {γ(t), t1 ≤ t ≤ t2} �1Â��\�� �08Â�����À=�\�D��(���\�¾��¡���Ç¾�;���1Â����F¬}½�m0�Â8�Á¬É�\��¼Ê ;Ö�  �¾Â��!½�\��0¢ ��8¬��OÌP½íÂ8�Á¬
W ′ ¼Ê ×��Â8�;�=ÂF½ ��8¬�����Â8�\�\�¾¡Y��Æ=Â8��\¿�����¿�¼Ã���;�Á¬�¿¾��M «�e¼Ê ���Â8�\��Æ=�×��� V8Â��©�\ ��

Γ2 ∪ {γ(t), t1 ≤ t ≤ t2} �
§�� ∂W ′ ¿¾¬� «�Ã¬��\�M�×��Â��M�Æ1� C1 ." �¼ÃÂ8��½&������ «¼Ê���\¼Ê «�F¬¼DÚ ���M���Ê�����\�e¬Â8��¬É�1Â����F¬É®��\�
C \ Ω

Â��!�\�
σ1
�M ����© «�\�1Â��¬�,×�¾��¬í¬����¾Â��\��Æ=�F.M�¾¬É�M ��É½�Ã�;�\¼����¾Â��\�\�¾¡��Á¬�¿����

Ω1
.z¬�Â��M½�����½&�1Â����F¬�½*½�¾�© «���¾�F¬*�zÚ �Ã�=�����¾�×�Y�\¼N."ADXY3PX��\�j½í���� ��Ã���8¬&�M 8½*�\ «�=½

W ′ �
§Y�Ã�MÂ��/."½�/Â8���\Â��Ã¬*�=Â8�10�Â8�Ã���¿�Ö�Â8��;���¦�M� ¬�Â���¬,�1��¬��Á¬×�1�¾�ã�\Â�¬�����¾Â��\��Æ1�·��� ����½í¬� ��F¬¦¼�Â����Ó�\��®·�1Â��M�,¼�  ���¾�M������ �½�½í��®j��¿¾é8�\¼Ã��Ç¾���·��¬
 «�\�M¼Ã�ÊßF�\�¾�Ý¼DÚ  «��é��M�¦���F¬Q�\��¿��¾¿������8¬4��È�Ú ÂIH

W ′ ⊂ Ω1
� � ¬lÂ��· *�;Â��F¬��¿& «�O�= �½�½ �é��»¼��É�M����¦���¾�Ý�1Â����8¬4� + �j 

¿¾éF «¼��¾�;�¾�F¬
W ′ ⊂ V

�M «����Â8�\�\��¡��Ã¬¿&���
W ′ ��¬»�¾ �� ∂W ′ ⊂ ∂V

� � �· ¦��Â��=�
W ′ ⊂W

���/Ú �Ã�\¿�é8 �¼Ã�Ã¬¿}�Ã��08�¾�©½í�
½í�&���¾�, «�©ßF�\�}�M «�»�¾Â��\�\�¾¡��Á¬�¿&�\�

W
�

U Â«¬�Â��M½P.«�1Â��\�/Öz�¾Â��F¬���Y�\�l½í�M�
∂Ω

.
uf
¼DÚ �\�\�ÊßF�\�»½íÂ8¼Ã�\¬��Â��, «�;�\��Â�Æ\¼�Ç¾�;�»���»ÈÉ����Ê�©¨\¼���¬�½�\�

Ω
 �0������¾Â��M���B4

¬��Â��� «��Æ1Â��©�j��Â8�\�\¿��}�= �½ÝÖ �

�~i�� � � ��r�q )1q�	�r v�l���{�y l���x~pEl %�{}pBy 	�r�q���x�l
µj~Fæ���¶���¶D�=� � ��� wY{4v"²¢w�¸
��²¢�I�1��¶Dyzv�w�{4v"²

Ω � æ
�
¶��IwY�P�¦���1���
wF�(w��}��� � z ∈ Ω
À\¡�¿F.\¼DÚ  «�M�\¼Ã�Ê�¾ «¬��Â��

f → uf (z)
��½í¬�¼Ã���\¿� ��Ã����Q��M «���\�M���¾�Á¬�¿��\�ä¼Ê Ô½Â�¼���¬��Â�� ����È�����Ê�©¨\¼���¬>S>.»��Â8�F¬���F�M��Q��= «��¼Ã� �\���Ã�=�����=�����

�, ¢¡��Ã���\� SQ��¬»�1Â8½�Á¬���08�OQ�¬Â8�63 Â��\�©½��M ��l¼Ã�e�\�����M�����=�e�����, ¢¡������\� S��21S «�l�\�b� ;1�7?=8��G243��F3m8K3¼�%8:�>5G3G@E�¼<=�NAD?=@
�I3���AD3*5���.���¼Y��¡���½í¬�Q�\�\�Ý�;��½�\����=ÂF½í�Ã¬��0��Q��¬�8K� ��69�²A��G8K3 ¥�	 .¢ßF�\��¼6Ú Â��*�\Â�¬����  ω(z, ·,Ω)

.¾¬�¾¼�¼��ÝßF�\�Q�=Â8�\�"¬�Â���¬��
Ö�Â��M��¬��Â��

f
��Â8�F¬���F�M�I.

uf (z) =
∫
∂Ω f dω(z,Ω)

� + �  «�\�1�¾¼�¼��¦���M��Â8��¦���¾¬í¬�;�;��½�\�����;�4½í�\���;¨M «���;Â��\�ÊßF�\�
�¾�·®e���¼� «¬��0����¦���F¬�,

Ω
�

î wY�I��²¢yzv
w%� � 3G���¼34�I�� "@BAY��AD?�@ 3>5>���7?P;E�*8K3G@E�¼34<=�=37� �73*�Y��3 CG6E3��5� ?=@ <���<�AY���I� �G���E?=698��F3>54�I?�2O<�AY@%3*5Z5>AY2��
�%��3G243*@B�	�7?=@B@%3  -3*5 � ��?�6 �G?=69875	�E<=8u69@EAD�GAY�¼���F3m��<45G?=�²69�NAD?=@b<=6��%8:?I�G�B�*243O�I3 ¤ AY8>AD�7;���3*�¼X
±&²¢�M���1{4¶���¶D�=���t� ��A? �?=@E5

z0 ∈ Ω
X � @~�13G69�/�I�� "@EAY8 � �1?�698��¼?=69�¼3E�*?�@%�G��AD?�@����7?=8K�G�²AD3G@E@M3��I<=@E5 L1 (∂Ω, ω(z0, ·,Ω)) ���<~�*?�@%�G��AD?�@

uf (z) =
∫
∂Ω f dω(z,Ω)

X
¤ 3��%�²6�5�5>A

f
3>5>���7?=8>@%�73 � �73*�N��3��*?=@M�*�NAD?=@ 3>5>��3*@M�:?�8K3�;1<=8>24?=@BADC*6E3TX

¤ �G24?=@15>�N8K<=�NAD?=@MX � ºl�¾�, «�©ßF�\Â��=½Ý¬Â��\¬��zÚ  �Æ=Â8����ßF�\�&¬�Â���¬���½»¼���½»�¦�4½í�M��4½ ω(z, ·,Ω)
�=Â8�\�

z ∈ Ω
½Â��F¬

�¢�¾Â��;�M ��� �Æ\¼Ã�4½ �8� � �,� >1�¾¬�¼6Ú ���\¿¾éF «¼��Á¬�¿»��� �É «���M ���� Q�¿�ßF�M «¬��Â���� �E.«�M «é8�&��ÙFS
�MÂ��M½/�\Â��\�\��¼DÚ ��¡��Ê½ ¬��¾�M�¾�I.
�1Â��\��¬�Â���¬l�1Â����F¬

a ∈ Ω
.\�zÚ �\�\�e�¾Â��M½í¬� ��8¬��

C
��¬»�zÚ �\�\�eÆ1Â��\¼��

D
 ���¬Â8�\�l���

a
¬�¾¼�¼��&ßF�\�&�1Â��\�Ý¬�Â���¬��

Ö�Â8�M�Ø¬��ÃÂ8�!¨M «���;Â��\�ÊßF�\�*½�\�
Ω
.1��¬»¬�Â��M½É�1Â����8¬©½

z1, z2 ∈ D
. 1
C

≤ h(z1)
h(z2)

≤ C
� � ¬É�= «�������¾Â��10Y���¾�;�¾�F¬

¦�
7ª�µ�®�¿�®�©NªT±�®
µ
®�©�¬½�´ ¬�®�±�¸��>ª�¨¡´���±D®"©N´-³�º>ª�±t¬�º>ªT¬½ÁIº>±D¸�¨¡´¡®�µ

A »
µ(A) = inf {µ(U) : U

º>ªT¹*®�±D¬ » A ⊂ U}

= sup {µ(F ) : F
¯�º>¿�³=°7¯¼¬ » F ⊂ A}
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ÀM�M��./Â8�� ä�M�\���Ã�M¿¾é8 �¼Ã�Ã¬¿!�\�Ó�OJ��¦��¬ ÞY�1���=Â8�\�
z1
��¬
z2
�M ����¾Â��\�© «�F¬��M�\�!��Â8�¦�= ��Ø¬O�¾Â��\�M��¡����

ßF�\��¼��¾Â��MßF�\�F.zÌ

∃CK > 0, ∀z1, z2 ∈ K, , ∀h ¨M ���;Â8�\��ßF�\�F. 1

CK
≤ h(z1)

h(z2)
≤ CK .

QD£\�TS

ËQ�¾¬í¬���Ã�\¿�é8 �¼Ã�Ã¬¿e�4½ ¬»�����M «�¬�Ê���\¼����¾��0¢ «¼Ê «Æ\¼��e�1Â��\�
h = u �

I
= ω(·, I,Ω)

.=�=Â8�\�l¬Â8��¬»���8¬��¾�:0¢ «¼�¼Ã�
I
�\�

∂Ω
�½Q�¼� ×Ö�Â��M��¬��Â�� �

I
��½í¬}�¾Â��F¬���Y�\�*�M ��»�;Â��©���� ���¡ESØ� 1� ��»�\�: ��é8�\�;�¾�F¬����¦��¼Ê �½�½í�e�;Â��MÂ«¬Â8�\�I.=Â��! 

�1Â��\��¬�Â���¬��¾Â��;�M 8�Ø¬�� ¥K¥ .\�1Â��\� z1, z2 ∈ K
��¬»�1Â��M��¬Â��\¬»Æ=Â8�¿�¼Ã���¾� � .

ω(z1, A,Ω) ≤ CKω(z2, A,Ω).
QD£8£IS

ËQ��ßF�\���;Â��F¬���·ßF�\�
L1 (ω(z1, ·,Ω)) = L1 (ω(z2, ·,Ω))

�1Â��\�¦¬Â8�M½
z1
�¾¬
z2
�\ ��M½

Ω
.���¬×����ßF�\�

3 �M½í¬�ÃÀM�*��Â8�M�&¼Ê ¦�\¿�ÀM�\�Ã¬��Â������
uf
�1Â��\�

f ∈ L1 (∂Ω, ω(z0, ·,Ω))
�

+ �R0�����¬l�, «���8¬��¾�M ��F¬��;Â8�8¬�����lß8�M�
uf
�4½ ¬»¨M ���;Â8�\��ßF�\�}�1Â��\��¬�Â���¬��&Ö�Â��M��¬��Â��

f
Æ1Â����\¿¾�8�

� ËQÂ8�¦�;��� ��Â8�M½��M «�l¼���0�¿���ÃÀM�¾���1Â��\� f =
�
A
.��=Â8�\� � �\�·Æ=Â8�¿�¼Ã���¾�����

∂Ω
�

§Y�
A
�4½ ¬¦Â��108�¾�¬P."��Ú �4½ ¬�¼��×�\�����M�����=�·��� �É «���M ���� �4£�� � �I��>P��¬T.�Â8���=����¬�¬��Â8�10����*�\�\�j½í�\�Ã¬� {fn}�¾�Â8��½�½ ��F¬�O���OÖ�Â��M��¬��Â��M½¦��Â8�F¬���F�M��½¦ß8�M��¬��¾�M�����F¬�08�¾�©½ �

A
�\����½�ßF�\�×�M ��í¬�Â���¬4�1S ���¼��O�\�����M�����=�����

�, ¢¡������\�R.Y¼Ê �½�\�Ã¬�
un = ufn

��½í¬��¾�Â8��½�½� «�F¬�»�¾¬l�;  3 Â���¿¾�É�M «�
1
QDßF�\�z��½í¬l¼� ¦½íÂ8¼Ã�\¬��Â��O���·�\��Â�Æ\¼�Ç¾�;�

���»ÈÉ����Ê�©¨\¼���¬/�1Â��\�S¼Ê e��Â8�M���Ã¬��Â��; «�¦Æ=Â8���;��Â8�\�\¿¾���M ��l�TS��8§� }¼Ã���;�Á¬��»��½í¬/��Â��=��¨M «���;Â��\�ÊßF�\��� � ¬Q�¾��¬¬�
¼��Ã�;�Ã¬�e�4½ ¬»Æ\���¾�

u ��� �M «��¬�¨\¿¾Â8�Ç��;�}���*�¾Â���0����é8�¾�M�¾���;Â��MÂ«¬Â8�\��� ¥ � ÈÉÂ��M� u �
A

��½í¬l¨M «���;Â��\�ÊßF�\���
§Y���\Â8�/.S�M «�¦��¿¾é��M¼� ���Ã¬¿·����¼� ä�;��½�\��F.�,

z0 ∈ Ω
À\¡�¿I.�Â�� �=����¬,¬��Â��E0��¾�¦�\�\��½�\�Á¬����zÚ Â8�10����í¬

Un�¾Â��F¬���M «�F¬ � ¬��¼�½�ßF�\�
ω(z0, Un,Ω) → ω(z0, A,Ω)

�
1� ��j¼6Ú �Ã�\¿�é8 �¼Ã�Ã¬¿�£�£9.ÝÂ��  Ô¿�é8 �¼Ã���¦���F¬jßF�\�
ω(z, Un,Ω) → ω(z, A,Ω)

�=Â8�\�Ý¬Â��\¬
z ∈ Ω

�*1� ���¬�¨\¿¾Â8�Ç��;�É���&��Â8�-08�¾��é����M���»��Â8�;�Ã�\¿��I.
un(z) = � ���

u �
Un

(z) → u �
A
(z)

�1Â��\��¬�Â���¬
z
�H1S ��l¼Ã�&¼��¾�;�;�&Ù���¬»¼Ê �����; ���ßF�\�&ßF�\�(½�\�Á¬T.

u �
A

��½í¬Ý¨= «���¦Â8�\�Êß8�M���
� 1�Â��M�eÖÝ�1Â8½�Ã¬��0��×ßF�\�¾¼Ê��Â8�MßF�\�I."Â����=����¬*¬��Â8�10����}�M�\�O½�\�Á¬��×����Â��Ê½½� «�F¬�� {fn} ���,Ö�Â��=�Ø¬��Â��=½e¿�¬© «é�¿���½¬��¾�M�\ ��F¬�½í���;�\¼Ã���;�¾�F¬~0�����½QÖ �
∀n . fn ��½í¬��M�\�Ý�¾Â���Æ\�Ã�= «�Ê½íÂ8�*¼Ã���\¿4 «����Ý�zÚ ���M���Ê�¾ «¬�����¾��½P.4�\Â��M�Q�M «��¼��Q�1Â����F¬
�M�¿4��¿��\�¾�F¬P. ufn

�4½ ¬�¨M «���;Â 4
�\�ÊßF�\��� 1S «�»��Â8��0��¾��é����M���}�;Â��\Â�¬Â8�\�I.\Â8�� ;¿¾é8 �¼Ã���;�¾�F¬ ∀z ∈ Ω

.
ufn

(z) → uf (z)
�=�" ;½�\�Ã¬�

ufn

��½í¬
�\�M��½í�M�Á¬��*����Â��Ê½½� «�F¬�e���&Ö�Â8�M�Ø¬��ÃÂ8�M½»¨= «���¦Â8�\�Êß8�M��½P.\½ ¦¼��Ã�;�Ã¬�*�(Ú ��½í¬��M 8½l����ÀM�\�����¾ ��»�«Ú ��½í¬�¼6Ú ���F¬¿¾é8�� �¼Ã�
���e¼Ê �Ö�Â��M��¬��Â��

L1 Ö �21S ��l¼Ã�e¼��¾�;�;�e������ ���M 8���M.Y½� ¦¼Ã���;�Á¬�� uf �4½ ¬»¨= «���¦Â8�\�Êß8�M���
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Ω
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Ω
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∂Ω � Adω(z, Ω) ¶


