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Notations physiques

A 2 aire de la section du fleuve

m

a m amplitude de la vague considérée

Fr 0 nombre de Froude en amont du ressaut hydraulique
Fr’ () nombre de Froude en aval du ressaut hydraulique
g m.s 2  accélération de la pesanteur

h m hauteur d’eau en un point

H m hauteur d’eau a 1’équilibre (ou a linfini)

P Pa pression en un point

Q m2s~! débit volumique

U  m.s~!  vitesse moyenne du fluide sur une colonne d’eau
v m.s !  vitesse du fluide selon x en un point

7  m.s™!  vitesse vectorielle d'un élément de fluide

n  Kg.s! viscosité du fluide

A m longueur d’onde des vagues

o kg.m™ masse volumique du fluide

¢ m potentiel vitesse d'un élément de fluide

Lexique

— Affouillement : creusement du fond et des berges par le courant

— Coefficient de marée : mesure 'ampleur d’une marée. Il prend des valeurs
entre 20 et 120.

— Fteules : vagues secondaires suivant le front du mascaret.

— Flot : période pendant laquelle la marée est montante.

— Jusant : période pendant laquelle la marée est descendante.

— Marnage : différence des hauteurs d’eau entre une marée haute et une
marée basse consécutives.

— Transect : ligne virtuelle transversale a la riviere ou sont installés les
appareils de mesure.

— Turbidité : teneur d’un liquide en matiere qui le trouble (sédiments,
plancton...).



1 Introduction

Le mascaret correspond a la remontée d’une vague de quelques metres
de hauteur le long d’un fleuve, sur une distance pouvant atteindre plus d’une
centaine de kilometres, et dont I'origine est un ressaut hydraulique qui se forme
lorsque la marée commence a monter. Ce phénomene peut étre observé sur de
nombreux fleuves dans le monde (Amazone, Qiantiang en Chine, Dordogne...).

Mathématiquement, on peut interpréter ces vagues comme des ondes so-
litaires de I’équation de Korteweg-De Vries, qui régit le comportement d’un
fluide et qui sera étudiée en troisieme partie. On étudiera notamment com-
ment on peut associer a une équation différentielle non linéaire un opérateur
linéaire (dans le cas de KdV, celui de Schrodinger), dont les valeurs propres
sont des intégrales de ’équation considérée.

2 Préliminaires

2.1 Equations de conservation en mécanique des fluides

On se place dans le cas d'un canal simplement connexe et on suppose que
I’eau se comporte comme un fluide incompressible et que son écoulement est
irrotationnel, i.e que rot(v) = 0, ol ¥ est la vitesse du fluide.

Proposition 2.1 : Dans ce cas, si ¢ est le potentiel dont dérive la vitesse, on
a que :

Ay = 0.

DEMONSTRATION : L’écoulement est irrotationnel, donc

Ainsi, on a qu’il existe ¢ tel que

Or, d’apres I'équation de conservation de la masse,
div(p?) = Osp.

div(pgrad(p)) = drp.

On se place dans le cas d'un fluide incompressible, donc :
pdiv(grad(y)) = 0.

Ap = 0.



Théoreme 2.2 : Dans le cas d’un fluide incompressible, le débit ) = hv, ou
v est la vitesse du fluide selon x et h la profondeur du canal, est constant le
long du canal.

DEMONSTRATION :

FIGURE 1 : canal se rétrécissant

On a: it
Q) = S(a)ole) = S(x)o(x) 3.

Or Sv(z)dt correspond au volume élémentaire de fluide qui va passer par S

entre t et ¢t + dt. o
Qz) = 7

Comme le volume entre les deux surfaces est constant (fluide incompressible)
on a:

av dv’
dt - dt
Et finalement,
Q=0Q"
Donc Q est bien constant le long du canal. 0

Lemme 2.3 Equation de Navier-Stockes : Si [’écoulement est irrotation-

nel et en régime permanent, et si p est le potentiel vitesse, on a la relation :
P(z,z,t) 0

L Pazt) Oy

+ —(z, z,t) = cste,

1
§’U2<I‘,Z,t)+gh<l’,t) 0 ot

ou P est la pression, p la masse volumique et ¢ le potentiel vitesse et ou la
constante est la méme pour air et pour l’eau.



DEMONSTRATION : On commence par démontrer 1’équation de Navier dans
le cas général. On suppose que 1’écoulement est laminaire (i.e que la vitesse
d’écoulement assez faible). Cette hypothese est vérifiée par I'expérience : dans
le cas du mascaret, ’écoulement est relativement lent (quelques metres par
seconde au plus). On est alors dans la situation suivante :

Z A

—— P{z+dz)

— V()

FIGURE 2

On suppose que U = v(z,t)e; et entre deux plans tangents, les forces de
frottements par unité de longueur (selon z) s’appliquant sur le plan situé entre
z et z 4+ dz s’expriment de la maniere suivante :

or f ov

-, =T =MN7,

0z 0z
ou 1) est la viscosité du fluide considéré. On a de plus des contraintes normales
dues a des forces de pression en amont et en aval

F, = (P(x,z,t) — P(x + dx, z,t)) dydz

s’appliquant sur la surface dydz. Pour calculer I'accélération, on effectue une
dérivée particulaire :

a, = % = 7. grad(v) + %
ov Jv ov  Ov
@z:Uza vya +vz$ a
Or ¥ = v(z,t)é;, donc :
Dv  Ov
=~ = 5

On applique alors le Principe Fondamental de la Dynamique pour un élément
de fluide situé entre z + dx, y + dy et z +dz :

pdxdydz5(z,t) = P(z,zt)dydz — P(x + dz, z,t)dydz
0%y az (2, t)dady — 32| (2, t)dady.

2

D P
g —a—da:dydz + n%dwdydz,

dudyd
PERYEZa = " ox



ol p est la masse volumique du fluide considéré. Donc,

Dv oP 0%v

at T or e

Dans le cas général (1I’écoulement ne se fait plus selon des plans qui glissent les
uns par rapport aux autres), on a en généralisant la formule précédente et en
rajoutant les forces de pesanteur :

pa=p— =pg— grad(P) + nAv.

Or pour '’eau comme pour 'air, on peut négliger les forces visqueuses. En effet,
pour 'eau,
el -3
o < & ~ 1078,
P 10°
pg "~ 104

~ 107",
Et pour lair :
77@ 10—5
0z < ~ 10717
P ™~ 10°

~107°.
Py 10
On a alors : D
—= = pg — grad(P).
1 - ad . - (P
5 grad(v?) + f)g%t(go) = grad(—gz) — grad (;) :
L (02 . P
grad <% + aa—f) = grad (—gz — ;) .
v? Op

P
?—FE—F‘QZ—F;:&%Q.

Or a l'interface eau/air on alors que l'eau et I'air sont sur la méme ligne de
courant, donc que les constantes sont égales a l'interface, c¢’est a dire que :

—2 h LA} 0 P 7h sU)s
uZ( ((g(t) 1;) )+ % (h(x,t),t) + gh(x, ) + w
v z,t),t wir  ir
w200 4 Dgair (3, 1), 1) + gh(w, t) + Lo

air




Théoréme 2.4 (Théoréme de Bernouilli) : Lors d’un écoulement irrota-
tionnel d'un fluide parfait (dont les effets visqueux sont négligeables) et incom-
pressible, on a en régime permanent le long d’une ligne de courant :

vi(z, 2, t) P(xz,z,t)

———— - 4 z+4 ————= = cste,

29 rg

ou v est la vitesse d’écoulement du fluide, P la pression et p la masse volu-
mique.

DEMONSTRATION : On a d’apres I’équation de Navier-Stokes :

2 t 0 t P t
v (Iézv )+ 90(“2;;27 )+92+M205t6-

On est en régime permanent, donc :

v (z, 2,t) P(z,z,t)
T—l—gz—i-T = cste.

U

Proposition 2.5 : Soit V un élément de volume d’un fluide parfait en régime
stationnaire et S la surface le délimitant. on a alors la relation :

//S pi(a, 2,t) (0(x, 2,t).7(2,y, 2)) d*S

+// P(x, 2, t)ii(z,y, 2)d*S — /// pgdxdydz = 0
S 1%

avec 7i(z,y, z) le vecteur normal a la surface S en (x,y,z) orienté vers
lextérieur.

DEMONSTRATION : D’apres la démonstration du lemme 2.3, on a la relation :

Dy -
d—: = —grad P — pg.
D’ou :
an 5 - 8P
p + pt. grad(v;) = 3 0Yi.
T

ot

Or on a I’équation de conservation de la masse % + div(p?) = 0, et comme on
est en régime permanent et que le fluide et incompressible, div(pt) = 0. Alors :

c%i . _, L0~ oP
Por = Ui div(pt) — pv. grad(v;) — Er 0Y;.
ov; d(pv;) ov; 0P
P = U2 D P20 ox; 0w O

J



/ / / 0% ot — / / / Opvsvi+ Poy) 1. / / / pgidrdydz,
v Ot v Oz, v

ou ¢; ; désigne le symbole de Kronecker de i et de j. En appliquant le théoreme
de Green-Ostrogradski, on obtient :

v Ot s 4

On écrit maintenant cette formule sous forme vectorielle, en prenant en compte
le fait que le régime est stationnaire :

0=— //S(pﬁ(ﬁ.ﬁ) + Pit)d*S — ///V pgdzdydz.

2.2 Pose du probleme

On se place a 'embouchure d’un fleuve. La profondeur du fleuve ne doit
pas étre trop élevée et les marées doivent étre assez conséquentes, ce qui limite
les moments et les endroits ot on peut observer un mascaret. On est dans la
situation suivantes :

. 4
Amont : Zyal
— s —»

|
l
I
I
i e

FLEUVE : QCEAN

FIGURE 3 : Situation étudiée

3 Ressaut hydraulique et formation de la vague

Dans tout cet exposé, on se place dans un canal simplement connexe et
on suppose que ’eau se comporte comme un fluide incompressible et que son
écoulement est irrotationnel, i.e que rot(v) = 0.



h(x,t)

>

FIGURE 4 : schéma du canal

3.1 Formation d’un ressaut hydraulique

Proposition 3.1 : Dans un canal de profondeur faible devant la longueur
d’onde des vagues, la vitesse de propagation des ondes surfaciques et propor-
tionnelle au premier ordre a la racine carrée de la profondeur.

DEMONSTRATION : On recherche des régimes ondulatoires (c’est-a dire des
ondes de surface se propageant selon z), donc on a que :

oz, z,t) = A(z)ej(kx_m),

pour un certain A(z), ou w est la pulsation et k le vecteur d’onde.
Or, on sait que Ay = 0, donc on a I’équation pour A :

O?A(z) — K*A(z) = 0.

Et ainsi,
A(z) = aexp(kz) + bexp(—kz).

Orwv, = g—f, Donc
v.(x,2,t) = k (aexp(kz) — bexp(—kz)) exp(j(kz — wt)).
Or on a la condition aux limites au fond du canal (de profondeur H) :
V(z,t) € R x RT v, (z,—H,t) = 0.
Donc on obtient que % =0,et:
aexp(—kH) = bexp(kH).

D’ou
A(z) = b(exp(2kH) exp(kz) + exp(—kz)) .
A(z) = 2bexp(kH) cosh(k(z + H)).
—_——

B(H)
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Or pour l'air, on a la relation :
A'(z) = d exp(—kz),

car le potentiel vitesse s’annule a distance infinie de la surface de contact avec
I’eau. Comme pour ’eau comme pour 'air, on a la relation :

dp

P21 b, 0),1) + pgh(z,t) + P, e, 1), 1) = este,

on a en écrivant h(z,t) = sgexp(j(kx — wt)) :

—jpB(H)w cosh(kH) + P(0) + pgso = cste = —jp'a'w + P'(0) + p'gso.

Or les conditions aux limites a la surface nous donnent la relation :

dp _Oh_d4
027" " ot 92 ="

D’ou :
kB(H)sinh(kH) = —jwsy = —ka'.

En prenant en compte le fait que P(0) = P’(0), on a :

—jpB(H)w cosh(kH) + pgso = jp'd'w — p'gso.

—jpB(H)w cosh(kH) + pgik 2™ sinh(kH) = jp'wB(H) sinh(kH)
+p gk P sinh (K H).
—pw? cosh(kH) + pgksinh(kH) = p'w?sinh(kH) + gp'k sinh(kH).
W = gk (p — ¢) tanh(kH)
p+p tanh(kH)

Or ici on a p > p', donc :
w? = gk tanh(kH).

Et comme on supposé que la hauteur était petite devant la longueur d’onde de
la vague, on a que kH < 1. Donc :

w? = gk*H.

11



Ainsi, lorsque la marée monte, elle s’engouffre dans le canal, moins profond
que la mer, ce qui provoque son ralentissement. Une discontinuité dans la hau-
teur de l'interface eau/air se produit alors avec une hauteur de fluide supérieure
du coté de la mer, et on est dans les conditions d’un ressaut hydraulique.

hixt)

Bxt]

FIGURE 5 : Création d’une discontinuité

Ce ressaut se propage ensuite en vérifiant 1’équation de KdV. Nous mon-
trerons dans ce qui suit que cette équation a des solutions en solitons.

3.2 Nombre de Froude et ressaut hydraulique
Définition 3.2 : Le nombre de Froude d’un fluide est défini par :

r(r) = —U(I)
Fr(z) i)

ou V est la vitesse d’écoulement du fluide selon x, h(x) la profondeur profon-
deur du canal en x et g l'accélération de la gravité.

Remarque 3.3 : Dans le cas du mascaret ou plus généralement d’un ressaut
hydraulique en translation, v est remplacée par U = v—C' ou v est la vitesse du
fluide selon la coordonnée x en amont du ressaut et C est la vitesse du ressaut.
U est donc la vitesse relative du ressaut dans le référentiel se déplacant a la
vitesse du fluide en amont du ressaut.

&~

FIGURE 6 : Schéma du ressaut
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Le comportement du fluide apres un ressaut hydraulique dépend de son
nombre de Froude : s’il est légerement supérieur a 1, on observe une suite
d’ondulations libres a la surface ; s’il est grand devant 1, I’écoulement est tur-
bulent et se présente sous forme de rouleaux. Les deux situations sont possibles
dans le cas du mascaret.

Théoreme 3.4 : Entre les nombres de Froude en amont et en aval de la dis-
continuité, on a la relation suivante ou les ' désignent les grandeurs en aval :

Fr2B3pp2B3(Fr2l3 4 Fr?/3) = 2.

DEMONSTRATION : On a d’apreés le théoréme de Bernoulli :
1
cste = §pv(a:)2 + pgh(z) + P(z, 2),

ou h(z) est la profondeur de 'eau. Or le débit @ = h(z)v(z) est constant. On

a alors :
2 2

v g_ v g
pg TR =p5 @

ou les ’ désignent les grandeurs apres la discontinuité. Comme on est a la
surface, P = P,;, et les vitesses sont prises loin de la discontinuité, alors :

(v —v) {(vntv’) 204 (1 _ l)} ~0.

v
On suppose que v # v, et alors :
1
gQ = §vv’(v + ).

En écrivant Q = h?/3v2/3p/1 /3N /3 = 23y p13y1 /3 et v = Fry/gh, on a :

v2 v
29 = + .
R2/302 /B 313 Br2l3y2/3 1 /3y1/3

D’ou :

Fr2ghFr'\/gh’ Fr2gh' Fry/gh _y
h2/3F7’2/3(gh)1/3h’1/3FT’1/3(gh’)1/6 + h’2/3F7”2/3(gh’)1/3h1/3F7’1/3(gh)1/6 =49

Et ainsi :

Fr2Bpr?B(Fr?l® 4 prilP) = 2,
O

Ceci montre en particulier que Fr > 1 et Fr' <1lou Fr <1let Fr' > 1.

Théoréme 3.5 : On a la relation suivante entre les profondeurs en aval et
en amont de la discontinuité ou les ' désignent les grandeurs en aval de la

discontinuité :
H =141+ 8Fr?
H 2 ’
avec H et H' qui désignent la hauteur d’eau en amont et en aval respectivement.

13



DEMONSTRATION :

b
z
AMONT AVAL
X
%,
B C
'y
'
|
y H
A
D 3

FIGURE 7 : Vague a un instant donné.

On applique le théoreme 2.5 au pavé défini par la surface ABCD et par
un segment Y pris sur la droite (Oy). On nomme 7i(x,y, z) le vecteur sortant
normal & la surface S entourant le volume V' au point (z,y, z) et on appelle v,
et n, les composantes selon (Ox) de ¢ la vitesse d’écoulement du fluide et de
7. On a en projetant sur €, :

//pvgc d25+// :Eznde = 0.

Soit U = v,(x4) et U' = v, (xp). Comme on a un fluide incompressible :

oP
P —(2) = —pg.

P(ﬁ, Z) = Pur + pg(h(l’) - Z)7
ou h(zx) est la profondeur du canal en z avec h(x4) = h(—oc) = H et h(xp) =

h(+00) = H'. Donc comme on suppose que () = v.(x)ée;

/ / pvg (2 ).i)d?S = (pUH' — pU*H)Y.

De plus, comme on a projeté selon x, les seules intégrales non nulles sont celles
selon un coté x = cste. De plus, entre E et C', P = cste = P,;,.. Donc :

//S P(z,2)n,d*S =

(Pazr(H_Hl)_/O (Pam‘_pg<H_Z))dz+/0 (Paw—l-pg(Hl—z))dz) Y.

// z, 2)n.d*S (H’2 H?)Y.

14
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D’ou :
U?H' — WH+2m” H?) = 0.

Or U'H' = UH par conservation du débit.

Hl2
U2OT—7?)+guﬂ—Jﬁ):o

(H—Eﬁﬁ%?—%ﬁ+ﬂﬂ:0

Comme H # H',
H H+ H
(g J—
U=\9g—
H H+H
U=1\/g— .
TH 2

En développant la deuxieme formule, on a :

gH? + gHH' —2U*H = 0.

(fP)Q H 202
— ) +=—-==0.

H H gH
En résolvant cette équation de degré 2 en %, on trouve :
H' =141+ 8Fr?
H 2 ‘

O

On a ainsi relié le différence de hauteurs au niveau du ressaut hydraulique
au nombre de Froude en amont du saut.

Proposition 3.6 : En amont du ressaut hydraulique, la vitesse U du fluide
est plus élevée que celle des ondes surfaciques, en aval elle est moins élevée.
Ceci est équivalent au fait que Fr > 1 et F'r’ < 1, on a donc un changement
de régime au niveau du ressaut hydraulique.

HH+H
U'=\l975 .

DEMONSTRATION : On a :

HH+H’
Et H' H donc :
2H'
U < )
979
U>+/gH.
Et on a bien Fr > 1 et Fr’ < 1. O

15



Remarque 3.7 : Dans la nature, on observe deux types de mascaret, la tran-
sition entre les deux semblant dépendre du mombre de Froude si celui-ci est
faible (inférieur ou de l'ordre de 1.3), une série de vagues se forme au niveau
du ressaut, sinon la vague initiale se brise et c’est un front raide qui se propage,
comme illustré sur la figure 4. Cependant, aucun calcul théorique ni simulation
numérique n’aboutit a ces résultats aujourd hus.

L L
H H

FIGURE 8 : Figure de gauche : propagation d’un ressaut avec un nombre de Froude Fr<1.2; figure de

droite, propagation d’un ressaut avec Fr>1.5

FIGURE 9 : A droite : mascaret turbulant sur le Qiantang (Chine), a gauche : mascaret ondulant sur

I’Amazone

Remarque 3.8 : Sur les schémas, l’amont est a gauche et méme si la discon-
tinuité se propage de droite a gauche, l’eau coule de gauche a droite. Sur les
photos, c’est le contraire.

Le ressaut hydraulique va ensuite se propager en suivant 1’équation de KdV,
que nous allons étudier dans le suite de cet exposé.

Remarque 3.9 : L’expression du nombre de Froude proposée ict s’applique en
réalité uniquement dans le cas d’un canal rectangulaire. Dans le cas général,
la définition du nombre de Froude est :

2

gD’
avec D = %, ou A est l'aire d’une coupe transverse de la riviere. Dans le

cas d’un canal rectangulaire, on a A = LH ou L est la largeur du canal, et on

retrouve bien que Fr = —*.
q JoT

Fr?

16



4 Utilisation d’opérateurs linéaires pour la ré-
solution d’équations non linéaires

Dans cette partie, nous étudierons des méthodes de résolution de I’équation
de Korteveg-de Vries et montrerons que cette équation a des solutions qui se
comportent comme une double vague aux temps grands.

4.1 Préliminaires

Définition 4.1 : L’équation de Korteweg-de Vries (KdV) est une équation
d’ordre 3 régissant le mouvement d’un fluide. Elle s’écrit :

O = —(udyu + Pu) = K(u).

Remarque 4.2 : Cette équation est obtenue en effectuant un développement
au deuxieme ordre des équations d’Euler, obtenues en supposant le liquide in-
compressible, ’écoulement irrotationnel et, que z = h(z,t) a la surface, que
la composante verticale de la vitesse est nulle au fond du canal et en utilisant
l’équation de Newton reliant accélération et forces exercées sur les particules

du fluides :

Ap =0 pour 0< z < h(z,t).
d,p=0 pour z€ R, teR, z=0.
0,0 = Oth + 0,00.h pour z € Rt € R, z = h(x,t).

o+ 2((0x9)* + (0:9)*) + gh =0 pour z€R,t€R,z=h(z,t).

@ représente le potentiel vitesse et h(x,t) la profondeur du canal en (z,t). Au
premier ordre, on obtient [’équation :

Oth(z,t) + \/gHOh(z,t) =0,

ou H est la profondeur moyenne du canal. Cette équation est celle d’une onde
solitaire se déplacant a la vitesse \/gH. Au deuziéme ordre, on obtient I’équa-
tion de KdV. Celle-ci reste valable dans la limite ou le rapport de I’amplitude
de l'onde qui se propage par la profondeur du canal est de lordre du rapport
entre cette profondeur et la longueur d’onde au carré, celui-ci restant négli-
geable devant 1.

On étudiera pour certains théoremes une classe plus générale d’équations,
de la forme :
Ou = K'(u)

avec K’ un opérateur linéaire.

Hypothese 4.3 : On se place dans un espace de Hilbert H. Nous étudions
ici les solutions (x,t) — u(x,t) C®, définies pour tout t € R et qui tendent
vers 0 quand x — 00 ainsi que leurs dérivées. On suppose de plus que pour
toute solution wu, il existe (Ck)renz € RN tel que Vk € N2Vt € R,Vz €
R, |08 0F2u(z,t)| < Ck, ot k = (ki,ks). On suppose enfin que pour toute so-
lution (x,t) — u(x,t), il existe une fonction g intégrable sur R ne dépendant
que de la position et telle que Yo € R,Vt € R, |[u(z,t)| < g(x).
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Proposition 4.4 : De telles solutions de l’équation de KdV sont déterminées
uniquement par leurs conditions initiales.

DEMONSTRATION : Soit u et v deux solutions de ’équation de KdV, telles
que Vz € R u(x,0) = v(z,0). En soustrayant les deux équations et en posant
w=u—vona:

O + udpu + OPu — (O + vOv + ) =
Oyw + ud,w + woyv + 3310 =0.
On multiplie ensuite I’équation par w et on integre sur tout R en z. Alors :

wow + uwd,w + wdv + wdw = 0.

/R (at (%uP) (2,1) + ulz, )0, (%uP) (x,t)) dx

—I—/R (w?(z,t)0,v(z, t) + w(z, t)0w(z, t)) de =0
Or :
/w(x,t)(?i’ (2, t)dz = [wdw] /8 w(z, t)0*w(z, t)dx

et comme w et 9%w tendent vers 0 quand z — 400, on a :

/R w(z, )0 (x, t)dz — — /R 0, (%&C(wQ)) (2, ) = [—%Gx(wQ)] o

—0o0

Et de méme en effectuant une intégration par partie,

/Ru(x,t) (x,t)0,w(x, t)dx /8uxt (x,t)dx.

Comme on a supposé que u était majorée par une fonction ne dépendant
que de x et intégrable sur R, donc on peut appliquer le théoreme de convergence

dominée, et :
/8,5 (z,t)dr = (’9t/ 2(x,t)dx.
R
Ainsi,

O /R %wQ(m,t)d:L‘ +/ (axv(x,t) — %@Cu(x,t)) w?(z,t)dz = 0.

En notant E(t) = 3 [, w?(z,t)dz et m = sup |20,v(z,t) — d,u(x,t) |, on a
(z,t)€R2
m < oo par hypothese, et on obtient 'inégalité :
dFE
<mkE(t
“E(t) < mE().

D’apres le lemme de Gronwall, 0 < E(t) < E(0)e™ et donc comme E(0) = 0,
on a:

VteR,0 < /wZ(a;,t)dx = 2E(t) = 0.
R
Ainsi Vo € R,Vt € R, u(z,t) = v(x,t). O
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4.2 Paires de Lax

Dans ce paragraphe, nous montrerons le théoreme suivant :

Théoreme 4.5 : Soit u solution de l’équation de KdV et L, = D + %u ou D
est l'opérateur différentiel. Supposons qu’il existe B opérateur antisymétrique
dépendant de u tel que : [B, L, = K(u)I ou I désigne l'opérateur identité et
[A, Al = AA" — A’A. Alors les valeurs propres de L, sont des intégrales de
l’équation de KdV.

Proposition 4.6 : Les solutions de KdV respectant [’hypothése 4.3 sont dé-
terminées uniquement par leurs conditions initiales.

On peut donc a priori associer de maniere unique a chaque solution un
opérateur linéaire, celui-ci ne dépendant également que des conditions initiales.

Définition 4.7 : On considere une famille (L(t))er d’opérateurs linéaires.
Les (L(t))ter sont dits unitairement équivalents s’il existe une famille (U(t))er
d’opérateurs unitaires ne dépendant que du temps telle que (U (t) " L(t)U(t))ier
ne dépende pas du temps.

Théoréme 4.8 : Soit F un espace de fonctions tel que x — u(x,t) soit dans
F pour tout t € R. On suppose que l'on peut associer a chaque fonction u
de F un opérateur linéaire auto-adjoint L = L, appartenant a H tel que si
u vérifie Oyu = K'(u) alors (L, (t))ier est unitairement équivalent. Alors, les
valeurs propres de L, sont des intégrales premieres de l’équation considérée.

DEMONSTRATION Soit A(0) une valeur propre de L,(0) = L(0) et ¢t € R. Soit
¥ tel que L(0)yp = Aip. On pose p(t) = U(t)U(0)'¢(t). C'est possible car
U(0) est unitaire donc inversible. Soit V' = U~(¢)L(¢)U(t). Alors :

L(t)p(t) = U®U0)" (UO)VU(0) HUOU(t) ' o(t).

)
L(t)g(t) = U)U(0) L(0)(1).
L(t)e(t) = AU)U(0) " (1).
L(t)p(t) = Ap(t).

Donc A est valeur propre de L(t) pour tout t. Comme 0 ne joue pas de
role particulier, on a alors que pour tous t,t" € R, toutes les valeurs propres
de L,(t) sont valeurs propres de L,(t'). Donc les valeurs propres de L, sont
constantes au cours du temps. 0

Lemme 4.9 : Toute famille d’opérateurs unitaires ne dépendant que du temps
vérifie une équation de la forme :

oU =BU

ou Vt € R, B(t) est antisymétrique. Réciproquement toute solution de O,U =
BU forme une famille d’opérateurs telle que ((U*U)(t))ier ne dépende pas du
temps.
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DEMONSTRATION : On consideére une famille (U(t)).cr d’opérateurs unitaires.
Comme U est inversible, on peut poser pour tout ¢ :

B(t) = (0,UU)(¢).
Alors :
oU*(t) = (U*B")(t).

Orona:
Ut =—U9UU = -U"'B.

Comme U est unitaire, on a finalement :
O(U*)(t) = 0 (U)(1).
Et ainsi :
U*B*=-U"'B.
Finalement :
B*(t) = —B(t).

En particulier, B est antisymétrique. Réciproquement si U (t) vérifie '’équation,
on a:

@U*U — U*atU"— 8tU*
Or 0,(U*) = U*B* = —U*B. Ainsi :
0,(U*U)=U"BU —U*BU = 0.

Donc U*U = M, avec M constante au cours du temps. 0

Théoréme 4.10 : Si u vérifie l’équation Oyu = K'(u) et si L(t) vérifie une
équation du type :

oL =B, L]
avec B tel que B* = —B, alors les valeurs propres de L sont des intégrales
premiéres de 'équation Oyu = K'(u).

DEMONSTRATION : On suppose qu'on a B tel que 9,L = [B, L] et B* = —B.
Soit alors ¢t +— U(t) telle que ,U = BU. Alors on sait que U*U = M avec M
constante au cours du temps et inversible. Comme M est inversible et symé-
trique, quitte a multiplier U par I'inverse de la racine de M, on peut supposer
que M = Id et donc que U est unitaire. On pose P(t) = U(t)"'L(¢)U(t).
Montrons que 9;P = 0. On aura alors que les (L(t))cr sont unitairement
équivalents et d’apres le théoreme 4.8 on aura le résultat souhaité. Or :

P =-U"'9UU LU + U '0,LU + U 'Lo,U.

OP=—-UYBL+6,L + LB)U.
Donc par définition de L et de B,

atP - 0
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Proposition 4.11 : Soit u solution de KdV. Soit L = D* + %u[ et
B =24(D? + guD + Dgu). Alors [B, L] = K (u)I.

DEMONSTRATION : Soient b = %u et U = ul. Alors :

[B,L] = 24(D*(Ut) + 1bDU + bD? + DbD? — Dblu
—D?bD — D3 — gubD — zuDb — zuD?).

(B, L] = 24(5(03u 4 302uD + 30,uD? + uD?) + ¢b(dyu + uD) + bD?
+ 0,bD* + bD? + L(d,b)u + +bd,u — bD? — 29,bD* — tuD?® — (02b) D
— (92b+ 302bD + 39,bD? + bD?) — tubD — tubD — 2ud,b).

1 1 1 1
[B,L] =24 (gagu + EﬁiuD + EaquQ + gb&cu — 40,bD* — 49%bD — agb) :
Soit, d’apres la définition de b :
[B, L] = (02u + ud,u)l.

O

Ainsi, comme D* = —D, on a également B* = —B et d’apres le théoreme
4.10, les valeurs propres de L l'opérateur de Schrodinger sont des intégrales
premieres de KdV.

Remarque 4.12 : Si on généralise ce processus en posant B, = DI +
q . .

S (b;D¥1 + D¥1;), qui est bien antisymétrique avec les b; choisis de telle
j=1

sorte que [By, L] n'ait que des termes d’ordre 0 en D (ce qui est possible car
[By, L] est symétrique), alors l'équation Oyu = [By, L] = K,(u) a aussi pour

intégrales les valeurs propres de l'opérateur de Schrodinger.

On peut généraliser ce qui a été fait pour I'équation de KAV de la maniere
suivante :

Théoreme 4.13 : Soit L un opérateur auto-adjoint tel que L, = Lo+ M, ot
Ly est indépendant du temps et M, dépend linéairement de w. Supposons qu’il
existe B antisymétrique tel que (B, L,| = Mg . Alors le valeurs propres du
L, sont des intégrales de l’équation Oyu = K'(u).

DEMONSTRATION : Soit u telle que dyu = K'(u) et L = Lo+ M, ou L,, dépend
linéairement de u est Ly est indépendant du temps. Alors O,L, = O;M, =
Mp,w = M. Alnsi, si il existe B antisymétrique tel que [B, L, = Mg
alors [B, L,] = 0;L,. On est donc dans les hypotheses du théoréme 4.10 et les
valeurs propres de L sont bien des intégrales de I’équation considérée. O

Ces opérateurs B et L forment ce qu’on appelle une paire de Lax pour la
fonction wu.
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Remarque 4.14 : Dans le cas de KdV on a bien que L s’écrit L, = Lo+ M,
avec Ly = D? et M, = %u. Le théoreme 4.5 est donc un cas particulier du
théoreme ci-dessus.

Ainsi, dans le cas ou un fluide vérifie ’équation de KdV, on peut trouver
des constantes du mouvement.

5 Ondes solitaires et comportement asympto-
tique

Dans ce paragraphe, nous étudierons en particulier les solutions de KdV
qui se comportent comme une vague solitaire allant a la vitesse c.

5.1 Ondes solitaires
Proposition 5.1 : Pour tout ¢ > 0, l’équation de KdV a un unique soliton se

propageant a la vitesse ¢ et disparaissant quand x — F00.

DEMONSTRATION : Montrons que KdV posséde des solutions de la forme
u(z,t) = s(x — ct), ¢ étant la vitesse de la vague. Si u est une telle solution,
alors on a :

—COy5 + 50,5 + 025 = 0.

En intégrant par rapport a x et en tentant compte du fait que
Vk € N, lim 0fs =0, on a:

T—00
L, 2
—cs + 5% + 0,5 =0.
En multipliant par 20,s et en intégrant a nouveau on obtient :

1
—cs? + 533 +9,8% = 0.

On suppose que 9,5(0) = 0. Soit s : z +— 3csech’($z4/c) ot sech = .

ch
Montrons que s est solution de KdV :
9 9 1 1 3 (1
(0,5)" = 9c —25\/Esh FTVe sech §x\/E

(0,5)? = 9¢* (sh (%x c) sech? (%wz))Q :

1 1 1 1
—cs® + =53 = —9¢ sech? (5:15\/5) + 52703 sech® (533\/5) .

2

3

1 1 1
—cs? + 533 = —9¢* sech? (ﬁx\/E) [1 — sech? (éx\/g)] .
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1 1 1
—cs® + §53 = —9¢® sech? (ﬁx\/é) th? (533\@) .

1 1 1
—cs® + §83 = —9¢3 sech® (5115 c) sh? (533\/E> .

Donc on a bien que —cs? + %33 + 0,582 =0, et s est solution de KdV. U

Définition 5.2 : Soit u solution de KdV. On pose u.(z,0) = u(x,0)+ef(z) o
f est une fonction quelconque. Ainsi, on peut définir une famille de solutions
ue dont la valeur initiale dépend de ¢.

Définition 5.3 : On suppose que K est différentiable. On pose alors :

0K (u+ ¢ev)

o |le=0 = V(u)w.

V' est appelé variation de K.

Définition 5.4 : On appelle équation variationnelle ’équation

O = V(u)v

Oue
Oe

avec v = c—0, obtenue en différentiant Oyu = K (u) par rapport a e.

Lemme 5.5 : Soient u une solution de l’équation Oyu = K(u) , v solution de
léquation Oy = V(u)v. Alors si I est une intégrale de Oyu = K(u) et G son
gradient, on a que :

< G(u),v >

est indépendant du temps, ou <,> désigne un produit scalaire sur H.

DEMONSTRATION : Soit I(u) une intégrale de 1’équation en question qu’on
suppose différentiable au sens de Fréchet, c’est-a-dire que

0

—I(u+ev

521 ( )

existe et est linéaire en v. D’apres le théoreme de Riesz-Fréchet, on peut alors
écrire 9

—I(u+ev) =< G(u),v >

oI+ ev) =< Glu)

avec un produit scalaire adapté. Alors si u. est une famille correspondant a la
définition 5.2 on a que I(u.(t)) est indépendant du temps. On différentie par
rapport a € :

d 0
= ——=1 .
0= gear )
Donc par linéarité de 21 (u + cv) :
d 0
~ 2% ().
0= o)
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Lemme 5.6 : Soit s une onde solitaire solution de Ou = K'(u) ot K'(u)
est différentiable et o l’équation est invariante par translation. Soit I(u) une
intégrale premiére de 'équation. Alors si G le gradient de I(u) s’annule quand
x — Foo et V la variation de K on a :

(—eD +V*(s))G(s) = 0.
DEMONSTRATION : On prend v solution de ’équation variationnelle et on pose
w(z,t) = v(z + ct,t).
Alors d’apres le lemme 5.5
< G(s(x —ct)),v(z,t) >

ne dépend pas du temps. Par invariance par translation, < G(s(z)), w(z,t) >
ne dépend pas non plus du temps. En différentiant par rapport a t on obtient :

< G(s), 0w >= 0.
Or d’apres la définition de w on a :
Oyw = cOyv + .

Comme Oyu = K(u) est invariante par translation, si 7" est un opérateur de
translation, il commute avec K et on a :

Tow=TVv=VTv=Vuw.

D’ou
ow = (cD +V(s))w.
Ainsi :
< G(s),(cD+V(s))w >=0.

Or par hypothese, I’équation est invariante par translation. Donc :
O, < G(s),cw >=0=< 9,G(s),cw >+ < G(s), ,w > .

< —0,G(s),cw >=< G(s),0,w > .
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Donc on a —D = D*, et :
< (eD* +VHGE(s),w >= 0.

< (=eD +V*)G(s),w >= 0.

On peut choisir n’importe quelle valeur pour w(.,t) d’apres la proposition 2.2.
Ainsi :
(—eD +V*(s))G(s) = 0.
O

Lemme 5.7 : Si s est une onde solitaire solution de Oyu = K(u) et si cette
équation préserve ['énergie, i.e si < u(t),u(t) > est constant au cours du temps
alors

(¢cD—V*(s))s =0.

DEMONSTRATION : Comme on a supposé que I’énergie était conservée au cours
du temps on a :
0=2<u,du>=2<u,K(u)>.

En différentiant par rapport a € on trouve :
<v,K(u) >+ <u,V(u)v >=0.
< v, K(u) + V*(u)u >= 0.

v étant arbitraire on a a nouveau :

K(u) + V*(u)u = 0.
Or s est une onde solitaire donc :

0=co,s+ K(s).

En utilisant le résultat précédent on a que :

(¢cD—V*(s))s =0.

U

Théoréme 5.8 : On suppose que l'équation Oyu = K'(u) a les propriétés sui-
vantes :

1. K(u) est différentiable. On notera sa variation V{(u).

2. L’équation Oyu = K'(u) est invariante par translation et préserve l’éner-
gie, 1.e st u est solution de l’équation, < u,u > ne dépend pas du temps
pour un certain produit scalaire.

3. L’équation Oyu = K'(u) a une solution en onde solitaire s.
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4. Toutes les fonctions appartenant au noyau de (¢D —V*)(s) et s’annulant
en oo sont multiples de s, ou s est une onde solitaire solution de KdV
voyageant a vitesse c.

Soit de plus I(u) une intégrale de l’équation telle que :

5. I(u) est différentiable.

6. St G est le gradient de I pour le méme produit scalaire que l’énergie, G

s’annule en £00,
Alors :
G(s) = ks

ot k dépend de I et de c.

DEMONSTRATION : Les conditions 1, 2, 3 et 5 nous permettent d’utiliser le
lemme 5.6. On a donc que :

(¢cD+V*(s))G(s) =0.
Les conditions 4 et 6 montrent alors que :
G(s) = ks.

k dépend de s et de I et comme s ne dépend que de ¢ on a ce qu’on voulait.
Le lemme 5.7 assure que s se trouve également dans le noyau de ¢cD — V*. [J

Il existe donc des solitons solutions de KdV et au premier ordre ceux-ci ne
se déforment pas. Cependant, le mascaret étant formé de plusieurs vagues, il
reste a voir comment celles-ci sont créées et évoluent.
Initialement, on est dans la situation représentée sur la figure 2. Or on peut
prolonger et translater cette fonction de maniere a ce qu’elle soit paire et 27-
périodique.

L4

FIGURE 10

On peut alors décomposer cette fonction en somme de cosinus ayant chacun
une amplitude différente d’apres la théorie de Fourier. Si les ondes solitaires
formées par chaque sinus n’interagissent pas, comme la vitesse d'une onde dé-
pend de son amplitude, la discontinuité initiale va se déformer pour former une
série de solitons se déplacant d’autant plus vite qu’ils sont hauts.
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Or, on peut montrer que pour une condition initiale u(z,t = —oo) formée
de deux vagues si(x) et sy(x) assez éloignées pour que leurs queues ne se
chevauchent pas et telle que si ¢; > ¢, la vague 1 soit plus loin que la vague
2. Alors les deux vagues vont se rapprocher I'une de 'autre, interagir, puis se
séparer et finalement elles auront juste échangé leurs places (a une phase pres).

Ceci peut étre résumé dans le théoréme suivant (dont on explicitera seule-
ment les grandes étapes de la démonstration) :

Théoreme 5.9 : Pour tout couple de vitesses ¢y et ¢y il existe une onde double,
c’est-a dire une solution d de KdV telle qu’il existe 0,07 ,05,05 tels que :

d(x,t) — s1(x — ert — 0F) — sy — cot — 6F)
tend uniformément vers 0 quand xr — +oo.

DEMONSTRATION :

1. On commence par prendre une solution en onde double s’écrivant :
d(x,t) = s1(x — et — 01, ¢1) + sa(x — ot — 05, ¢c2) + erreur(t)

On peut alors montrer on utilisant des arguments physiques que 'erreur
est en O(e™") quand t — —oo.

2. On trouve trois intégrales du mouvement Iy, I, I3. Comme on sait que
si s est une onde solitaire et G le gradient d’une intégrale du mouvement
on a G(s) = k(I,s)s, on peut alors trouver une combinaison linéaire de
I1,15,15 tel que son gradient (noté (G) annule s; et ss.

3. Comme G(s1) = G(s2) = 0, on a aussiG(d) = 0 et donc pour tout v
solution de I’équation variationnelle, en moins 'infini :

< G(d),v >=0.

Comme < G(d(t),v(t) > ne dépend pas du temps et que l'on peut
prendre n’importe quelle valeur pour v(t), on a que Vt, G(d(t)) = 0.

4. Si on explicite ces calculs, on obtient une série d’équations différentielles
non linéaires qui nous permettent d’étudier le comportement des maxi-
mums locaux de d(x,t). On montre ainsi que : V¢ € R, d(z,t) a exacte-

ment 2 maximums dans le cas ou z—; < %

5. On pose y(t) = maximum global de d a l'instant ¢. On a grace aux
équations vérifiées par si,s et d que les conditions de Cauchy de d en
x = y(t) tendent vers celles de s; quand t — oo et de méme elle tendent
vers celles de sy quand ¢t — —oo. Donc par dépendance continue des
solutions en fonction de leurs données de Cauchy, on a que :
tlgcnoo d(z —y(t),t) = s12(2).

6. On a alors que d(z,t) tend vers la superposition de deux vagues solitaires
voyageant a des vitesses différentes.
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7. Dans le cas ou ¢- > %g’ on montre d’abord que le maximum global
reste dans un certain intervalle [ng,n;] puis on peut procéder comme

précédemment.

5.2 Valeurs propres de l’opérateur de Schrédinger et
vitesse des solitons

Conjecture 5.10 : Soit u une solution de KdV définie sur R?, et qui s annule
en v = too. Alors il existe N nombres c1,cs...cy, appelés vitesses propres de
u, et 2N nombres jS,j € {1..N} tels que :

{ s(x—@f,cj) sic=g¢j.

lim wu(x 4+ ct,t) = 0 i ctc
2

r—+o0
On va désormais montrer le théoreme suivant :

Théoréme 5.11 : Si A;(u),...An(u) sont les valeurs propres de l'opérateur de
Schrodinger associé a u, solution de KdV et si cy,...cy sont les vitesses propres
associées a u, alors on a la relation : c; = 4\;.

Proposition 5.12 : L’équation de KdV wvérifie les propriétés nécessaires a
Uapplication du théoréeme 5.8. Ses ondes solitaires sont donc valeurs propres
du gradient de ses intégrales différentiables si ce gradient s’annule quand x —
+o00.

DEMONSTRATION 1. K(u) = ud,u + d2u et comme on étudie les solutions
C>, K(u) est bien différentiable.
2. K ne dépendant pas de la position, 1’'équation 0; = K (u) est invariante

par translation. De plus si E(t) = 5 [ u?(2,t)dz, on a :

%(t) :/Ru(:z:,t)atu(x,t)dx.

%(t) = /Ru(x,t) (u(z,t)0u(z, t) + Bu(z,t)) du.
Cil_f(t) — /Ru2(x,t)8$u(x,t) + u(z, t)u(z, t).
Cil_f(t) = /R (890 (%) (z,t) + O (ud?u)(x,t) — 8xu(x,t)8§u(:v,t)) dx.
dE

P - /R o, (“; + ubtu— (8xu)2> (2, £)da.

Et comme u et toutes ses dérivées tendent vers 0 en £00, on a bien que
E(t) est indépendant du temps.
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3. On a déja montré en proposition 5.1 que KdV a des solutions en ondes

solitaires.
4.
K(u+ev) = — ((u+ev)dy(u+ev) + 92 (u+ ev)) .
D’ou 3
I Ct) VR S S
Oe

Ainsi

V(u) = —Du — D*.

V*(u) =uD + D?
car D* = —D. Or, on peut montrer que toute les fonctions qui sont dans
le noyau de

(c—s)D - D?

et s’annulant a 'infini sont multiples de s.

0

DEMONSTRATION Preuve du théoréme 5.11 On applique le théoréme 5.8
aux A(u), les valeurs propres de l'opérateur L = D + %u et qui sont bien des
intégrales premieres du mouvement. On a alors : Lw = A(u)w pour un certain
w. On note u. = u + ev. Alors L(u.)w = A(u:)w. On différentie par rapport a
€ et on obtient :

1
Lo-w + évw = \0.w + 0. \w.

On a alors :
1
< Lo.w,w >+ < ng,w >=< \0.w,w >+ < . w,w > .

Or L est symétrique et donc :
< Lo.w,w >=< d.w, Lw >=< d.w, \w > .
< Lo.w,w >=< 0:\w,w > .
D’ou :

1
6<vw,w >= 0.\ < w,w > .

On peut supposer < w,w >= 1 et on a alors :

1 1
O\ =< G w >=< 6@02 > .

oll <, > désigne le produit scalaire canonique sur L?. Or on sait que

O\ =< G(u),v >,
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et ainsi G(u) = %wz. Comme par hypothese, les fonctions propres s’annulent
a 'infini, on peut utiliser le théoreme 5.8, et G(s) = ks. D’ou si w est une
fonction propre de L, w = k’s'/2, ot k est constant au cours du temps. On peut
supposer que cette constante vaut un (cela revient a prendre un w particulier),
et on a alors :

1
O, w = 583633’1/2.

1 1
O*w = 5(‘3535—1/2 - 1(8363)25_3/2.

xT

Or, pour les ondes solitaires, on a :
1
—cs + 552 + 925 =0
et

1
—cs® + 533 + (9,5)* = 0.

1 1 1/1
OPw = 3 (cs - 532) s 4 1 <§33 - cs2> s73/2,

Or Lw = 92w + sw, donc :

2 4 12 4 6 '
1
Lw = ~cs'/?.
w=Jes
Donc comme Lw = Aw = As'/?, on obtient :
c(s) = 4X(s).

5.3 Equation de KdV et équation de Burgers

Définition 5.13 : L’équation de Burgers est définie sur ’espace de Schwartz
S par :
Vt € [0,T],Vx € R, Oyu + ud,u = 0.

oulT' > 0. C’est l’'équation de KdV sans le terme visqueux.
Proposition 5.14 : Cette équation n’admet pas de solitons non constants.

DEMONSTRATION : Supposons que u soit solution de cette équation et telle
que u(z,t) = f(x — ct). Alors :

O + udyu = —cO f + fO.f.
0= (—c+ f)o.f.

Donc f est constante sur tout R. (l
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Définition 5.15 : Soit € > 0. On appelle KdV_ l’équation suivante :
Yt € [0,T],Vz € R, yu + ud,u + £02u = 0,

Proposition 5.16 : KdV. admet des solutions en ondes solitaires. De plus,
si u est solution de KdV, (z,t) — e/3u(e™3x,t) vérifie KdV..

DEMONSTRATION : Soit u une solution de KAV et w : (x,t) + e'/3u(e=3x, t).
Alors on a :

dyw + woyw + ePw = £Y3u + Y3udu + e 303,

dyw 4+ wo,w + ePw = Y3 (u + ud,u + du) = 0.

Donc w est bien solution de KdV., et si # — s(z) est un soliton de I’équation
de KdV, z + ¢'/35(71/32) est un soliton de KdV.. O

Comme I’équation de Burgers et la limite quand ¢ tend vers 0 de I'équation
de KdV, on peut se demander pourquoi celle-ci n’admet pas de solution en
onde solitaire.

Théoréme 5.17 : Soit ¢ > 0. On appelle v — s..(x) l'onde solitaire solution
de KdV. se propageant a la vitesse c. Alors on a que les s.. tendent uniformé-
ment vers 0 sur tous les intervalles de la forme I =] — 0o, —a X [a, +00[, ot
a > 0.

DEMONSTRATION : Soit s.. comme dans 1’énoncé du théoreme. Alors s est
positive, paire et :
x\/c
0;,35075 = —30\/ESh(W)
Donc s est strictement croissante pour x < 0, strictement décroissante pour
x> 0 et admet un maximum global en 0, qui vaut 3ce'/3. On a donc :

1
SUD [Sce| = See() = 3061/3ﬁ.
vel ch (;E Ve )
Or
lim (s, (a)) = lim 3¢e'/?———— = 0.
e—0 e—0 Ch2 < x+/C >
2e1/3
Donc on a le résultat voulu. ]

Ainsi, I’équation de Burgers ne peut avoir des solutions en onde solitaires
non nulles.
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6 Etude expérimentale du mascaret de la Ga-
ronne

6.1 Présentation

Le laboratoire EPOC de Bordeaux, ou s’est déroulée une partie de mon
stage, étudie 1’évolution des milieux aquatiques en associant recherche scien-
tifique multidisciplinaire et observation des milieux marin et estuarien. C’est
dans ce cadre qu’a été mis en place un programme de recherche sur le mas-
caret afin de mieux comprendre son évolution et son impact sur la riviere
(transport de sédiments, affouillement des rives...). Les mesures ont plusieurs
objectifs : la validation d’un systeme de modélisation a partir des équations de
Green-Naghdi qui pourrait a terme étre utilisé dans la simulation de la propa-
gation d'un tsunami, la détermination des conditions d’existence du mascaret
et 'impact du passage de la vague sur les sédiments de la riviere ainsi que
I’étude des vagues secondaires, les éteules, et des turbulences causées par le
passage du mascaret, pour évaluer 1’éventuel impact biologique et écologique
de ce phénomene. Ces mesures pourront étre utilisées afin de prévoir I'impact
qu’a 'homme sur le mascaret lorsqu’il modifie la riviere : en effet plusieurs
mascarets, dont celui de la Seine, ont disparu a la suite de travaux humains.
L’écosysteme étant modifié par les changements du mascaret, il est important
de mesurer I'impact que I’homme a sur celui-ci. Ce paragraphe a donc pour
but d’expliquer les mesures expérimentales qui ont été faites sur la Garonne,
pres de Podensac, en Aquitaine. Ces mesures sont les plus importantes jamais
réalisées dans le cadre de I’étude du mascaret. En effet, ce phénomene est as-
sez peu étudié, en grande partie parce qu’il condense de nombreux problemes
encore ouverts (propagation de la marée, déferlement des vagues...).

/ - Dardlogre

o

Podensac

i Garonne

FIGURE 11 : Lieu des mesures expérimentales.

Ce site a été choisi pour diverses raisons, soit d’ordre pratique (proximité
du laboratoire, faible présence de surfeurs...), soit relatives a la topographie du
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site (portion de riviere droite, ce qui évite les perturbations liées aux virages,
profondeur relativement faible...). Les mesures ont été faites en septembre car
c’est le mois ou 'on peut observer les plus beaux mascarets.

6.2 Présentation du matériel de mesure

Les mesures qui seront présentées dans la suite de 'exposé ont été faites en
mars 2010 dans le cadre d'une campagne de pré-mesure qui préparait celle de
septembre 2010. Les mémes appareils ont été utilisés pour les deux séries de
mesures. Trois types d’instruments ont été mouillés pendant cette campagne :

ADCP (Acoustic Doppler Current Profiler : c’est un appareil de me-
sure de la famille des sonars qui permet de mesurer la vitesse d’un écoulement
pour une gamme de profondeurs donnée. Il envoie 4 faisceaux d’ultrasons a une
fréquence pré-programmée. L'un mesurera la vitesse de 1’écoulement en hau-
teur, le deuxieme selon I’Ouest, le troisieme selon le Nord et le dernier permet
de controler 'erreur par une double mesure selon une direction. Ces faisceaux
sont alors diffusés dans toutes les directions par les matieres en suspension
dans 'eau, et qui suivent le courant. Une partie de ces faisceaux revient donc
vers les capteurs et I'appareil en déduit la vitesse des particules par effet Dop-
pler. Comme certaines particules peuvent avoir une vitesse relative par rapport
a l'eau, il moyenne ensuite les différentes vitesses trouvées dans une “cellule”
de taille pré-programmée. L’ ADCP répete cette opération a différentes pro-
fondeurs afin d’obtenir un profil complet de la vitesse de 1’écoulement. Ces
mesures permettent alors d’avoir un apercu global de 1’évolution des courants
dans la riviere. ADCP contient égalemment un capteur de pression. Dans le
cas de la campagne de septembre, deux ADCP ont été mouillés,les deux étaient
réglés sur une fréquence d’acquisition de 2Hz, mais I'un avait une résolution
(taille des cellules) de 5em alors que lautre en avait une de 20 cm. Le premier
enregistrera donc des mesures plus fines que le second, mais la mémoire em-
barquée étant limitée, ces mesures s’étaleront sur un temps plus court. Ainsi,
ces deux appareils mesureront des données complémentaires.

FIGURE 12 : ADCP prét a étre mouillé.
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ADV (Acoustic Doppler Velocimetry) : Son fonctionnement est si-
milaire a celui d'un ADCP. Cependant sa résolution et donc sont utilisation
sont différentes. En effet, ’ADV prend des mesures de vitesse quasiment ponc-
tuelles (cube de 6mm d’arréte), et il est donc utilisé pour mesurer les turbu-
lences. Comme la puissance du signal réfléchi vers ’ADV est proportionnelle
au nombre de particules en suspension dans ’eau, cet appareil permet égale-
ment de connaitre la turbidité de I’eau. Pour les mesures, 'ADV a été réglé a
32Hz afin d’avoir une mesure fine de la vitesse (mesure des turbulences liées
au passage des éteules).

FIGURE 13 : ADV prét a étre mouillé.

Capteurs de pression : Pour avoir une idée générale de la formation et
de I’évolution du mascaret, il est important de connaitre son profil. Cependant,
la profondeur en fonction de la position et du temps n’est pas une donnée faci-
lement accessible. Pour avoir quand méme acces a celle-ci, on a fait I’hypothese
hydrostatique. On a alors que :

P(Z:hO)_Patm
PY

ou h est la hauteur d’eau et hy la hauteur du capteur. On peut donc dé-
terminer la hauteur d’eau grace a la pression mesurée par le capteur. Deux
capteurs (P1 et P2) ont été immergés pres des berges.

h—

+ h07

7 &

Thﬂ

E

capteur

FIGURE 14 : fonctionnement du capteur.
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Remarque 6.1 : Il est important de mesurer la pression atmosphérique chaque
jour : entre la tempéte Xynthia et 'anticyclone qui a suivi, on a mesuré une
différence de pression atmosphérique de 50 millibars, soit une différence de
hauteur d’eau théorique de 50 cm, qui a en effet été mesurée.

Remarque 6.2 : Malgré le fait que les éteules ne correspondent pas a un
comportement hydrostatique, cette hypothese sera faite dans une premiére ap-
proximation, bien qu’elle puisse entrainer jusqu’a 10 % d’erreur.

RIVE RIVE

GAUCHE DROITE
pr  ADCP  p

FIGURE 15 : Schéma de la zone expérimentale.

6.3 Conditions générales d’existence du mascaret

Il existe seulement une centaine de mascarets dans le monde, alors que le
nombre d’estuaires est significativement plus important. De plus, ces masca-
rets sont de taille variable selon le lieu et la saison. On peut donc se demander
quels sont les parametres qui influent sur I'existence et la taille de cette vague.

Conditions générales d’apparition du mascaret : Expérimentale-
ment, on remarque que les parametres suivants semblent déterminants dans
le processus de formation du mascaret :

- la profondeur du fleuve (qui doit étre relativement faible)

- le marnage a ’embouchure du fleuve (qui doit étre important)

- le débit des eaux (qui doit étre assez faible)

- les coefficients de marée (qui doivent étre forts).

Ces conditions sont réunies sur la Garonne aux alentours du mois de septembre,
car les marées sont fortes (marées d’équinoxe) et le fleuve est bas au sortir de
I’été.

Les relevés de 'ADCP et des capteurs de pression ont permit d’avoir les
mesures de hauteur d’eau suivantes :
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FIGURE 16 : Relevé de 'ADCP et des capteurs de pression.

Sur ces relevés, on voit tres nettement le ressaut qui arrive environ 40s apres
le début de la mesure. La hauteur d’eau s’éleve alors brutalement d’une cin-
quantaine de centimetres, soit environ un quart du marnage total. Le deuxieme
aspect important de ces mesures est la cohérence du front : les trois capteurs,
placés sur le méme transect, mesurent les vagues presque au méme moment
et le front a sensiblement la méme hauteur que ce soit au milieu du fleuve
(mesures de ’ADCP) que pres des rives (P1 et P2). Cependant, les éteules
semblent de plus faible amplitude au milieu du fleuve, ce qui indiquerait une
plus forte atténuation des ondes secondaires en milieu plus profond. Quant
au léger décalage temporel qui apparait dans les mesures prises par P2, il est
probable qu’il soit dii & un phénomene de réflexion de la vague sur la berge.

6.4 Influence du marnage sur le mascaret

Un des éléments prédominants dans le processus de formation du mascaret
semble étre le marnage ainsi que le rapport entre marnage et hauteur d’eau.
Les données expérimentales des mesures de mars 2010 semblent confirmer cette
hypothese. Les figures suivantes montrent en effet les relevés de marnage (pris
par le capteur de pression) et un tableau récapitulant les fois ou le mascaret a
pu étre observé sur la Garonne.

T T T T T T

] : ; ; 0 : ] : :

T R e — — _:..........:.Q_...O..'..Q...O..:..@...O.:._ ey s
- N e

MARNAGE (m)
(S5 I SN & I « ]
T
o

25/02 26/02 27/02 28/02 01/03 02/03 03/03 04/03 05/03

FIGURE 17a : Evolution temporelle du marnage.
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;ﬁ%ggo DATE | COEFFICIENT | AMPLITUDE (cm) | FROUDE
0 24/02 38 = =

1 25/02 42 = =

2 25/02 57 = =

3 26/02 66 = =

4 26/02 76 - =

5 27/02 86 14 1.01
6 27/02 94 22 1.017
7 28/02 102 28.5 1.026
8 28/02 108 41 1.038
9 01/03 113 42 1.047
10 01/03 115 43.5 1.047
1. 02/03 116 43 1.044
12 02/03 115 40.5 1.043
I3 03/03 133 41 1.042
14 03/03 108 44 1.047
15 04/03 102 43.5 1.047
16 04/03 95 42 1.052
17 05/03 87 30 1.031

FIGURE 17b : Coefficients de marée et observation du mascaret.

On observe donc que les forts marnages (correspondants aux forts coeffi-
cients de marée) ont lieu les mémes jours que les mascarets importants. Ainsi,
c’est au alentours du ler mars que les coefficients de marée ont été les plus forts
(115), et que les mascarets les plus importants ont pu étre observés (amplitude
de plus de 40 cm).

Ces résultats semblent bien en accord avec la théorie : plus le marnage
est important comparé a la profondeur du fleuve, plus le ressaut hydraulique
formé est important. Il se propagera donc mieux et sera plus visible (vague
d’une amplitude supérieure).

6.5 Influence du nombre de Froude

On sait déja (partie II) que le nombre de Froude est relié aux hauteurs
d’eau avant et apres ressaut. Il doit donc y avoir un lien entre la forme du
ressaut et le nombre de Froude. En effet, si on regarde 1’évolution temporelle
de la surface libre, on remarque de tres fortes similarités pour des mascarets
ayant des nombres de Froude proches.

Sur le graphique suivant, on voit que 9 des 12 ressauts enregistrés se su-
perposent presque entierement : ce sont ceux liés aux marées 8 a 16, et dont le
nombre de Froude varie entre 1.038 et 1.052. Il y a donc un lien entre nombre
de Froude et forme de la vague.
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FIGURE 18 : Superposition des signaux de hauteur lors du passage du mascaret.

Enfin, les nombres de Froude calculés ici a partir de H et H’ semblent étre
en accord avec ceux calculés lors d’expérience en laboratoire sur des ressauts
oscillants se déplacant dans un canal trapézoidal.

6.6 FEtude des éteules

Apres le passage de la premiere vague, on observe une série de vagues secon-
daires, les éteules. Leur apparition ne peut pas étre expliquée par un modele
hydrostatique, ce qui rend leur étude théorique difficile. Un des buts de la
campagne de mesure était donc de mieux comprendre leur évolution et leur
dynamique.

Amplitude et longueur d’onde des éteules : Afin de comparer les
données recueillies sur le terrain avec des résultats théoriques, on utilise les
relations d’Andersen (1978), qui donnent une bonne approximation de la lon-
gueur d’onde et de 'amplitude des éteules pour un nombre de Froude proche
de 1, ce qui est le cas ici. Ces relations sont les suivantes :

& 0.TALFP3(Fr — 1)10%
H
A _ 2 3.15
H (F'r —1)045°
ou a est I'amplitude des éteules, A leur période spatiale et Fr le nombre de
Froude en amont du ressaut.

Lors de la campagne de mesure, on a mesuré 'amplitude des éteules grace
aux capteurs de pression ainsi que leur période temporelle. Leur célérité ayant
été estimée, on peut alors en déduire leur période spatiale. Ces données ont été
comparées avec les résultats théoriques donnés par les relations d’Andersen, et,
dans le cas de la période, avec des résultats d’expériences faites en laboratoires
dans des canaux rectangulaire et trapézoidal.
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FIGURE 19 : A gauche, évolution de 'amplitude en fonction du nombre de Froude; a droite, évolution

de la longueur d’onde en fonction du nombre de Froude.

Bien que les résultats enregistrés par P2 semblent assez éloignés de la théo-
rie, ceux enregistrés par P1 s’accordent relativement bien aux relations d’An-
dersen, que se soit pour I'amplitude ou pour la longueur d’onde. Le fait que
la longueur d’onde soit 2 fois plus élevée sur la rive droite (P2) que sur la
rive gauche (P1) semble indiquer encore une fois un processus de réflexion des
ondes sur I'un des deux bords.

Asymétrie des éteules : sur les relevés de hauteur d’eau, on remarque

que les courbes tracées ne sont pas symétriques entre les périodes de jusant et
de flots.

FIGURE 20 : Relevé de la hauteur d’eau en fonction du temps.

L’équation de KdV ne permettant pas de décrire ce phénomene, on rajoute
un terme dispersif en s” a I’équation de KdV pour les ondes stationnaires. Les
conditions au limites sont les suivantes :

1. h(—o00) =1,k (—00) = h"(—00) =0
2. h(+00) =0,z (+00) = h"(—0) =0

En intégrant une fois et en normalisant, on obtient I’équation suivante :

e mE R —h=0,
X X

ou h est la hauteur d’eau, z la position et m un facteur proportionnel a la
viscosité et a 'inverse de la racine du nombre de Fr — 1, mg—z étant le nouveau
terme.
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FIGURE 21 : Tracé de la fonction d(h) = h% — h.

Tout d’abord, si z a un minimum pour = xy, on a :

0%h
w(.’ﬂo) > 0,
oh

Par conséquent, h? —h < 0 et donc h(xg) € [0;1]. De méme si h a un maxi-
mum en xq, h(xy) > 1. Ceci montre que h ne peut pas descendre en dessous
de 0 (car étant continue et n’ayant pas de minimum en dessous de 0, elle ne
pourrait pas tendre vers 0 a I'infini).

Pour h proche de 1, on pose alors h(z) = 1 + g(x) et en faisant un déve-
loppement limité, on a ’équation :

La solution est donc proportionnelle & exp(ox), avec o = 3(m++v/m? — 4).
Des oscillations apparaissent donc si m < 2, ce qui donne des conditions d’ap-
parition du mascaret en fonction du nombre de Froude et de la viscosité. De
méme, on peut montrer que quand h est proche de zéro, h(z) décroit exponen-
tiellement vers 0.

On se place donc dans le cas o m < 2, ol on peut observer des oscillations.
On sait donc qu’il existe un minimum, et on suppose qu’il existe également un
maximum. Or entre deux extremums, on sait que la dérivée seconde s’annule
au moins une fois. On va donc rechercher ou peuvent se trouver les points

d’inflexion. Dans un premier temps, on cherche le point d’inflexion lors du flot
(22 > 0). Alors :

0%h oh
(@) = 0 & 52 (22) > 0= (W = h)(2) > 0.
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On a donc que h(xg) > 1.

Dans le cas du jusant, on trouve de la méme maniere que h(zz) < 1 si

2
On trouve donc une asymétrie de comportement qui explique la forme enre-
gistrée pour les éteules. Cette asymétrie est également visible lors d’expériences

en laboratoire (Chanson, 2005 [Chal).

Dynamique non hydrostatique des éteules :Dans le cadre des mesures,
I’hypothese hydrostatique a souvent été faite, notamment pour convertir des
données de pression en données de hauteur d’eau. Cependant, si 'on se place
dans ce cadre, il est impossible de prévoir de maniere théorique 1’apparition
des éteules et seul le premier ressaut est expliqué. Des expériences ont donc
été menées en laboratoires, et une explication qualitative de la maniere dans
se forment ces vagues est possible.

On considere une vague de longueur d’onde élevée dans un canal de faible
profondeur. Grace aux équations de Navier-Stockes, on peut décrire conve-
nablement la premiere phase de déplacement, c’est a dire la période durant
laquelle le changement de niveau d’eau est faible, et ou la pression est donc
presque hydrostatique. Cependant, comme on I’a vu dans la premiere partie
de ce rapport, la célérité de I'eau augmente avec la profondeur. Le sommet
de la vague augmente donc plus vite que la base, et la courbure de la vague
augmente donc, jusqu’a arriver a un point ou la distribution de pression affecte
de maniere significative son évolution.

FIGURE 22 : Vague au point ou I’on ne peut plus négliger son caractére non-hydrostatique. A, B, C, D

et E sont des points remarquables.

Les points B et D sont les points ou la courbure de la vague est la plus
élevée, et donc représentent les endroits ou la distribution de pression s’écarte
le plus de la distribution hydrostatique (par ajout d’une pression capillaire). En
B la pression en inférieure a la pression hydrostatique, en D elle est supérieure.
Un gradient de pression horizontal va donc apparaitre (théoreme de Bernouilli)
et va générer de nouveaux courants horizontaux. Il va donc y avoir de plus en
plus d’eau aux endroits ou la pression est plus faible et de moins en moins
la ou la pression est forte. La surface va alors se modifier : elle va s’élever en
B et s’abaisser en D. Ces résultats ont été confirmés par des expériences en
laboratoire (H.Chanson, 2005).
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FIGURE 23 : Apparition des creux et bourrelets.

Ce processus va continuer jusqu’a ce qu'une série de vague soit formée et
celles-ci vont croitre jusqu’a trouver un équilibre ou se briser.

D’une maniere plus théorique, Sandra Soares et Yves Zech ([soa]) ont pro-
posé une modélisation numérique a partir d’une expression proposée par Bous-
sinesq en 1877 :

own) o, _
o TaUhteg) =73

gioz TV

h? h3 { U U }
ol h est la hauteur d’eau est U la vitesse moyennée sur toute la hauteur h.
Habituellement, ces équations sont ensuite traitées selon la méthode des
volumes finis (qui consiste en une approximation d’une intégrale). Cependant,
cette méthode ne peut etre appliquée que dans le cas d’équations conserva-
tives, ce qui n’est pas le cas ici (on peut montrer que son caractere dispersif
dans le cas de vagues de faible amplitude, Cf annexe). On applique donc la
méthode des volumes finis aux termes conservatifs de I’équation (membre de
gauche) et la méthode des différences finies (discrétisation des opérateurs de
dérivation, par exemple & 'aide de polynémes de Taylor) au membre de droite,
non-hydrostatique. Ce modele semble reproduire de maniere tres satisafisante
ce qui se passe en laboratoire (figure suivante).
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FIGURE 24 : Comparaison entre I’expérience (courbe claire) et la simulation numérique (courbe sombre).

Les point C1, C2, C3, C4 et C5 correspondent & des capteurs placés en différents endroits du canal.
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6.7 Mascaret et transport sédimentaire

Quelques minutes apres le passage du mascaret, le courant s’inverse dans
le fleuve (I'eau coule de 'aval vers 'amont) et de nombreuses turbulences se
forment. Ce processus pourrait avoir un tres gros impact sur le transport sé-
dimentaire, sur I’évolution des rives et sur la faune fluviale (en Amazonie, les
piranhas se nourrissent des sédiments mis en suspension par le passage du mas-
caret). Leur étude est donc tres importante, et il est notamment primordial de
mieux comprendre les processus de transports sédimentaires en jeu. En effet,
lorsque la vague passe, des sédiments sont déposés sur le sol, mais les turbu-
lences qui se forment apres provoquent leur re-suspension, et il est faut donc
déterminer quel est le phénomene dominant.

Renverse du courant :sur le site de Podensac, ’eau coule de I’amont vers
I'aval environ 3/4 du temps, a une vitesse d’environ 1.3m/s a marée basse et
0.5m/s a marée haute. Cependant 5 & 10 minutes apres le passage du mascaret,
le courant s’inverse lorsque le mascaret est assez important. Expérimentale-
ment, on observe que ce phénomene commence par le fond du fleuve, ce qui
est contre-intuitif au vue de 'apport d’eau en surface du a la marée.

200 00

4
X (m)
FIGURE 25 : Profil de la vitesse de ’eau selon x. La vitesse est comptée positive lorsque ’eau s’écoule

vers la mer.

On voit tres nettement sur ce profil de vitesse le front du passage du masca-
ret (transition couleurs chaudes/ couleurs froides). A ce moment survient une
baisse brutale de la vitesse selon x. On observe également (en bleu sombre,
notamment vers x=300m), le début de I'inversion du courant.

Turbulences : d’apres les premieres données expérimentales (qui seront
complétées par celles de septembre), I’écoulement est laminaire avant le ressaut
(lignes de courant paralleles) et turbulent apres. Certaines lignes de courant
s’arrétent méme brutalement, ce qui traduit le fait qu’elles changent de plan
de représentation choisi. L’écoulement est alors tridimensionnel, ce qui traduit
de tres fortes turbulences. Ces turbulences semblent également d’autant plus
fortes que le mascaret les précédant 1’était.
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FIGURE 26 : Lignes de courant. A gauche : marée 14 (fort coefficient), & droite : marée 6 (petit

coefficient).

On voit assez nettement sur les deux figures le passage du ressaut (x=0), et
le passage d'un régime quasiment laminaire a un régime turbulent. Les turbu-
lences sont d’autant plus importantes que la marée est forte (on observe méme
I’aspect tridimensionnel de 1’écoulement car des lignes de courants semblent
s’arréter en x=700m sur la figure de gauche).

Expériences en laboratoires : des expériences de laboratoire ont été
menées par H.Chanson [Chal afin de mieux comprendre les processus sédimen-
taires ayant lieu apres le passage du ressaut. Un canal rectangulaire de 3.2m
de long, 0.5m de large et 0.3m de haut a été construit a cet effet. Plusieurs
parametres ont été mesurés, dont la profondeur de 'eau, sa pression, sa vi-
tesse, les contraintes exercées sur le fond du canal. Ces mesures ont été prises
a différentes longitudes et plusieurs sections transversales ont été installées afin
de vérifier que I’écoulement était bidimensionnel et symétrique. Les résultats
montrent qu’a part a proximité immédiate des bords, I’écoulement est effecti-
vement bidimensionnel. Le second résultat important est que pour toutes les
expériences on a observé une grande cellule de recirculation sous la premiere
créte. Cette cellule pourrait avoir un effet déterminant dans le transport sédi-
mentaire car elle est la source de contraintes importantes sur le sol. Elle semble
également modifier de maniere tres significative la vitesse de la premiere on-
dulation, alors que pour les autres crétes I'expérience semble mieux coller a la
théorie. De plus, on observe des maximums de contraintes sur le sol au moment
de chaque creux et des minimums a chaque bosse, le premier maximum étant
tres largement supérieur aux suivants.

Cellule de sédiments

Pt i"/ recirculation
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FIGURE 27 : Mécanisme de mise en suspension des sédiments.
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D’apres ces résultats, lors du passage d'un mascaret les sédiments seraient
"arrachés” du sol par le passage de la premiere vague grace a la cellule de recir-
culation. Les courants ascendants causés par 1’alternance entre creux et crétes
emporteraient ensuite ces sédiments plus en hauteur. Des matériaux légers se-
raient donc déplacés vers I'amont du fleuve.

FIGURE 28 : Passage du mascaret provoquant ’affouillement des rives

Expériences sur le terrain :Cependant, les expériences en laboratoire
ne peuvent mimer parfaitement les conditions naturelles : rives moins droites,
sol différent (donc plus ou moins de frottements), caractere non-stationnaire
de I'onde... Il est donc important de mener une étude sur le terrain. Une cam-
pagne de mesure est en cours a Bordeaux, dont les résultats bruts devraient
étre connus fins septembre. Lors de cette campagne, des turbidimetres optiques
et des altimetres a ultrasons ont été immergés afin d’enregistrer respectivement
les concentration des particules en suspension ainsi que les flux d’érosion, et
la hauteur du sédiment (pour connaitre les évenements d’érosion/ dépot). Ce-
pendant, ces mesures n’étant pas encore disponibles, je présenterais ici celles
réalisées sur 'estuaire de la Daly (Australie) par ’équipe formée de E.Wolanski,
D.Williams, S.Spagnol et H.Chanson [Wol].

Ces résultats montrent que le passage du ressaut ne provoqua pas directe-
ment de resuspension des sédiments, et aucune cellule de recirculation n’a été
observée (pas de variations dans la vitesse verticale). Cependant, une resuspen-
sion importante se produit quelques minutes apres le passage du ressaut (30s
dans le cas d’'un ressaut de 1.26m, 2 minutes dans le cas d'un ressaut de 0.45m).
Ce délai est probablement dii au temps nécessaire pour que les sédiments com-
mencent a se déplacer vers le haut. Ainsi, un pic dans la concentration de
sédiments en suspension dans l'eau a été observé a chaque marée haute. Ces
résultats sont valables dans le cas d'un mascaret ondulant. Dans le cas d’un
mascaret déferlant, plusieurs études montrent que la resuspension est quasi-
ment immédiate. (Wolanski et al., 2001). L’étude menée en Australie montre
également que lorsque les vagues du mascaret se brisent le long des berges,
elles entrainent des sédiments avec elles, ce qui augmente 1’érosion des berges.
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Enfin, des micro-tourbillons apparaissent une vingtaine de minutes apres le
passage du ressaut et semblent avoir un role important dans la continuation
du phénomene de suspension des sédiments. Ces tourbillons se forment proba-
blement lorsque la marée est trop haute pour que les frottements avec le fond
de la riviere puisse dissiper I’énergie cinétique et que le flux devient instable.
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FIGURE 29 : Hauteur d’eau et concentration en sédiment lors du passage du mascaret.

Cependant, le mascaret observé pour cette étude était de faible ampleur,
contrairement a celui étudié en laboratoire, les différences observées ne sont
donc peut-étre pas toute liées a la différence entre le laboratoire et 'estuaire
naturel.

6.8 Equations de Green-Naghdi

Actuellement, on ne dispose d’aucun systeme d’équations capables de dé-
crire intégralement le processus de formation puis de déferlement des vagues.
En effet, les équations de Boussinesq permettent de décrire assez précisément
la dynamique du ressaut ondulé, mais reste impuissante face aux déferlement
des vagues (processus non linéaire et dispersif). Le mascaret déferlant, peut
lui étre approché par une modélisation a partir des équations de Saint-Venant.
Mais celles-ci étant basées sur une approximation hydrostatique, il n’est pas
possible de 1’étendre de maniere satisfaisante au mascaret ondulant, car les
vagues secondaires (éteules) ont une dynamique non-hydrostatique. C’est dans
ce cadre qu'une équipe du laboratoire tente de développer une modélisation a
partir des équations de Green-Naghdi, qui comportent des termes dispersifs,
et de mesures expérimentales (introduites sous forme de conditions aux limites
du systeme étudié). Ce systeme a déja fait ses preuves dans le cas de la pro-
pagation des vagues en milieu littoral, et sa validation dans le cas du mascaret
dépendra des résultats de la campagne de mesures expérimentales.
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7 Annexe

7.1 Opérateurs linéaires

Définition 7.1 : Soit A un opérateur linéaire de domaine de définition D(A).
On appelle adjoint de A l'unique opérateur A* défini sur

D(A") ={ve H/u—<au,v>c L(D(A),C)}
et tel que :
Vu € D(A),Yv € D(A™), < Au,v >=< u, A*v > .

Définition 7.2 : Un opérateur A de domaine D(A) dense dans H est dit
symétrique si
Vu,v € D(A), < Au,v >=< u, Av > .

Définition 7.3 : Un opérateur fermé de domaine dense est dit auto-adjoint
sl coincide avec son adjoint, c’est-a-dire s’il est symétrique et si de plus
D(A) = D(A*).

Proposition 7.4 : Si A est un opérateur linéaire de domaine D(A), alors :
(A*)—l — (Ail)*,
ou A™1 est défini sur H.

DEMONSTRATION :
(A A" = (AAH* =1

De méme A*(A™1)* = I, donc on a bien (A*)~! = (A71)*. (]

7.2 Caractere dispersif des équations de Boussinesq

On considere le systeme d’équations différentielles suivant :

@+a(Uh)
ot ox
2 3 3
oUu U@U Oh h[@U UaU]:O,

ot "% T99: T 3 ooz TV o

=0

ol h représente la hauteur d’eau et Uh = foh udz avec u la vitesse en un point

(x,2).

On pose alors h = H 4+ n, ou H est la hauteur d’eau moyenne. On suppose
quen < H et H < A, ou )\ est la longueur d’onde de la vague. Ces approxima-
tions sont vérifiées dans le cas du mascaret ou d’un tsunami par exemple. La
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derniere inégalité équivaut au fait que la vitesse de la vague est tres supérieure
a la vitesse de I'eau, et on a donc aussi :

0 0
U%<<§.
On a alors :
Oh oU) o(h) N&(H+n) 8UN877 ou
E-i-h 5 +Uax A T +(H+n)%~§+H%—O

et

QU L 0oh _ W2 U

ot Oz 3 Otox?

ou  OUtn) _ (Him)? o°U
ot oz 3 otoz?
U L on L HR U

ot ox :

3 Otox?

Q

oUu (2104 oh n? | 83U 33U
o tU%% T95: — 5 +U—]

Q

Le terme hydrostatique correspond au dernier terme de la deuxieme équa-
tion. Le systeme final d’équations admet une solution en onde plane composée
d’un terme du développement en série de Fourier d'une vague oscillante :

(1)-+l(a ) -al(3)e]

A et B sont des constantes complexes, ¢ la vitesse de la vague, k le nombre
d’onde et w la fréquence temporelle. En introduisant cette solution dans les
équations précédemment trouvées, on a :

e S |(5)=(0)

Cette derniere équation n’a une solution non triviale que si la matrice n’est
pas inversible. On trouve donc la relation de dispersion suivante :

1
w? (1 + §k2H2) = k*gH

lec=9=—L— VfH.

\/ 143k2H?
est responsable du caractere dispersif des solutions. D’ailleurs, si on retire ce
terme, on retrouve la célérité de ondes en faible profondeur calculée plus haut :

c=+/gH.

On voit donc que le terme non-hydrostatique (3k*H?)
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