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Introdution

Le but de e texte est de présenter en quelques mots une nouvelle démons-

tration, enore prinipalement onjeturale, du théorème de Siegel qui s'inspire

très largement du théorème de Chabauty de 1941 sur les points rationnels des

ourbes algébriques. Cette démonstration utilise des notions telles que le groupe

fondamental unipotent, la ohomologie galoisienne ou enore les fontions de

Coleman, que nous présenterons en regard de la démonstration de Chabauty,

pour omprendre en quoi ette méthode peut en être appelé un relèvement non-

abélien.

1 Le théorème de Chabauty

En quelques mots, la méthode onsiste à trouver une fontion analytique

(dans un ertain sens) non nulle, qui s'annule sur l'ensemble dont on herhe

à prouver la �nitude. On en déduit alors, par un argument de ompaité, que

l'ensemble étudié est �ni. Pour pouvoir énoner le théorème de Chabauty, il

nous faut d'abord quelques notions de géométrie algébrique.

1.1 Dé�nitions

On appelle variété projetive de dimension n sur un orps K une sous-

variété d'un espae projetif PN qui admet une haîne maximale de fermés

irrédutibles pour la topologie de Zariski de longueur n. Si n = 1, on parle de

ourbe projetive.

On dit qu'elle est lisse si elle est dé�nie par un système d'équations polyn�-

miales homogènes (f1, · · · , fk) ∈ K[x1, · · · , xn] tel qu'en tout point P de X, la

matrie (∂fi/∂xj(P ))i,j soit de rang N − n.
On appelle variété abélienne une variété projetive munie d'axiomes de

groupe, où les fontions de multipliation et d'inverse sont des morphismes de

variétés projetives. On peut démontrer qu'une telle variété est alors un groupe

abélien, d'où le nom. Pour en savoir plus sur les variétés abéliennes, se reporter

à [6℄. Le résultat à retenir ii est le suivant :

Théorème 1.1 (Mordell-Weil). Soit A une variété abélienne dé�nie sur un

orps de nombre K. Alors A(K) est un groupe abélien de type �ni.
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Ce théorème (démontré, par exemple dans [6℄) permet de dé�nir le rang r
d'une variété abélienne sur K :

A(K) ≃
∏

i

Z/diZ × Zr.

Dans la suite, X est une ourbe projetive lisse, dé�nie sur un orps de

nombre K. Si on s'intéresse aux points de X sur C, on obtient une variété

di�érentielle projetive, et don un tore à g trous, e qui donne une dé�nition

du genre g de la ourbe X, qui peut aussi être vu omme la dimension de

H0(X,Ω1
X) sur C.

À une ourbe projetive lisse X, on peut aussi assoier une variété abélienne

JX appelée jaobienne dé�nie sur le même orps de base et dans laquelle X
se plonge par une appliation qui dépend d'un point de X, appelée appliation

d'Abel-Jaobi. Sur C, il y a une desription expliite plus ompréhensible de JX

et de ette appliation : JX(C) = H0(X,Ω1
X)∗/H1(X, Z) et pour x0 ∈ X, on a

l'appliation d'Abel-Jaobi :

ι : X(C) →֒ JX(C)

x 7→
(

ω 7→
∫ x

x0

ω
)

.

L'intégrale de x0 à x est bien dé�nie puisque l'intégration sur un laet fermé de

X(C) est un élément de l'espae d'homologie H1(X, Z).

1.2 Énoné et ébauhe de preuve

Théorème 1.2 (Chabauty [2℄). Soit X une ourbe projetive lisse sur K, un

orps de nombre, de genre g ≥ 2, JX sa jaobienne et r le rang de ette dernière.

Si r < g, alors |X(K)| < ∞.

L'analyse omplexe n'est pas su�sante pour démontrer e résultat, don on

prend un omplété p-adique de K noté Kp, pour p un idéal premier de K au-

dessus de p. On peut alors dé�nir une fontion logarithme de JX(Kp) dans Kg
p

(l'analyse omplexe ne permettrait de dé�nir une telle fontion qu'au voisinage

de zéro), e qui nous donne le diagramme ommutatif suivant

X(Kp)
� � ι

// JX(Kp)
log

// Kg
p

ω
// Kp

X(K)
?�

OO

� � ι
// JX(K)

?�

OO

φ

;;
w

w
w

w
w

w
w

w
w

Dans e diagramme, il nous reste à dé�nir φ et ω. Le premier est un morphisme

de groupes (dé�ni par la ommutativité du diagramme) d'un groupe de rang

stritement inférieur à g, qui s'envoie don sur un sous-espae strit T ′ ( Kg
p

qui est don dans le noyau d'une forme di�érentielle non-nulle que l'on note

ω. Cei dé�nit une fontion analytique f : X → Kp non nulle (puisque ω est

non nulle, on peut voir f omme la fontion
∫ x0

x
ω dans un ertain sens) mais
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s'annulant sur X(K) ⊂ X. Comme X est ompat, et f analytique, elle ne peut

avoir qu'un nombre �ni de zéros, d'où la �nitude de X(K).

Remarques.

� Ce théorème a été dépassé par le théorème de Faltings (1983) mais omme

nous l'avons dit préédemment, 'est la méthode qui nous intéresse.

� Le but de la reherhe brievement exposée dans e qui suit est d'appliquer

ette méthode aux variétés d'Albanese d'ordre supérieur (la jaobienne

étant elle d'ordre 1), qui sont des variétés d'une omplexité supérieure

et donnent don plus d'information sur la ourbe étudiée (en partiulier,

elles ne sont pas abéliennes).

Pour dé�nir les variétés d'Albanese, il faut d'abord faire quelques explia-

tions sur le groupe fondamental d'une variété, ou plut�t, les groupes fondamen-

taux.

2 Le groupe fondamental

2.1 Groupes fondamentaux usuels

Le groupe fondamental topologique d'une variété omplexe est bien onnu :

'est le groupe des lasses d'homotopies de laets fermés issus d'un point de la

variété. Cette dé�nition très imagée permettra de omprendre plus intuitivement

les di�érents groupes fondamentaux que nous allons voir maintenant.

Cependant, les groupes fondamentaux de géométrie algébrique ne peuvent

pas être dé�nie de façon analogue, puisque le orps de base peut être très di�é-

rents de C, par exemple un orps p-adique ou même un orps �ni. Il faut don les

dé�nir en termes de revêtements. Pour dé�nir es revêtements, on utilise l'équi-

valent des homéomorphismes loaux, les morphismes étales. Il faut alors utiliser

une notion plus générale que elle de variété projetive qui est un peu trop res-

tritive, la notion de shéma (pour la dé�nition des shémas et des morphismes

étales, voir [5℄).

Dé�nition 2.1. Soit Ét(X) la atégorie des revêtements étales �nis de X, 'est-

à-dire des paires (Y, f) où Y est un shéma et f : Y → X un morphisme étale

�ni ('est-à-dire que haque �bre est �nie) munie des morphismes de shémas

ϕ : Y → Y ′ tels que f ′ ◦ ϕ = f . Pour tout point x0 ∈ X(K), on peut dé�nir un

fonteur �bre Fx0
: (Y, f) → f−1(x0) à valeur dans la atégorie des ensembles

�nis et le groupe de ses automorphismes est alors appelé groupe fondamental

algébrique de X en x0 :

πalg
1 (X,x0) = Aut(Fx0

).

On va dé�nir de façon semblable le groupe fondamental unipotent de de

Rham d'une variété, en utilisant une atégorie tanakienne.
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2.2 Fibrés vetoriels unipotents

Dé�nition 2.2. Soit E un �bré vetoriel sur X ('est-à-dire un shéma sur X
loalement isomorphe à X × Kn). On peut le munir d'une onnexion

∇ : E → E ⊗OX
Ω1

X qui est un morphisme de OX -modules véri�ant la règle de

Leibniz :

∀e ∈ E,∀f ∈ OX , ∇(fe) = e ⊗ df + f∇(e).

Un tel �bré vetoriel est dit unipotent s'il existe une suite roissante de �brés

Ei stables par la onnexion tels que

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En = E,

Ei+1/Ei ≃ (Ori

X , d).

On note Un(X) la atégorie des �brés vetoriels unipotents, munis des mor-

phismes qui ommutent ave la onnexion :

ϕ : E → E′ tel que (ϕ ⊗ Id) ◦ ∇ = ∇′ ◦ ϕ.

Cette atégorie est munie d'un produit tensoriel (qui provient de elui des �brés

vetoriels), qui en fait une atégorie tanakienne [1℄.

On peut alors dé�nir le groupe fondamental unipotent de de Rham

omme le groupe des ⊗-automorphismes d'un fonteur �bre Fx0
(qui est don

à valeur dans les K-espaes vetoriels) :

πdR
1 (X,x0) = Aut⊗(Fx0

).

On peut enore dé�nir le groupe fondamental étale unipotent en faisant un

omplété unipotent du groupe fondamental algébrique, le groupe fondamental

ristallin (voir [1℄), et bien d'autres, qui font partie du système de représentations

du groupe fondamental motivique de la variété X (voir [4℄ pour plus de détails

sur les motifs omme système de représentations).

Tous es groupes fondamentaux unipotents peuvent être quotientés par leur

série entrale desendante (si G est un groupe on rappelle que la série entrale

desendante est la suite de sous-groupes telle que G0 = G et Gn+1 = [G,Gn])
pour donner une suite [π∗

1 ]n de groupes unipotents ('est-à-dire des sous-groupes

algébriques (à isomorphisme près) du groupe des matries triangulaires supé-

rieures à diagonale onstante égale à 1).

Si K est un orps de nombre, tous es groupes fondamentaux peuvent être

dé�nis sur K et on a don une ation du groupe de Galois sur es variétés, qu'il

peut-être intéressant d'étudier.
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3 Cohomologie galoisienne

3.1 Torseurs et ohomologie

On remarque que onjointement à haun des groupes fondamentaux dé�nis

préédemment, on peu dé�nir les torseurs de hemins assoiés : par exemple,

sur le groupe fondamental topologique, on peut s'intéresser à l'ensemble des

lasses d'homotopies de hemins d'un point x à un point y, sur lequel le groupe

fondamental en x agit à droite et le groupe fondamental en y agit à gauhe. Cet

ensemble ressemble beauoup au groupe fondamental, mais il n'a pas d'élément

privilégié omme l'élément neutre de e dernier. Pour les groupes fondamentaux

dé�nis algébriquement, on a don le torseur de hemins π∗
1(X,x, y) sur lequel

agit π∗
1(X,x) mais aussi le groupe de Galois absolu de K, si x, y ∈ X(K). Cei

est en fait la desription d'un torseur.

Dé�nition 3.1. Soit U un groupe algébrique muni d'une ation ontinue d'un

groupe G. On appelle torseur pour U une variété P munie d'une ation de G
et d'un morphisme a : P × U → P ompatible ave l'ation de G et tel que

l'ation sur les points soit �dèlement transitive, 'est-à-dire

∀x, y ∈ P ∃!u ∈ U, x · u := a(x, u) = y.

Nous allons voir que l'ensemble des torseurs munis sur U est lassi�é par les

éléments d'un espae de ohomologie qu'il nous faut dé�nir.

Dé�nition 3.2. Soit U un groupe algébrique (par exemple un groupe fonda-

mental), muni d'une ation de G un groupe topologique (par exemple un groupe

de Galois) et R une K-algèbre. On appelle ohomologie ontinue (ou galoisienne,

lorsqu'il s'agit d'un groupe de Galois) elle du omplexe

· · · → Ci(G,U(R))
di

−→ Ci+1(G,U(R)) → . . .

où Ci(X,Y ) est l'ensemble des fontions ontinues de Xi dans Y .

Pour i = 0, C0(G,U(R)) = U(R), et on dé�nit

(d0u) : g 7→ u(gu−1)
(d1c) : (g1, g2) 7→ c(g1g2(g1c(g2))

−1c(g1)
−1

On a alors H1(G,U(R)) = Z1(G,U(R))/B1(G,U(R)). On peut aussi voir et

ensemble omme le quotient de Z1 par l'ation de U(R) :

U(R) × Z1 → Z1

(u, c) 7→
(

g 7→ uc(g)(g · u−1)
)

.

L'espae de ohomologie H1(G,U(R)) est en fait, sous ertaines onditions

l'ensemble des R points d'une variété H1(G,U), et on peut de plus véri�er qu'il

lassi�e l'ensemble des torseurs sur U : Si P est un torseur, on peut dé�nir,

5



pour un point rationnel x de P (qui existe toujours lorsque U est unipotent),

un oyle :

c : g 7→ ug

où ug est l'élément du groupe U tel que gx = xug (par dé�nition des torseurs,

un tel élément est uniquement déterminé). Après véri�ation de la ontinuité,

de l'invariane par isomorphisme de torseurs et de l'existene d'un inverse, on

montre qu'il existe une bijetion entre H1(G,U) et les lasses d'isomorphisme

de U -torseurs.

3.2 Restrition de l'espae de ohomologie

Pour appliquer une analogie ave la méthode de Chabauty, il nous faudra

pouvoir limiter la taille de es espaes de ohomologie. En fait, on peut voir

que la onstrution de et espae est fontorielle, et en partiulier, l'exten-

sion des salaires du groupe algébrique U donne un morphisme H1(G,UK) →
H1(G,UK⊗B) dont l'image réiproque du point base donne une sous-variété

H1
f (G,U) de H1(G,UK). On peut alors voir, grâe à un théorème de Vologod-

sky [8℄, qu'en hoisissant un nombre premier p et un entier n onvenables, les

torseurs de hemins du groupe fondamental Qp-unipotent étale [πét
1 ]n muni de

l'ation du groupe de Galois absolu de Qp arrivent dans une telle sous-variété,

pour une extension de salaires habilement hoisie et pour laquelle on pourra

avoir une estimation de la taille de H1
f (G, [πét

1 ]n)(Qp), lorsque la ourbe X n'est

pas trop ompliquée.

4 Le théorème de Siegel

Nous allons maintenant poser le problème du théorème de Siegel, et voir

omment on peut adapter la démonstration de Chabauty à elui-i.

On onsidère une ourbe projetive lisse X de genre g privée de n points, e

qui fait qu'on peut la plonger dans un espae a�ne An, où elle est dé�nie par

un système d'équations polyn�miales P1, · · · , Pn ∈ K[X1, · · · ,XN ]. Dans et

espae a�ne, on peut s'intéresser à l'ensemble des points S-entiers de la ourbe,

pour S un ensemble �ni de plaes �nies de K, 'est-à-dire l'ensemble des N -

uplets (x1, · · · , xN ) ∈ ON
K,S qui annulent tous les Pi. On rappelle qu'un S-entier

est un élément de K dont la valuation p-adique est positive ou nulle pour tout

idéal premier p /∈ S. Dans le langage des shémas, ei revient à dire que pour

un shéma X sur Spec OK,S de �bre générique X, l'ensemble des OK,S-points

est �ni.

Exemple. Pour la droite projetive sur Q privée de trois points, on a le shéma

X = Spec ZS [u, u−1, (1−u)−1] et les points S-entiers sont alors les morphismes

ZS [u, u−1, (1 − u)−1] → ZS , 'est-à-dire les éléments u ∈ ZS tels que u et 1 − u
sont inversibles dans ZS ou, e qui revient au même, les paires (u, v) ∈ Z∗

S telles

que u + v = 1.
Le théorème de Siegel s'énone alors en es termes :
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Théorème 4.1 (Siegel). Soit une ourbe lisse X de genre g privée de n points,

hyperbolique ('est-à-dire 2g +n−2 > 0). Pour S un ensemble �ni de ses plaes

�nies, l'ensemble de ses points S-entiers est �ni.

Démonstration. Pour la démonstration lassique de e résultat, on peut se réfé-

rer à [6℄. Cherhons plut�t à se rapproher de la démonstration de Chabauty :

On suppose qu'il existe un point S-entier, sur le shéma X, que l'on note x.
Alors, en partiulier, pour une plae p /∈ S qui divise le premier p, x est un

Kp-point de la �bre générique qui admet une rédution modulo p, e qu'on note

x ∈ X(Kgotp)∩]Y [ où Y est la �bre au-dessus de p. Pour la suite, le as général

est enore onjetural ou un peu déliat à établir don nous allons poursuivre

ave l'exemple préité. En posant T = S ∪ p, on peut dé�nir l'extension maxi-

male de Q non-rami�ée en dehors de T , et onsidérer son groupe de Galois que

l'on note ΓT . Dans ette extension, un groupe de déomposition de p est alors

isomorphe au groupe de Galois absolu de Qp, que l'on note G. D'après e qui a

été vu sur la ohomologie galoisienne, sous les hypothèses onvenables sur n et

p, on peut alors assoier à un autre point entier y le torseur [πét
1 (X,x, y)]n, et de

même pour un autre élément de X(Qp)∩]Y [, e qui donne le arré ommutatif

suivant :

X(Qp)∩]Y [ // H1
f (G, [πét

1 ]n)(Qp)

X(ZS)

OO

// H1
f (ΓT , [πét

1 ]n)(Qp)

OO

qu'il faut mettre en parallèle ave le premier arré dans la démonstration du

théorème de Chabauty.

On peut alors (de façon non-triviale) dé�nir un morphisme H1
f (G, [πét

1 ]n)(Qp) →

[πdR
1 ]n(Qp) qui est l'équivalent du log de Chabauty. En omparant alors les di-

mensions des espaes H1
f (ΓT , [πét

1 ]n)(Qp) et [πdR
1 ]n(Qp) sur Qp, on peut onlure

en mimant la �n de la démonstration de Chabauty, mais il faut d'abord s'as-

surer que la �èhe du haut du diagramme est bien analytique, dans un sens à

déterminer. En e�et, en supposant ette analytiité, et l'inégalité des dimensions

dans le sens qui onvient, on a

X(Qp)∩]Y [ // H1
f (G, [πét

1 ]n)(Qp) // [πdR
1 ]n(Qp)

X(ZS)

OO

// H1
f (ΓT , [πét

1 ]n)(Qp)

OO 66
m

m
m

m
m

m
m

m
m

m
m

m
m

mais la dimension de l'espae de ohomologie est inférieure à elle du groupe

de de Rham de rang n sur Qp, pour un n onvenablement hoisi, don il existe

une fontion sur le groupe de de Rham qui s'annule sur l'image de l'espae de

ohomologie, et don une fontion analytique non-nulle X(Qp)∩]Y [→ Qp qui

s'annule sur l'ensemble des points S-entiers, don, par ompaité, et ensemble

est �ni.
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Il nous reste don à voir deux points importants : la omparaison des dimen-

sions des espaes pré-ités, et l'analytiité de la fontion �nale.

5 La onjeture de Kim

Pour omparer la dimension de H1
f (ΓT , [πét

1 ]n)(Kgotp) et de [πdR
1 ]n(Kgotp),

M. Kim pose la onjeture qu'il existe un n indépendant de p qui onvient. Pour

omprendre pourquoi ela semble réalisable dans le as d'une ourbe hyperbo-

lique quelonque, regardons enore notre exemple :

On a des suites exates

1 → (π∗
1)

n
/ (π∗

1)
n+1

→ [π∗
1 ]n+1 → [π∗

1 ]n → 1.

D'après l'isomorphisme de représentations de Galois (π∗
1)

n
/ (π∗

1)
n+1

≃ Qp(n)rn ,

où rn est une suite tendant vers l'in�ni indépendante de p, e qui donne la

taille des groupes unipotents de de Rham. Par fontorialité de la ohomologie

galoisienne, on a des suites exates ourtes

0 → H1
f (ΓT ,

(

πét
1

)n
/
(

πét
1

)n+1
)(Qp) → H1

f (ΓT , [πét
1 ]n+1)(Qp) → H1

f (ΓT , [πét
1 ]n)(Qp)

On a alors le théorème suivant

Théorème 5.1 (Théorème d'annulation de Soulé [7℄). Pour Hf dé�ni tel que

préédemment, on a

{

H1
f (ΓT , Qp(2n)) = 0 pour n > 0

H1
f (ΓT , Qp(2n + 1)) = 1 pour n ≥ 1

Ce théorème permet de borner la dimension de H1
f (ΓT , [πét

1 ]n)(Qp) :

dimQp

(

H1
f (ΓT , [πét

1 ]n)(Qp)
)

≤ R + r3 + r5 + · · · + r2⌈n/2⌉−1

où R est une onstante tenant ompte des premiers termes, mais omme rn tend

vers l'in�ni, il existe un rang n à partir duquel

dimQp

(

H1
f (ΓT , [πét

1 ]n)(Qp)
)

< dimQp

(

[πdR
1 ]n

(

Qp)) = r1 + r2 + · · · + rn.

Nous pouvons essayer d'étendre e résultat à une extension de orps de Qp,

mais en regardant plus préisément les invariants rn, et en utilisant le théorème

de Soulé adapté à es orps, on remarque que les deux espaes sont alors de di-

mensions trop prohes pour pouvoir e�etuer ette omparaison. Pour pouvoir

élargir le résultat général, il faudrait alors travailler ave une variété de oho-

mologie galoisienne plus petite, ou trouver un proédé détourné, e qui ouvre

la voie à des reherhes futures. On peut aussi essayer d'élargir le résultat à

d'autres ourbes, par exemple les ourbes elliptiques privées d'un point, mais

les reherhes ayant été faites sur e point (notamment par M. Kim) n'ont pas

enore abouti.
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6 La fontion d'Albanese unipotente et les fon-

tions de Coleman

Revenons au diagramme de la démonstration du théorème de Siegel, pour

essayer de voir que la fontion X(Qp)∩]Y [→ [πdR
1 ]n est bien analytique et non

nulle. Même si nous l'avons pour l'instant dé�nie omme la omposée de deux

fontions assez ompliquées, elle peut être vue bien plus simplement. En e�et,

pour y ∈ X(Qp)∩]Y [, on peut dé�nir le torseur πdR
1 (X,x, y) qui admet deux élé-

ments "partiuliers", dus aux strutures imposées à e torseur : le premier est un

hemin dit � de trivialisation de de Rham � (f. [4℄) imposé par la struture uni-

potente et est noté γdR. Le deuxième est un hemin dit � Frobenius invariant � :

même s'il n'y a pas de Frobenius anoniquement dé�ni sur πdR
1 (X,x, y), elui-i

est isomorphe à πcr
1 (Y, x̄, ȳ) sur lequel on peut dé�nir (puisque Y est de ara-

téristique p) un Frobenius et trouver un hemin invariant dont on note l'image

dans πdR
1 (X,x, y), γF . D'après la struture de torseur de πdR

1 (X,x, y), il existe
alors un unique élément UxAlb(y) de πdR

1 (X,x) tel que γdRUxAlb(y) = γF , et

ei dé�nit bien la fontion d'Albanese unipotente reherhée (après quotient de

πdR
1 pour arriver dans [πdR

1 ]n).

Voir que ette fontion est analytique n'est pas hose aisée, et il faut intro-

duire, pour mieux la omprendre, les fontions de Coleman qui peuvent être

dé�nies omme des intégrales itérées Frobenius invariantes (f. Coleman [3℄) ou

par un formalisme tannakien (f. Besser [1℄). On peut alors voir après une étude

poussée que la fontion UxAlb est une ombinaison linéaire non triviale d'une

famille libre de fontions de Coleman, et est don une fontion analytique non

nulle, mais ette étude n'obtient de résultat que pour le as de P1 \ {0, 1,∞}
et il y a don enore ii matière à reherhe pour montrer l'analytiité de ette

fontion dans le as général.
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