Td n° 10 d’Analyse fonctionnelle

ESPACES DE HILBERT ET OPERATEURS COMPACTS

Séance du 22 mai 2010

Solution 1.  Convergence faible dans un Hilbert

1. On note 2P = lim,(ep|xy). On a (Zle xPep, xy) — Ele |zP|? donc par Cauchy-
Schwarz :
k
prep
i=1

Soit : S°F | 2|2 < liminf ||z,|%. Ainsi, 3 [27|?> < oo, on pose z = 3 aPe,. Pour tout p,
(ép,zn) — (ep,x). Considérons F = {y € H|(y,zn) — (y,x)}. F est un s.e.v. fermé fort
(car x,, est bornée), dense (car il contient e,), donc F = H et z,, — x.

Comme (ep, e,) = 0pp — 0 quand n — 400 pour tout p, on a e, — 0.

[ ll-

k
Z 2P| < lim inf
i=1

2. Montrons que l'adhérence faible de $ est la boule unité fermée B = {z|||z| < 1}.
Tout d’abord, B est convexe fermé fort, donc fermé faible, et comme $ B, § ¢ B.

Pour l'inclusion inverse, rappelons que la boule unité muni de la topologie faible est
métrisable, donc 1'adhérence faible de " est en fait 'adhérence séquentielle faible de $.
La suite e, — 0, donc 0 € $". Soit Ensuite z € B, on pose x, = = + anpen, OU ; est tel
que [|zn| =1 (an = —(z,e5) +/ (7, €5)2 — ||2]|2 + 1). Ainsi, (z,,, ) = (2, €p) pour n > p,

et comme a la question précédente, x,, — x. Finalement z € §", et $" = B.

3. Rappelons que e,, — 0. Supposons que e,,, + mge,, — 0. Si my, est bornée, quitte
A extraire on peut supposer my constant, valant m. Si ng est elle aussi bornée, on peut la
supposer constante : la convergence faible vers 0 est alors absurde. Sinon, me,, — 0 et on a
convergence faible vers e,, # 0. Enfin, si my n’est pas bornée, la suite n’est pas bornée (en
norme) : elle ne converge pas faiblement, ce qui est contradictoire. En effet, dans un e.v.n.
E, si x, — x alors (z,,) est bornée : on considére les formes linéaires sur E' @, : £ — (xy,).
©n est de norme ||zy||. Si ||| — oo, par le théoréme de Banach-Steinhaus, il existe ¢ tel
que sup |, (£)] = oo, mais ¢, (¢) = {(x,) — ¢(x) par convergence faible.

Ainsi 0 n’est pas dans 'adhérence séquentielle faible. Par contre e, y appartient, et
comme e, — 0, 0 est dans la double adhérence.

On n’est certainement pas dans un cadre métrique.

*

Solution 2.  Opérateurs compacts

1. Un s.e.v. de dim fini est localement compact, donc un opérateur continu de rang
fini est compact. D’autre part, la limite d’opérateurs compact est compacte. En effet, soit
T, € K(E,F)etT € L(E, F) tels que | T,,—T|| — 0. Montrons que T'(Bg) est précompacte.
Soit € > 0, il existe N tel que [|[Tn — T'|| < € et comme TN (Bg) est compacte, Tn(Bg)
est précompacte. On peut donc la recouvrir par un nombre fini de boules de rayon e,
B(Tnw;,€). Soit alors Tz € T(Bg), il existe i tel que Tz € B(Tnz;,€) et donc

|7 - Ta,l| < (T - Tw)el + [ Tve — Tyail| + | (T - T)ai]| < 3e.
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Finalement, Tx € B(Tx;,3¢) et T(Bg) C UB(Tx;,3¢). T(Bg) est donc précompacte, et
comme F' est complet, T est compact.

2. Soit € > 0. T(Bg) est précompacte, on peut donc la recouvrir par des boules de
rayon € B(T'z;, ). Soit F. = Vect(z;) (de dim fini) et Pp la projection orthogonale sur Fy.
On pose T, = PpoT. T, est un opérateur de rang fini. D’autre part, si x € Bp, il existe ¢
tel que ||[T'z — Tx;|| < € et donc (T'z; = PrTx;)

|T2 - Teal) = |Tx — Pr(Tw)|| < |[Te — Tail| + | Pr(Ta; - To)|| < 2,

car |[Pr|| < 1. Ainsi on a |T — T.|| < 2¢, et lim. 0 T: =T.

3. Si T est compact, ce résultat a été vu en cours (et E réflexif n’est pas nécessaire).
Montrons la réciproque. Soit B la boule unité fermée de rayon 1 et de centre 0 de E. Soit
(zn)n une suite déléments de B. Comme E est réflexif, on peut supposer que =, — = dans
B. L’hypothése de I’énoncé nous donne alors que (T'z,,), tend vers Tx. Donc I'image de la
boule unité est bien relativement compact et 1" est compact.

4. On a M0k, = ardin, donc si M, € L(E, F), (ay,) est bornée. Réciproquement on a
bien sur [|Maullez < [lan [[e [[ull¢2-

Si a, — 0, considérons les suites a™ = (a))' Ly<m)n. Alors Mym est de rang fini, et on
voit que || My — Mgm|| = sup,,>,, |an| — 0 quand m — oo. Ainsi, M, est limite d’opérateur
de rang fini, et est donc compact.

Réciproquement, supposons M, est compact. Considérons 6¥ = (0 )n. 6 — 0 donc
M,6% converge fortement vers 0 dans ¢2. Mais || M,0%|| = ||axd*|| — 0.

*

Solution 3.  Opérateurs de Hilbert-Schmidt
1. Par définition, (T* fylen) = (fp|Ten), donc ||T*f,|I> = 3, |(fp|Ten)|?. Ainsi,

DT fll? = ZZI folTen)? =D Y [(fplTen)? =Y I Tenl?,
n op n

p

car (fp) est une base hilbertienne de G (tous les termes son positifs, ce qui autorise é
faire les calculs). Etant donné une autre base hilbertienne (éy) de H, on a également que
S NTéER? =3, [IT* foll?, ce qui entraine que Y-, || Té,]|? < oo et I'égalité demandée.

2. Soit u, une suite bornée de H. Quitte & extraire, on peut supposer que u, — u
dans H-faible. On note u, = ), an mem. Par convergence faible, on a que pour tout m,
Anm — Gy quand n — oo, et que u = ) amen,. Comme la suite u,, donc u, — u, est
bornée, il existe C' tel que pour tout n,

Z |anm — am]2 <C.

m

Par continuité de T', Tup, = 3, anmTem. Soit € > 0, il existe M tel que Y, <, [Tem|? <
e/C, et N tel que pour n > M,

g
Z |anm am|2 =
17135

m<M
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Alors

2
T — Tul* = | (anm — am)Tem
m
2 2
<Y anm — amllITenll| +] D lanm — aml|[Tem|
m<M m>M
< anm—anl D NTenll® + D lanm —anl* Y [ITenl?
m<M m<M m>M m>M
(3 (3
< i IT | Hs + O < 2e.
IT|I%s C

Donc Tu,, — Tu dans H fort. T est donc compact.
Réciproquement il existe des opérateurs T’ compacts mais qui ne sont pas de Hilbert-
Schmidt : par exemple la multiplication M, avec a, = Hﬁ (n>1).

3. Vérifier en prenant des produits scalaires avec ey,

4. Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt, on pose Te,, = Zm Qpmem €t

K(x,y) = Z am,nen(x)em(y).

Alors K € L*(Q x Q) car T est de Hilbert-Schmidt (|| K |7, = dnm az, = 1T%g < 00).

Par construction, Tk vérifie que pour tout p,q, (Tkepleq) = apq et donc Te, = Tey,. Tk

est continue sur L?(Q2) et coincide avec T sur Vect(e,) qui est dense, donc est égal & T'.
Supposons que T'f = [ K;f = [ Kof. Alors I'opérateur é associé & K; — Ky est nul

donc 0 = HTKl—K2HL2 = ||K1 — K2||L2 et K1 = KQ.
*

Solution 4. S.e.v. de fonctions dérivables fermé dans les fonctions continues

1. On utilise le théoréme du graphe fermé. Supposons que (fn, fi) — (f,g) dans la
norme du graphe, ie C°. On a :

ful@) = £2(0) + /0 RO

Cette égalité passe a la limite dans, donc :

Ce qui prouve que f est C! et que f’ = g. Ainsi D est continue. On peut également
considérer Id : (F,||-|lc1) = (EF,| - |lco) (vérifier que les espaces en jeu sont complets) et
utiliser le théoréme d’isomorphisme de Banach.

2. Soit K la norme d’opérateur de D. On considére B la boule unité du Banach F
(muni de la norme C°). Si f € B, ||f'||co < K. On en déduit que B est formé de fonctions
uniformément borné (par 1), K-lipschitziennes donc équicontinues : le théoréme d’Ascoli
s’applique, et donc B est relativement compact. Mais la boule unité d’un e.v.n n’est rela-
tivement compacte que s’il est de dimension finie.

(Rappel : un e.v.n. E localement compact est de dimension finie. Tout d’abord E est
bien évidemment complet. Soit donc U un voisinage ouvert de 0, tel que U soit compact.
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U est relativement compact, donc U peut étre recouvert par un nombre fini d’ouvert de
type z + 53U (avec z € U), disons :

U C U:EZ—F%U
i=1

Soit F' = Vect(z;). On a en particulier : U C F + 1U.
Par récurrence immeédiate, on obtient : U C F + %U . U étant relativement compact,
U est borné; de plus F, de dimension finie, est un s.e.v. fermé. On en déduit que :

UcCF=F

U étant un voisinage de 0, on conclut par homogénéité que £ C F, et E = F est de
dimension finie.)

3. F est encore de dimension finie. En effet, montrons que (F. || -||c«) est complet. Si f,
est de Cauchy, f, — f € F dans C°([0,1]) car F est fermé. Vu la convergence ponctuelle
et le fait que f, est de Cauchy dans C',

|(fn = F)@) = (fn = H®)

|z — y|*

|z — y|*
<liminf || f = funllce.

= lim
m

Alnsi, en passant au sup,.,, on obtient
1fn = fllee < [[fn = fllco +liminf || fo = fin[lce = 0 quand  n — oc.

Ainsi, f, — f dans C% et (F,|| - [[ce) est un Banach.

Comme ||fllco < ||fllce, on en déduit (cf. exercice 1) que les deux normes sont équi-
valentes. Montrons enfin que la Bpo(0,1) est relativement compacte, ce qui conclura.
Bpco(0,1) est borné, et par ce qui précede, By co(0,1) C Brca(0,C). Ceci entraine que
pour tout f € Bpco(0,1),

Vr,y € (0,1, [f(z) = f(y)] < Clz —y|*

et donc Bpo(0,1) est équicontinue. Le théoréme d’Ascoli montre que Bpco(0,1) est
relativement compacte dans (F, || - ||co). F est donc de dimension finie.

*

Solution 5.  Opérateurs a noyaux

1. L’inégalité de Holder donne

i< (

X XY

) Pa)) V2 (| 1) Pant)) 7.

En intégrant le carré de cette inégalité sur X et en utilisant le théoréme de Fubini, on en
déduit que
ITfll2cxy < el 2ox <)l £l 2 vy
D’ou la continuité de T'.
Comme L%(X, ) est réflexif, alors on a vu que pour montrer la compacité de 7, il suffit
de montrer que si f, — f dans L?(X,p), alors (T f,), converge fortement vers Tf. Par
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linéarité, on peut supposer que f = 0. Or si f,, — 0, alors T'f,,(z) — 0 pour tout x tel que
y+— k(x,y) € L?(Y,n), c’est-a-dire pour presque tout x. De plus, on a vu que dans ce cas

Tf()] < ( / (s 9)2dn () 2 fall 2

XxXY

Comme une suite faiblement convergente est bornée, on en déduit (T'f,), est bornée
presque partout par une fonction L?(X,u). donc le théoréme de convergence dominée
entraine que T'f, — 0 dans L?(X, i) fortement.

*
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