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Solution 1. Convergence faible dans un Hilbert
1. On note xp = limn(ep|xn). On a (

∑k
i=1 x

pep, xn) →
∑k

i=1 |xp|2 donc par Cauchy-
Schwarz :

k∑
i=1

|xp|2 ≤ lim inf

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

xpep

∥∥∥∥∥ ‖xn‖.
Soit :

∑k
i=1 |xp|2 ≤ lim inf ‖xn‖2. Ainsi,

∑
|xp|2 < ∞, on pose x =

∑
xpep. Pour tout p,

(ep, xn) → (ep, x). Considérons F = {y ∈ H|(y, xn) → (y, x)}. F est un s.e.v. fermé fort
(car xn est bornée), dense (car il contient en), donc F = H et xn ⇀ x.

Comme (ep, en) = δn,p → 0 quand n→ +∞ pour tout p, on a en ⇀ 0.
2. Montrons que l’adhérence faible de S est la boule unité fermée B = {x|‖x‖ ≤ 1}.

Tout d’abord, B est convexe fermé fort, donc fermé faible, et comme S ⊂ B, Sw ⊂ B.
Pour l’inclusion inverse, rappelons que la boule unité muni de la topologie faible est

métrisable, donc l’adhérence faible de Sw est en fait l’adhérence séquentielle faible de S.
La suite en ⇀ 0, donc 0 ∈ Sw. Soit Ensuite x ∈ B, on pose xn = x + αnen, où αn est tel
que ‖xn‖ = 1 (αn = −(x, en)+

√
(x, en)2 − ‖x‖2 + 1). Ainsi, (xn, ep) = (x, ep) pour n > p,

et comme à la question précédente, xn ⇀ x. Finalement x ∈ Sw, et Sw
= B.

3. Rappelons que en ⇀ 0. Supposons que emk
+ mkenk

⇀ 0. Si mk est bornée, quitte
à extraire on peut supposer mk constant, valant m. Si nk est elle aussi bornée, on peut la
supposer constante : la convergence faible vers 0 est alors absurde. Sinon,menk

⇀ 0 et on a
convergence faible vers em 6= 0. Enfin, si mk n’est pas bornée, la suite n’est pas bornée (en
norme) : elle ne converge pas faiblement, ce qui est contradictoire. En effet, dans un e.v.n.
E, si xn ⇀ x alors (xn) est bornée : on considère les formes linéaires sur E′ ϕn : ` 7→ `(xn).
ϕn est de norme ‖xn‖. Si ‖xn‖ → ∞, par le théorème de Banach-Steinhaus, il existe ` tel
que sup |ϕn(`)| =∞, mais ϕn(`) = `(xn)→ `(x) par convergence faible.

Ainsi 0 n’est pas dans l’adhérence séquentielle faible. Par contre en y appartient, et
comme en ⇀ 0, 0 est dans la double adhérence.

On n’est certainement pas dans un cadre métrique.

?

Solution 2. Opérateurs compacts
1. Un s.e.v. de dim fini est localement compact, donc un opérateur continu de rang

fini est compact. D’autre part, la limite d’opérateurs compact est compacte. En effet, soit
Tn ∈ K(E,F ) et T ∈ L(E,F ) tels que ‖Tn−T‖ → 0. Montrons que T (BE) est précompacte.
Soit ε > 0, il existe N tel que ‖TN − T‖ < ε et comme TN (BE) est compacte, TN (BE)
est précompacte. On peut donc la recouvrir par un nombre fini de boules de rayon ε,
B(TNxi, ε). Soit alors Tx ∈ T (BE), il existe i tel que TNx ∈ B(TNxi, ε) et donc

‖Tx− Txi‖ ≤ ‖(T − TN )x‖+ ‖TNx− TNxi‖+ ‖(TN − T )xi‖ ≤ 3ε.
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Finalement, Tx ∈ B(Txi, 3ε) et T (BE) ⊂ ∪B(Txi, 3ε). T (BE) est donc précompacte, et
comme F est complet, T est compact.

2. Soit ε > 0. T (BE) est précompacte, on peut donc la recouvrir par des boules de
rayon ε B(Txi, ε). Soit Fε = Vect(xi) (de dim fini) et PF la projection orthogonale sur Fε.
On pose Tε = PF ◦ T . Tε est un opérateur de rang fini. D’autre part, si x ∈ BE , il existe i
tel que ‖Tx− Txi‖ < ε et donc (Txi = PFTxi)

‖Tx− Tεx‖ = ‖Tx− PF (Tx)‖ ≤ ‖Tx− Txi‖+ ‖PF (Txi − Tx)‖ ≤ 2ε,

car ‖PF ‖ ≤ 1. Ainsi on a ‖T − Te‖ ≤ 2ε, et limε→0 Tε = T .
3. Si T est compact, ce résultat a été vu en cours (et E réflexif n’est pas nécessaire).

Montrons la réciproque. Soit B la boule unité fermée de rayon 1 et de centre 0 de E. Soit
(xn)n une suite déléments de B. Comme E est réflexif, on peut supposer que xn ⇀ x dans
B. L’hypothèse de l’énoncé nous donne alors que (Txn)n tend vers Tx. Donc l’image de la
boule unité est bien relativement compact et T est compact.

4. On a Maδkn = akδkn, donc si Ma ∈ L(E,F ), (an) est bornée. Réciproquement on a
bien sur ‖Mau‖`2 ≤ ‖an‖`∞‖u‖`2 .

Si an → 0, considérons les suites am = (amn 1n≤m)n. Alors Mam est de rang fini, et on
voit que ‖Ma−Mam‖ = supn≥m |an| → 0 quand m→∞. Ainsi, Ma est limite d’opérateur
de rang fini, et est donc compact.

Réciproquement, supposons Ma est compact. Considérons δk = (δkn)n. δk ⇀ 0 donc
Maδ

k converge fortement vers 0 dans `2. Mais ‖Maδ
k‖ = ‖akδk‖ → 0.

?

Solution 3. Opérateurs de Hilbert-Schmidt
1. Par définition, (T ∗fp|en) = (fp|Ten), donc ‖T ∗fp‖2 =

∑
n |(fp|Ten)|2. Ainsi,∑

p

‖T ∗fp‖2 =
∑
p

∑
n

|(fp|Ten)|2 =
∑
n

∑
p

|(fp|Ten)|2 =
∑
n

‖Ten‖2,

car (fp) est une base hilbertienne de G (tous les termes son positifs, ce qui autorise é
faire les calculs). Étant donné une autre base hilbertienne (ẽn) de H, on a également que∑

n ‖T ẽn‖2 =
∑

n ‖T ∗fp‖2, ce qui entraine que
∑

n ‖T ẽn‖2 <∞ et l’égalité demandée.
2. Soit un une suite bornée de H. Quitte à extraire, on peut supposer que un ⇀ u

dans H-faible. On note un =
∑

m an,mem. Par convergence faible, on a que pour tout m,
an,m → am quand n → ∞, et que u =

∑
m amem. Comme la suite un, donc un − u, est

bornée, il existe C tel que pour tout n,∑
m

|anm − am|2 ≤ C.

Par continuité de T , Tun =
∑

m an,mTem. Soit ε > 0, il existeM tel que
∑

m≥M ‖Tem‖2 ≤
ε/C, et N tel que pour n ≥M ,∑

m<M

|an,m − am|2 ≤
ε

‖T‖2HS

.
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Alors

‖Tun − Tu‖2 =

∥∥∥∥∥∑
m

(an,m − am)Tem

∥∥∥∥∥
2

≤

∣∣∣∣∣ ∑
m<M

|an,m − am|‖Tem‖

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣
∑
m≥M

|an,m − am|‖Tem‖

∣∣∣∣∣∣
2

≤
∑
m<M

|an,m − am|2
∑
m<M

‖Tem‖2 +
∑
m≥M

|an,m − am|2
∑
m≥M

‖Tem‖2

≤ ε

‖T‖2HS

‖T‖2HS + C
ε

C
≤ 2ε.

Donc Tun → Tu dans H fort. T est donc compact.
Réciproquement il existe des opérateurs T compacts mais qui ne sont pas de Hilbert-

Schmidt : par exemple la multiplication Ma avec an = 1
1+lnn (n ≥ 1).

3. Vérifier en prenant des produits scalaires avec en
4. Soit T un opérateur de Hilbert-Schmidt, on pose Ten =

∑
m an,mem et

K(x, y) =
∑
m,n

am,nen(x)em(y).

Alors K ∈ L2(Ω× Ω) car T est de Hilbert-Schmidt (‖K‖2L2 =
∑

n,m a
2
nm = ‖T‖2HS <∞).

Par construction, TK vérifie que pour tout p, q, (TKep|eq) = ap,q et donc TKep = Tep. TK
est continue sur L2(Ω) et coincide avec T sur Vect(en) qui est dense, donc est égal à T .

Supposons que Tf =
∫
K1f =

∫
K2f . Alors l’opérateur é associé à K1 − K2 est nul

donc 0 = ‖TK1−K2‖L2 = ‖K1 −K2‖L2 et K1 = K2.

?

Solution 4. Opérateurs à noyaux
1. L’inégalité de Holder donne

|Tf(x)| ≤
( ∫

X×Y
|k(x, y)|2dη(y)

)1/2( ∫
Y
|f(y)|2dη(y)

)1/2
.

En intégrant le carré de cette inégalité sur X et en utilisant le théorème de Fubini, on en
déduit que

‖Tf‖L2(X) ≤ ‖k‖L2(X×Y )‖f‖L2(Y ).

D’où la continuité de T .
Comme L2(X,µ) est réflexif, alors on a vu que pour montrer la compacité de T , il suffit

de montrer que si fn ⇀ f dans L2(X,µ), alors (Tfn)n converge fortement vers Tf . Par
linéarité, on peut supposer que f = 0. Or si fn ⇀ 0, alors Tfn(x)→ 0 pour tout x tel que
y 7→ k(x, y) ∈ L2(Y, η), c’est-à-dire pour presque tout x. De plus, on a vu que dans ce cas

|Tf(x)| ≤
( ∫

X×Y
|k(x, y)|2dη(y)

)1/2‖fn‖L2(Y ).

Comme une suite faiblement convergente est bornée, on en déduit (Tfn)n est bornée
presque partout par une fonction L2(X,µ). donc le théorème de convergence dominée
entraîne que Tfn → 0 dans L2(X,µ) fortement.

?
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