Correction du Td n° 4 d’Analyse fonctionnelle

DISTRIBUTIONS

Séance du 8 mars 2013

Solution 1.  Partition de 'unité et fonction plateau
_ 1
1. Considérons f(x) = e =22 pour |z| < 1 et f(x) = 0 si |z| > 1. On vérifie par
récurrence que pour |z| < 1
£ (x) — Pni(aj)eil—lz2
dz™ (1 —ax2)2n ’

ol P, est polynéme. En particulier, jw—nn f tend vers 0 quand x — +1, et par prolongement
de la dérivée, f est une fonction C"~! pour tout n, donc C*°, a support dans [—1,1]. On
pose h(z) = C [*__ f(z)dz, ou la constante C est ajustée pour que h(z) =1siz > 1. h
est positive, croissante et pour x < —1, h(z) = 0. La fonction g(z) = h(3 + 2x)h(3 — 2x)
répond & la question.

2. Soit x;, une suite dense de Q. Si c’est possible, on choisit &, tel que B(zy,2e,) C V;
pour un certain i, et B(z,,3¢,) n’est inclus dans aucun V; : sinon, on choisit &, = 1, et
B(xy,3) C V;. Montrons que pour tout z € €, il existe n tel que € B(xy,&,). Soit i tel
que x € V;, il existe € €]0, 1] tel que B(z,e) C V;. Soit zy, tel que d(z,zy) < /4 < 1. Si
en = 1, x € B(xn,&,). Sinon B(xy,3¢/4) C B(x,e) C V;, donc 3¢, > 3¢/4. Ainsi, &, >
et © € B(zp,ey,). Dans tous les cas x € B(xy,&p).

On pose () = g(|lz — xn|/en) : alors 1, est & support dans B(x,,2e,) C V; et
VnlB(zn,e,) = 1. On définit maintenant o1 = 1y et :

Pn = (1 - 1/}1) T (1 - ¢n—1)1/}n-

On vérifie immédiatement par récurrence que pour tout n :

Siz e Q, x € B(xy,e,) pour un certain n et donc ¢y, (x) = 0 pour m > n et :

Z‘Pm(x) = Z om(z) = 1.
m m=1

D’autre part, ¢, est & support dans B(zy,,2e,), donc dans I'un des V;. Enfin, si K est un
compact de €, il existe m tel que K C |J"_ B(xp,ey,) d’ou le résultat.

3. K étant compact, il existe ¢ > 0 tel que pour ¢ < go, Vo = {z|d(z,K) < ¢}
soit un voisinage ouvert de K, d’adhérence compacte, et inclus dans 2. On considére le
recouvrement de € par les ouverts Vo, /3 et Q\m Par la question précédente, on dispose
d’un partition de 'unité ¢,. On pose :

plx) = > Pn(2).

n:Supp ¢n CVae /3
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Alors la somme étant localement finie, ¢ est C'°° a support dans V5. /3, donc compact et
prend ses valeurs dans [0, 1]. Enfin, pour z € V3,

plr)=1- Z on(z) = 1.

n:Supp on C\V,( /3

Ainsi ¢ répond a la question.

Solution 2.  Support d’une distribution

1. Soit O; des ouverts sur lesquels u est nulle, et ¢ € D(O), ot O = |J O;. Soit (Yn)neN
une partition de I'unité adaptée a (O, (O;)icr).

Soit ¢ € D(O), Supp(¢) est un compact, donc par construction des (1), il existe un
nombre m fini de () tel que 3" | ¥n|supp(e) = 1. En particulier, cela signifie que

= tno.
n=1

Mais 1, ¢ € D(O;) pour un certain i, donc (u,¥n¢) = 0 pour tout n. En sommant les m
premiers termes, on voit que (u, ¢) = 0. Ainsi, u est nulle sur |J O;.

L’union des ouverts sur lesquels u est nul est donc un ouvert sur lesquel w est nul : le
support de u est son complémentaire.

2. Soit ¥ € C%(Q), Supp ¥ = {z|1(z) # 0}. Considérons donc O, I'intérieur de {x|y(z) =
0}. Si zy € O, il existe un voisinage B(z,¢) sur lequel ¢ est nulle, et donc pour tout
¢ € D(B(xo,¢)), (¥,¢) = [¢¢ = 0 et donc ¢ s’annule sur B(xg, ) au sens des distribu-
tions.

Réciproquement, si ¢ s’annule sur un ouvert O au sens des distributions, soit zg € O
et B(zp,e) C O. Soit ¢ une approximation de 'unité : ¢ € D(B(0,1)) d’'intégrale 1 et
or(x) = k7" ¢(k(x — xp)), alors ¢y est d'intégrale 1 et est a support dans B(zg, 1/k). Pour
k assez grand, ¢ € D(B(xg,e)) C D(O) et on voit que

[ o= vt

Comme (¢, 1) = 0, on en déduit que 1(zp) = 0, et comme cela est vrai pour tout z € O,
zo & Supp(¥).

Support de dp : si ¢ € D(R*), alors do(¢) = 0. Ainsi Supp(dp) C {0}. Mais comme
do # 0, Supp(do) = {0}

3. Soit w une distribution a support compact K. il existe 1) € D(R") telle que ¢ = 1 sur
un voisinage V' (compact) de K. Alors pour tout ¢ € D(R), Supp(¢(1 — 1)) C Ve C K¢,
donc (u7¢(1 - W) =0et (u7¢) = (’LL, ¢¢)

Maintenant, Supp(¢y) C V compact fixe, donc il existe des constantes C(V) > 0 et
m(V) € N telle que :

(par la formule de Leibniz), V' et v sont fixes, donc C(¢, V) = C’', m(V') = m, et finalement
u est d’ordre m : |(u, @)| < C'||@||m)-
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Solution 3.  Quelques exemples de distributions

1. La formule définit bien une distribution (d’ordre au plus k sur le compact [k, k]).
Supposons l'ordre fini, disons k, alors, en faisant une translation de k + 1, il existe C, tel
que pour ¢ € D(] —1,1]), on ait

k
e T 0) < CY . sup [9'¢(a)|.

i—1 T€l-1,1[

Une telle inégalité ne peut pas avoir lieu, vu qu'il existe des fonctions C* qui ne sont pas
Ck+1.

2. On calcule :

(Dot + By, &) = — /(%(t,t) oy (b)) dt = / %(qﬁ(t,t))dt —0.

3. e/ ¢ D(R?% ) car étant donné un compact K de R7, el/=* ¢ CY(K). Par contre,
considérons ¢ € D(]1,2[) positive, d’intégrale 1, et la suite ¢p(z) = 27*¢(kx). Alors on
calcule et ¢ — 0 dans D(R) : en effet, ¢ € D([0,2]) et pour tout m,

|02 bl co = 2_kk:m||6;"¢||co — 0 quand k& — co.

Mais : .
/el/xgqbk(x)dw > ek2/42_k% — 00.

4. On cherche v tel que pour tout ¢ € D, (v,¢") = —(u, ¢). Il faut remarquer que les
fonctions de D d’intégrale nulle sont exactement les dérivées de fonctions de D. Ainsi, si
1 est d’intégrale nulle, 1) = ¢’ (¢ € D est uniquement déterminée : ¢(z) = ffoo P(t)dt) et
(’U7w) = _(u7 ¢)

Maintenant, soit xy € D, d’intégrale 1. On choisit comme on veut (v, x) : ensuite, si
Y € D, ¢ — ([ ¢)x est d’intégrale nulle, donc c’est un certain ¢/, et :

(0.) = =)+ [ 4) w0

On obtient ainsi un espace de dimension 1 de primitives de wu.

Réciproquement, si v est une primitive de u, v est déterminé sur ’hyperplan des fonc-
tions de D d’intégrale nulle, et sa valeur en y la définie complétement, donc ’espace des
primitives est de dimension 1.

Solution 4.  Support et ordre

1. Soit ¢ € D(R), il existe 1 € C*(R) telle que ¢(x) = ¢(0) + ¢'(0)z + b(x)x>. Alors
le terme d’ordre n vaut :

n6(0) + 003+ 3 D n(0) - 9010,
i=1 i=1

il est bien connu que que Y ;" % —logn — v et la série résiduelle est convergente car 1 est
bornée sur [0, 1] : u(¢) est bien défini. Enfin, comme on a [|4)|| g0 (j0,1)) < C|¢" || (formule
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de Taylor avec reste intégral), on en déduit que |u(¢)| < C|[¢”| L~ et u est d’ordre au plus
2.

1. Soit K = {0} U U;2,{1/i}. Bien sir, S C K car si ¢ ¢ K, il existe un voisinage
V de = ne rencontrant pas K, et toute fonction test & support dans V s’annule contre
T. D’autre part, pour tout 7 € N*, en choisissant une fonction test ayant son support
dans ]1/j —e,1/j + €[, on voit que 1/5 € S. S est un support, donc est fermé et 0 € S.
Finalement, S = K.

2. On voit que u(¢g) ~ vk, mais comme 9%y (1/§) = 0 si a > 1,
p .
> " sup |9k ér(x)| < 1/VE.
i—0 zeS
D’ou le résultat.

3. Si u était d’ordre 1, on aurait une relation du type :

u(@)] < Clllellzoe + 1l¢ ]| o).

On introduit donc le cut-off d’une primitive seconde d’une fonction test : soit ¢ € D(]0, 1[),
positive, d’'intégrale 1. Soit ¢ € D(] —1,2[, 0 <1 < 1 et ;1) = 1. On pose :

be() = () /O ' /O " o(kt)dtdy.

Alors ||y ||re < % et ||[Ugllpe < % Le membre de droite dans l'inégalité supposée est
majoré par C/k.
D’autre part :

k

u(r) = Z%(l/i) = Zwk(l/i) + Z Vi (1/7).
i=1

i=1 i=k+1

Remarquons que par définition, |1y (x)| < ||@||p=~2?/2 si z € [0, 1]. Donc :

> (1))

i=k+1

< Cllgllpe=1/k.

Enfin, sur [1/k, 1], ¢y est affine de pente 1/k, donc :

k k

D wn(1/i) =Y (n(1/k) + 1/k(1/i = 1/k)) = kipy(1/k) +log k/k + O(1/k).

i=1 i=1
Comme [ ()| < ||@]|Lo22/2, kvr(1/k) < C/k et u(iby) ~ logk/k, d’ott la conclusion.
*

Solution 5.  Distributions qui sont réguli¢res

1. D(R2) est dense dans LP (p < oo) (considérer la régularisation par convolution avec
une approximation de lidentité), donc T : D(2) — R peut etre étendue a en T application
continue LP — R (avec la meme inégalité). Par le théoréme de représentation de Riesz,
il existe f € L9 telle que T(¢) = [ f¢ pour tout ¢ € LP, donc pour tout ¢ € D(). En
identifiant, on obtient T' = T.
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2. On essaye d’appliquer le résultat précédent. Comme pour la primitivation d’une
distribution, on introduit x € D(]0,1[), [ x =1 et x > 0. Soit donc ¢ € D(]0,1[. Alors il
existe ¢ € D(]0, 1]) telle que ¢ =’ + (f qb) x. Ainsi :

T(9) = T(¥) + </¢> 00 =~ [ fo+ </<z>) T(x).

Mais T'(x) est une constante C'et | [ ¢| < ||¢||z2 (par Holder). Enfin,
Il reste donc a estimer ||1]/z2 en fonction de ¢. Pour cela, on a :

< g2l 2

_2/ W (£ (t)dt < 20| | g2 ] -

Quand on intégre en z, entre 0 et 1, on obtient [[¢[|2, < 2[|¢)/||2]|¢] 12, don [[¢]|z2 <
2[|¢'|| 2. Et donc :

ote <2 o= (o) <20+ Indlolsn
L2
Ce qui permet de conclure que :

T(@)] <200+ [Ixlle2 + TOODI 2

Par 1., T s’identifie & u € L?(]0, 1[).
Ensuite, considérons v € C1([0, 1]) avec v(0) = 0. Alors :

[0 (2)] = 2

/ v’(t)v(t)dt‘ < 2ol 2] 2.
0

Donc [|v]|pee < 2(||v]|z2 + ||v']|z2). On raisonne maintenant par densité : D est dense dans
L?, soit donc vn € D(]O 1[) telle que v, — f dans L?. En reprenant les estimées précédentes,
on voit up () = [ vn(t)dt est de Cauchy dans L*(]0, 1[), puis C°([0, 1]), donc converge vers
. Par cont1nu1te de la derlvatlon au sens des distributions, on a que @' = lim,, oo v,, = f.
Donc @ et u différent d’une constante (primitivation d’une distribution), et u € C°([0,1]).

3. L’hypothése s’écrit que pour tout ¢ € D, :

[ o416 -

Soit maintenant x € D, positive, telle que [ x = 1. On définit ¢ la primitive de f telle que
[ gx=T(x) (gest C1). Alors on a également, par intégration par partie [ f¢+T,(¢') = 0.
On en déduit que pour tout ¢ € D, (T —Ty)(¢') = 0. Pour ¢ € D, [(¢ — ([¢)x) =
donc si ¢(z) = [ (¥ — ([ ¥)x), p € D et ¢/ =1 — ([ ¥)x. Vu ce qui précede :

(T —T,)(®) =/w-<T—Tg><x> —0.

Donc finalement, Vi € D, (T — T,)» = 0. On en déduit que T' = T}, et par définition
/
g =17

4. g(x) = exp(— fo t)dt) est une fonction C*°, on peut donc calculer :

(gu)'(¢) = —gu(¢') = —u(gd) = u(g'¢ — (99)").
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Mais ¢’ = —ag, donc : u(g'¢p — (9¢)") = au(ge) + v (9¢) = fgo, donc (gu)" s’identifie a
la fonction continue fg, et donc gu s’identifie & une fonction C'. Comme ¢ ne s’annule
jamais, u est C'.

Solution 6.  Valeur principale de %
1. Par la formule de Taylor, ¢(z) = ¢(0) + x9p(x) avec p € CP°(R) et |[¢]|n < ||¢/]| 1o
(car 1(x) = ¢/(0(x)) o O(x) €]0, z[).

Ainsi,
L?%?uxZMWLfﬁlh[¢@Mx:—M®ms+Liﬂﬂw‘

Un calcul similaire pour f__; montre que le terme en € disparait : la limite existe et vaut

/ de + Y(x)dz.
j[>1

x |z|<1

Cette distribution n’est pas d’ordre 0, sinon elle apparaitrait comme une mesure; soit y
une fonction plateau au voisinage de 0, et la suite ¢, = arctan(nz)x(z) est une suite
de fonctions continues a support compact telles que ¢,(0) = 0 et ||pnllco < C, mais les
(vpz, ¢y,) divergent :

(vD, ) = 2 /0 T AL () = /0 A (i e,

Par contre, ’expression de ¢ assure que c’est une distribution d’ordre au plus 1.
2. 0n a

(zvpx,¢) = (vpz,29)

= lim< O:QS(x)dx—i—/:o czS(x)da:) :/¢= (1, ¢).

e—0

On a donc zu — xvpx = 0, et en particulier, Supp (u — vpz) C {0}. On en déduit qu’il
existe cg, ..., c, tels que

d
u—vpxr = Zcié(()i).
i=0
On a donc également Efzo xé(()i) =0.0razd =0et pouri>1:
(235, 9) = (8, 26) = (~1)"(2¢)? (0) = i(~1)'¢"~1(0),
Comme la famille (¢, (), . ..) est libre, cela entraine que ¢; = 0 pour ¢ > 1. Ainsi
U — Vp T = cydg.

3. Remarquons que pour o > 1, on a

a—1 _ [ 1¢(x) ! « 1¢($)—¢(0) ! a—1
(x|z|*, ¢) —/|x21 || > xdx—l—/l || > wdaz—f-(ﬁ(O)/ x|z|* dx .

0

Par convergence dominée sur chacun des deux termes, on voit que (z]|z|*" %, ¢) — (vpz, ¢)
quand @ — —1 (@ > —1), ce que l'on voulait démontrer.

*
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