Correction Td n° 4 d’Analyse fonctionnelle

DISTRIBUTIONS ET CONVOLUTION 2

Séance du 6 mars 2010

Solution 1.  Approximation de lidentité et convolution dans LP

1. Comme ¢, ¢ € D, y — |d(z — y)| Pl (y)| € L] et :

¢z — [V ()| = 16z — 9" ¢z — )Pl (y)].

On intégre en y et on applique Holder :

[ 16t sty < ot~ ( [ 16 - lvora)

Bien sur, ||¢(x —-)||r = ||¢||z1 et donc (par Fubini-Tonelli) :

I xlZ, < (122 / / 6z — 9|14 (y) Pdyde
— 6llp/v / 16C — o)l [6(v) Pdy = I (412,

Ce qu’il fallait démontrer.
2. Comme ||¢m |11 =1, et Supp(ém) C B(0,1/m) :

(bm * )() — f(2) = / mPg(my) (f(x —y) — f(w))dy.

ly|<1/m

Donc :
Vo € R, [¢m = f)(z) — f(z)| < sup  [f(z) — f(y)].
yily—z|<1/m
Comme f est continue, sur K compact, elle est uniformément continue sur K + B(0,1/m)
compact et SUp, e 56T my |y —al<1/m |f(x) = f(y)| = 0.
Maintenant, soit ¢ > 0 et g € C.(R™) tel que ||f — g|/z»r < €. On vérifie que les calculs
de 1. s’appliquent si on a seulement ¢ € LP. Alors :

[fm * (f = 9)llLr < Nomllallf —gllr <e.

Ensuite, vu que Supp(¢,, * g) C Supp(¢p,) + Supp(g) € B(0,1) + Supp(g) = K (compact
fixé), on a [[¢nxg—gl[re — 0 et donc [|¢m*g—gllr = |¢m*9—9glLr(x) — 0). Finalement,
pour m assez grand :

[m * f = fllze < |om(f = 9)llze + om * 9 = gllze + [lg — fllzr < 3e.

Et donc ||¢m * f — fllzr — 0. Pour L, il ne peut y avoir convergence (sur les compacts)
que si f est continue. Si f € Cj, il y a convergence uniforme.

On voit facilement que ¢, * f est C*° (dérivation sous le signe somme). Ensuite, soit
X € D(B(0,2) tel que x|pw,1) = 1. On pose fym(z) = x(x/n)(¢m * f)(x) € D. Bien
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sur, pour tout m, fnm — ¢m * f dans LP, donc par un argument diagonal si on pose
fm = fa(m),m avec n(m) tel que || frm)m — &m * fllLr < 1/m, on a que f, — f dans LP.
Ainsi, D est dense dans LP (et SH = C).

3. Soit a tel que p =aq’. On a :

|6(z =) [v()| = [o(z — y)1*|o(z — y)I" [ (y)].
Et par Holder :

[ 16t~y < lote — i ([ 1ot - w10 orar)

On pose 1) = ¥/ Le, alors ¥?dy est une mesure de masse 1, donc on peut appliquer
I'inégalité de Jensen (avec z — x'/9 convexe car ¢ < r) :

(16t == ’Mﬁfy) < [ 1otz —mieer i

Mais p = aq¢’ donc a/p=1-1/q, (1/p —a/p)r =1 et (1 —a)r = p. Donc :

srv@l” < Il [ 1o - wlPww)ld.
Enfin, en intégrant en x, avec Fubini-Tonelli :

16+ 1% < NlIT5 1™ = Il Lol 7a-

On conclut par densité de D dans les espaces LP, L9 (avec la méme estimée).
*

Solution 2.  Solution élémentaire du laplacien

1. On calcule

N
INEDEDS
i=1

9 Jaela—2Y . a—2
oz, (azilz|* %) = (Na+ a(a — 2))|z|*~.

2. Sur “B(0,¢€) on a Alz[>~¥ = 0 et donc pour tout ¢ € D

o )
0_/ A(lzN) / (A z2N + / O |z|2N — V2L,
o A0 = [ @+ [ (ol = el

En prenant la limite quand ¢ — 0 on obtient

0 0
A 2N _ lim. / 912N V29 gy
o timea [ @5 a2 )

On conclut donc car au sens des distributions < Alz[>~N ¢ >=< |z|>~N, ¢ >.

3. On remarque

0 2N - N I-N - N SN_l
/83(0,e)¢8” e >/8B(D,e)¢’x‘ — (2= N)[$716(0)
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/ \x|N72gq§ — 0.
9B(0,¢) on

4.Si f € L', alors |2|N=2 % f est bien définie comme convolution d'une distribution et
d’une distribution a support compact et on a

Az 725 f) = (=AY 72« f = (N - 2)[8V | f,

donc ( ~2 % f est solution de —Au = f au sens des distributions.

1 N
EEneitd
5. On raisonne comme dans les questions 1 et 2 en remarquant Aln(|z|) = 0 sur R?\{0}.

*

Solution 3.  Propriété de la moyenne

1. On calcule
< Jhy Gzp > = /@D(iﬁg(x + pw)p" Ldpdw

= [0ty dpde
= fk(x)Hﬁbx,rHLl

En passant a la limite K — oo on obtient donc fx(x) — <T,¢zr > . Laformule

1
. léa,rll 1
précédente nous dit que

0 [ w(§>p”—1dwdp = [w®) [ T+ pu)p .

On a donc, en notant h(p) = [T(z + pw)p™ dw,

/w 2)[0B(0, p)] — h(p))dp = 0.

Comme 'égalité est vraie pour tout ¢ € D(]0,1[), T satisfait la propriété de la moyenne
(on n’a pas besoin en raisonnant de cette maniére d’avoir la convergence uniforme sur les
compacts, dont je ne suis pas stre).

2. On a que f(z +th) = f(z) + tdf (z).h + %de(x + 7h)(h, h) avec T €]0,t[ (dévelop-
pement de Taylor-Lagrange, ordre 2). Maintenant, en fixant ¢ = 1, comme h — f(z) et
h +— df (z).h vérifient la propriété de la moyenne, on a pour tout r :

lf‘)B |/d2 flx+7(0)o)(o,0)do = 0.

Mais d?f(z + 7(0)0) — dzf(:z) uniformément quand r — 0 (par continuité de d?f, donc
on a:

/ d?f(z)(o,0)do = 0.
OB(0,r)

Il exsite une base orthonormale dans laquelle la matrice de d?f(x) est diagonale,
d*f(x) = diag(as, ..., a,). Dans cette base, 'égalité s’écrit, par homogéénité

0_/h 1Zazh2dh _Zaz / h2dh; = CTr(d?f(z)).

Inll=1
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Finalement, on trouve que Tr(d?f(z)) = Af = 0.

3. Soit ¢, une approximation de 'identité & support compact. On pose f, = ¢, * f.
Alors f,, est C* et satisfait la propriété de la moyenne. En effet, on calcule pour z = 0

1 1
10B(0,7)] / fn(8)ds = BB / / $n(y) f(sy)dyds = / én(y) f(y)dy = f(0).

On a donc d’aprés la question précedente Af,, = 0 et donc pour tout 0 = ¢, x Af — Af
au sens des distributions, donc Af = 0 au sens des distributions.

4. On résoud d’abord la question pour f € C*. Soit donc f;nC*> tel que Af =0. On a
alors

/ o, JAllaf =) = 2n [ @

= / 2rfds — / (Jz|> = )0, fds.
8B(0,r) 0B(0,r)

On étudie ensuite la fonction F': r — mfdx. Le calcul précédent nous donne F'(r) = 0

donc F(r) = f(0). L’expression de F” nous donne ensuite la propriété de la moyenne.

Soit maintenant 7' € ¢D’ tel que AT = 0 au sens des distributions.On a alors ¢, x T €
C>® et A(pp xT) = ¢ * AT = 0. Le calcul précédent nous dit donc que ¢, * T' satisfait
la propriété de la moyenne, et comme ¢, * T' — T au sens des didtributions, d’aprés la
question 1, T satisfait la propriété de la moyenne.

*
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