Correction du Td n° 5 d’Analyse fonctionnelle

DISTRIBUTIONS ET CONVOLUTIONS

Séance du 15 mars 2013

Solution 1. Petit calculs de convolutions

1. On sait que &g * f = f. Il suffit donc de trouver H tel que H' = §y. On “primitive” :
posons H = 1,59 € Li .. Alors pour v € D(R) :

loc®
(') = —(H, ) = / Ty (@)dz = (0) = So(e),
0

donc H' = ¢y répond a la question.
En dimension supérieure, on vérifie que 0y,...,, (1z,>0,....2,,>0) = 0.

2. ® §, est & support compact, il n’y a pas de probléme pour calculer :
(0a * H)/ = (04 * 09) = da,

donc (04 * H)(x) = 13>4. On peut aussi remarquer que (d, * 9)(z) = ¥(x — a).

e Oncalcule : &’ * 1= (1) =1"=0.

e [l faut remarquer que si m > n, xm5(()n) = 0 (calcul sur une fonction test). Par ailleurs,
on calcule pour ¢ € D(R) :

(@™85, ) = (85, () = (™)™ (0)
— (—1)"Crmly M (0) = (1) AT (0) = (—1) AP, ).

Et ainsi, xm(S(()") = (—1)’”A?5(()n_m). On va donc supposer que m < n et p < g. On a alors
que :

276 5 P = (—1)m P AT ARG 58P = (1) AT ARSI ),

o (Ljgp * Ii,q)” ne fait intervenir que des ditributions de £, il n’y a pas de probléme.
Ensuite :
(]]-[a,b] * IL[c,d])// = Il/[a,b] * ]]'/[c,d} = (5¢1 - 6b) * (50 - 5d)
Or 4y * 6y = 0544 donc

(ﬂ[a b * ]l[c d])” = 6a+c + 6b+d - 5a+d - 6b+c-
e T'x 1 est une distribution bien définie car T € £'(R). Ensuite :

(T*1,¢) = (T,1 %) = (T, 1% /¢ (T, 1).

Ainsi, T+ 1 = (T, 1)1 est une distribution constante.
e T x exp est bien définie comme précédemment. On calcule :

(T  exp, ) = (T, exp + ) = (T, z — / exp(y — )b (y)dy)
= / Y(y)e?dy(T, exp(—x)).
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Et donc T *x exp = (T, exp(—x)) exp.
On peut aussi voir directement que (T xexp)’ = T xexp, donc on a que T xexp = C exp.
Ensuite, on calcule :

C = (T % exp)(0) = (T, exp) = (T, exp(—1)).

3. (1x0")xH =0«H =0et 1x(6'«H) = 16 = 1. Ainsi, si deux des trois distributions

ne sont pas a support compact, on n’a pas nécessairement 1’associativité de la convolution.

4. On veut en fait :

ux (6o —61) =u—u(-—1) = 4.

u:Z%.

keN

Ceci donne I'idée de choisir :

Calculons alors ¢), * Ljo,1) = da * (do — 01) = da — da+1. Donc, si on note T;, = >0k
alors :
TTL * ]]_[071] = 50 — 611 — 50.

Comme T}, — u, u* Ljg 1) = do-

Solution 2. Equations différentiellelles

1. Soit 1) € C* telle que (z) = 1 pour z > —1 et ¢(x) = 0 pour x < —2. Siu € D',
on a donc < u, ¢ >=< u, ¢ > pour tout ¢ € D. Soit u,v € D, et ¢ € D. On vérifie que
la définition suivante du produit de convolution est bien compatible avec la définition de
la convolution pour les fonctions C* & support compact dans R™.

<Uu*xv,p >=< u, YO *p > .

Ceci est bien défini car supp(0+¢) C R~ + supp(¢) et donc supp(10 x ¢) est compact. On
vérifie que la convolution est alors associative et commutative. De plus, on voit immédia-
tement qui si T,U € D, Supp(T * U) C R™ : on a donc une algebre.

2. 11 suffit de faire le cacul :

(8 — Ado) * (H(t)eM) = 8 = (H(t)eM) — Mo * (H (t)eM)
= (80 * (H(t)eM)) = A(H (t)e
= (H(#)eM) — NH(t)eM
= e + NH (t)eM — N(H (t)eM.

Mais bien sir, dpe = d.

3. On pour n = 1, c’est la question précédente. Ensuite, ¢’est une récurrence :

tn—lekt tn—le)\t / tn—le)\t

5y — A Ht)— | =|H{lt)—— | = A H{t)———

=)+ (0717 ) = (05=5) =2 (055
tn—le)\t t’n—Qe)\t tn—le)\t tn—le)\t t’n—Qe)\t

= S0y + HO gy T HON 3 — M O g = HO 1

Ce qui assure I'hérédité de la récurrence.
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4. On considére 'EDO Y, axy™® () = do. Alors on peut réécrire 'équation Y, aru® (t) =

dp sous la forme :
<Z ak(—%)*k) *u = dp.
k

C est algébriquement clos, donc :
> an(=0)™ = Hi(8 = Nd)™
k

On conclut donc que :

Solution 3.  Approximation de l’identité et convolution dans LP
L. Comme ¢, € D, y = |¢(x — y)['/?|e(y)| € L et :

oz — [V ()| = 16z — 9" [6(x — )Pl (y)].

On intégre en y et on applique Holder :

[ 16t —wllsiay < ot 1 ( 16— lvora)

Bien sir, ||¢(z — -)||z1 = ||¢]|1 et donc (par Fubini-Tonelli) :

I xlZ, < 122 / / 8z — 9|14 (y) Pdyde
= 1l zip/¥ / 16( — )2 () Pdy = 6% [ ]2

Ce qu’il fallait démontrer.
2. Comme ||¢m |1 = 1, et Supp(¢y,) C B(0,1/m) :

(6m * ) () — F(z) = / mrd(my)(f(x — ) — F@))dy.

ly|<1/m

Donc :

Ve € R", [om * f)(x) = f(x)| < sup  [f(z) = fy)].
yily—z|<1/m
Comme f est continue, sur K compact, elle est uniformément continue sur K + B(0,1/m)

compact et SUP, c RFB(0,1/m):[y—z|<1/m |f(z) = f(y)| = 0.
Maintenant, soit € > 0 et g € C.(R") tel que ||f — g||zr < €. On vérifie que les calculs
de 1. s’appliquent si on a seulement ¢ € LP. Alors :

[fm * (f = 9)llLr < Nomllallf —gllr <e.
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Ensuite, vu que Supp(¢,, * g) C Supp(¢p,) + Supp(g) € B(0,1) + Supp(g) = K (compact
fixé), on a || *xg—gllLe — 0 et donc [[¢pm*g—g|lrr = |ém*9—9llLr(x) — 0). Finalement,
pour m assez grand :

[m + f = fllze <l|om(f = 9)llzr + 6m * g = gllze + llg — fllzr < 3e.

Et donc ||¢m * f — fllzr — 0. Pour L, il ne peut y avoir convergence (sur les compacts)
que si f est continue. Si f € Cj, il y a convergence uniforme.
On voit facilement que ¢y, * f est C*° (dérivation sous le signe somme). Ensuite, soit

X € D(B(0,2) tel que x|p,1) = 1. On pose fym(z) = x(x/n)(¢m * f)(x) € D. Bien
sur, pour tout m, fnm — ¢y * f dans LP, donc par un argument diagonal si on pose
fn = fum),m avec n(m) tel que || frm)m — &m * fllze < 1/m, on a que f, — f dans L.
Ainsi, D est dense dans LP (et SH = C).

3. Soit a tel que p =aq’. On a :

|6(z =) [vW)| = [o(x — y)1*|o(a — )" [ (y)].
Et par Holder :

1/q
[ 16 = llv)ldy < 16 =) ( [ 166 —y)yﬂ—a)qrwywy) .

On pose 1) = Y/ Le, alors Y?dy est une mesure de masse 1, donc on peut appliquer
I'inégalité de Jensen (avec z — x'/9 convexe car ¢ < r) :

(1ot %\(w\ij) < [0t -ty .

Mais p = aq’ donc a/p=1—-1/q, (1/p—a/p)r =1 et (1 —a)r = p. Donc :

s v@l" < Il [ 1oz - pPww)ld.
Enfin, en intégrant en x, avec Fubini-Tonelli :

16+ 1% < Nl 7o 1™ = Il Lol 7a-

On conclut par densité de D dans les espaces LP, L9 (avec la méme estimée).
*

Solution 4.  Solution élémentaire du laplacien

1. On calcule

N
A(le*) =)
i=1

9 Jaela—2Y o a—2
oz, (az;lz|* %) = (Na+a(a — 2))|z|*~.

2. Sur “B(0,¢€) on a Alz[>~¥ = 0 et donc pour tout ¢ € D

0 0
0_/ A(jz]2N) / (Ag)[z|>N + / o212V — V-2 L.
o M0 = [ Qo N [ (e el )
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En prenant la limite quand ¢ — 0 on obtient

_ 9 0
/(A¢)]$\2_N:lzme—>o/a o )(%n‘ o N — ¥ 2%@.

On conclut donc car au sens des distributions < Alz|2~N, ¢ >=< |22~V A¢ >.

3. On remarque

/' o2 a2 = <2—NJ/ olal™N — (2 — NIV 6(0)
8B(0,¢) i 8B(0,¢)

/ 222 0.
8B(0,¢) on

4. Si f est une distribution a support compact, alors |z * f est bien définie comme
convolution d’une distribution et d’une distribution a support compact et on a

|N—2

~A(zNPx f) = (~AR[YT) x f = (N - 2)I8V S,

donc 0 ~2 % f est solution de —Awu = f au sens des distributions.

1 N
e
5. On raisonne comme dans les questions 1 et 2 en remarquant Aln(|z|) = 0 sur R?\{0}.

*

Solution 5.  Propriété de la moyenne

1. On calcule
< fk’a¢x,r > = /@b(ffk(l' + pW)pn_ldpdw

= [0t dpde
= fk(x)Hﬁb:r:,rHLl

En passant a la limite ¥ — oo on obtient donc fi(x) — <T,¢pr > . Laformule

1
. ||¢I,THL1
précédente nous dit que

@/%GM"wmmz/wﬁ/i@+wm”an

On a donc, en notant h(p) = [T(z + pw)p™ dw,

/¢ DB, p)| — h(p))dp = 0.

Comme 'égalité est vraie pour tout ¢ € D(]0,1[), T satisfait la propriété de la moyenne
(on n’a pas besoin en raisonnant de cette maniére d’avoir la convergence uniforme sur les
compacts, dont je ne suis pas stre).

2. On a que f(z +th) = f(x) + tdf (z).h + %d2f(a? + 7h)(h, h) avec T €]0,t] (dévelop-
pement de Taylor-Lagrange, ordre 2). Maintenant, en fixant ¢ = 1, comme h — f(z) et
h +— df (x).h veérifient la propriété de la moyenne, on a pour tout r :

]83 |/d2 x+71(0)o)(o,0)do = 0.
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Mais d?f(z + 7(0)o) — d?f(z) uniformément quand r — 0 (par continuité de d?f, donc
on a:

/ d?f(x)(o,0)do = 0.
OB(0,r)

Il exsite une base orthonormale dans laquelle la matrice de d?f(x) est diagonale,
d*f(x) = diag(ai, ..., a,). Dans cette base, 'égalité s’écrit, par homogéénité

0= / Z ashidh; = Zaz / h2dh; = CTr(d?f(z)).
Ipll=17 [[A]=1
Finalement, on trouve que Tr(d?f(z)) = Af = 0.

3. Soit ¢, une approximation de 'identité & support compact. On pose f, = ¢, * f.
Alors f,, est C™ et satisfait la propriété de la moyenne. En effet, on calcule pour z = 0

1 1
@B(w/fn(s)dsz Ww//¢n(y)f(s—y)dyds=/¢n(y)f(8—y)dy=f(0)-

On a donc d’aprés la question précedente A f,, = 0 et donc pour tout 0 = ¢, x Af — Af
au sens des distributions, donc Af = 0 au sens des distributions.

4. Soit donc f € C* tel que Af = 0. On a alors

!ém”ﬁMWV—ﬂ=2¢/ﬂ@

:/ 2rfds—/ (|22 = r2)8, fds.
dB(0,r) aB(0,r)

On étudie ensuite la fonction F': r — fdx. Le calcul précédent nous donne F'(r) = 0

IB(0 7]
donc F(r) = f(0). L’expression de F’ nous donne ensuite la propriété de la moyenne.

5. Soit maintenant T € ¢D’ tel que AT = 0 au sens des distributions.On a alors
OnxT € C® et Al(py, xT) = ¢ x AT = 0. Le calcul précédent nous dit donc que
¢n * T satisfait la propriété de la moyenne, ¢,, *x T — T au sens des distributions. Notons

fn=cnxT.
< st > = [UC Lt gl dpds
= [0 ) dpde
= Fa@)léarll1n

En passant a la limite n — oo on obtient donc f,(x) — oy ” - < T,¢py > . La

convergence est uniforme sur les compacts car < fy, ¢z, >=<T, gbn * Qpr > et Gp * Qg
convege vers ¢, , uniformémént en = pour chaque norme ck.

*
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