Correction du Td n° 6 d’Analyse fonctionnelle

L’EQUATION DE HOPF

Séance du 22 mars 2013

Solution 1. FEquation de conservation hyperbolique linéaire : méthode des caractéris-
tiques

1. Il est clair par le théoréme de Cauchy-Lipschitz que X est bien définie pour tout (¢, x)
et est injective par rapport & x. Le théoréme de dépendance par rapport & un paramétre
nous donne que X (¢,-) est de classe C'.

On calcule son inverse de la fagon suivante. Soit y € R™ et t € R, soit Y la solution de

(1)

%(t,y) = f(t,Y(t,y)) dans R x R",
Y(t,y) =y dans R".

Alors par unicité, on a clairement X(s,Y(0,y)) = Y(s,y) car ces deux fonctions de s
vérifient la méme équation et ont la méme valeur en s = 0. Donc X (t,-)"(y) = Y (0,y)
car X (t,Y(0,y)) = y. Les mémes arguments que précédemment nous donne que X (¢,-)~*
est de classe C!.

2.0n a 5 5 ax
u
au(t,X(t,x)) = (a + Vau - E)(taX(tal')) =0.

Donc u(t, X (t,z) ne dépend pas de ¢, ce qui donne la conclusion.
3. Une telle solution est nécessairement u(t,z) = ug(X(¢,-)~1(x)).

4. On vérifie que [ v(s,t,z)ds est bien solution :
t t
8t/ v(s,t,x)ds:v(t,t,x)—i-/ Ov(s,t, x)ds
0 0
t
= h(t,x) —/ f(t,x)0zv(s, t,x)ds
0

= h(t,x) — f(t, x)ax/o v(s,t,z)ds.

*

Solution 2.  Formulation cinétique pour [’équation de Hopf

1. On commence par résoudre 1’équation homogéne

1
8tf+vamf+gf:07 f(o,.l‘,v):f().
La méthode des caractéristiques nous dit que la solution de I’équation de transport dyu —
vOzu = 0, avec donnée initiale uy s’écrit ug(x — vt). On cherche donc f sous la forme

g(t)h(z — tv). On a alors

B (8)g(x — tv) = —éh(t)g(:r —ob).
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folx — Ut)e_ﬁ est donc solution de ’équation homogéne. Etant donné f, on peut ensuite
obtenir la solution de

1 1
8tg + Ual‘g + gg = nga 9(07:1:71}) = 07

a partir de la solution de ’équation homogeéne, en utilisant le principe de Duhamel.

2. Pour montrer que T est bormée et contractante, il suffit de remarquer que

/Xf(s,x —v(t —s),v)dxdv = /f(s, x,v)dxdv,

/Xf(s,:l:,v)dv:/f(s,a:,v,)dv,

/’Xf(sa ],‘,U) - Xf(57x7v)’dv < /“A[f f(s,zu)du, [ f(s@,u)du] +“é[f f(s,zu)du, [ f(s,x,u)du]dv

< |/f(s,x,u)du—/f(s,w,u)du! §/|f(s,x,u)—f(s,x,u)]du.

Comme T est contractante, elle admet un unique point fixe.

3. f, point fixe de T" peut étre défini comme la limite de la suite f,, définie par f,11 =
T(fn). Supposons que fy < fo. On peut alors montrer par récurrence que f, < f, car

F<f =x<xp
4. Pour montrer que f est & support compact en v, on peut montrer que 7" est contrac-
tante dans L°°([0, 7], L°(L(R))). Si fo € L' N L™, on a alors
[ £l oo 0,77, L0 (21 (m))) < C(fo)

donc x ¢ est a support compact en v, inclus dans [0, C(fy)], donc f est & support compact
en v. Notons V' la borne supérieure de ce support. On peut ensuite montrer par récurrence
sur les f,, que f est & support compact en x, inclus dans supp(fy) + V't.

5. L’estimation se montre de la méme maniére que dans la borne L*([0, 7], L1(RR?)).

6. En intégrant I’équation par rapport a v, on obtient

Orue = —/v@mfgdv

et donc

1
|Opue| 1 < Vsup//|f5(t,1:+h,v) — fe(t,z,v)|dzdv
N her dx

qui est borné d’aprés la question précédente car f est C} (V est la borne sup du support de
fe en V., qui ne dépend pas de ¢). En utilisant le théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov et
le théoréme d’Ascoli, on obtient que les u. sont relativement compact dans L ([0, 7], LL).

7. On sait que f; — xy. tend vers 0 au sens des distributions. On calcule, pour ¢ € D,

/fgatgb(x,t)dvd:zdt—l—/8xq5(a:7t)(/vfgdv)dxdt.

Or
[ owotan)( [ ol ~ xp.doytzar — 0

et [xpvdv=([ fedv)? = u2. Or u. converge fortement dans L (et est & support compact
uniformément en x) donc u? — u?.
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