Correction du Td n° 7 d’Analyse fonctionnelle

TRANSFORMATION DE FOURIER

Séance du 29 mars 2013

Solution 1.  Quelques questions sur la transformée de Fourier

1. 14 € L? donc ﬁ € L? par Plancherel. Par contre, si I/l,\4 € L', par inversion de
Fourier, on aurait que 14 € C, ce qui est absurde.

2. La condition s’écrit en Fourier : f g = 0. Il suffit donc de prendre f1, g1 € D(R") avec
Supp(f1) et Supp(g:) et de poser f = F~1f1, g = F g, (et ce sont bien des éléments de
S(R)).

Si on suppose de plus que les supports de f et g sont compacts, alors f et § sont
analytiques. Comme les zéros de f et de g sont alors isolés (sauf si f ou g est nul), ceux
de f g le sont également et f g # 0. Par inversion de Fourier, on voit que f % g # 0.

3. En Fourier, on a Zle a;&0(€) = 0. Or 4 est analytique (pourquoi?) donc par le
principe des zéros isolés, 4 = 0 et donc u = 0.

*

Solution 2.  Transformée de Fourier de vpz
1. Pour tout ¢ € D(R) :

< xZVpT,p >=<Vpx,rp >= lim o(x)dx = / o(z)der =<1,p >.
R

e—0 |z|>e

Donc zvpx = 1 dans D'(R).

2. Pour tout ¢ € D(R), on a par définition de la transformée de Fourier des distribu-
tions :
< F(vpz),¢" > = <vpz,F(”) >
<vpz, (F(p)’ >
lime_,o f:E ]'—(99)&(—5) d¢ + f;o ]'_(90)&(—5) d¢

oo

— <vpzx, F(p) >.
3. D’aprés la question 1, on a, comme F(1) = 27dy :
2mdy = F(xvpx) = iF(vpz),

donc F(vpx) = —2mdp; on en déduit que F(vpx) = =27 (H + C), ou H est la fonction
de Heavyside et C' est une constante. L’imparité donne C'= —1/2; D’ou :

F(vpz)(§) = —z'7ré|.

*

Solution 3. Formule sommatoire de Poisson
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1. La continuité et la périodicité sont claires par théoréme de convergence dominée via

I'hypothése |f(z)] < 1 +x2 Soit ¢, sont m-ieme coefficient :

n = L[S x—i—na)e*mmd:ﬁ

TL_—OO
1Zn_700f0 (x + na)e ) ( d:c)

— 12717_00 n+1)af(x)e a dx
- Lt

2iTmax

2. Comme f’ et f” sont intégrables, (1 + £2)f(€) est bornée. Donc la série des (¢m)m
est convergente. On obtient donc

o0

S(z) = Z Cmemﬂamw,

m=—0Q

ce qui donne la conclusion.
3. On applique la formule sommatoire de Poisson en x = 0 & a = 1 et & la fonction

o . 2 _&
fly) = e=™” qui vérifie bien les hypothéses. Comme f () = /Ze i, on trouve :

> fn Z f2mm) = Z \/;e e \}5@(:15)‘

n=—0oo m=—0o0 m=—00

4. On écrit f = fl[_F,F] et on pose a = 2% Rappelons que f(l[_pﬂ)(x) = sinc(F'r).
On fixew € (—F, F) et on applique la formule de Poisson & h(z) = f(x)e™***, de tranformée
de Fourier h(§) = f(z + w) :

> f(nT)e T = % > flw+2mF) = % f(w).
neZ meZ

On multiplie cette équation par 1(_r p (w). On peut conclure en prenant la transformation
de Fourier inverse.

Solution 4.  Théoréme de Paley- Wiener

1. Si T est une distribution a support compact, on peut écrire F(T)(£) =< T, e~ "¢ >,
F(T') est donc analytique.

2. Pour £ # 0, on a

/}Re—izﬁf(x)dx:/mR(_ L

donc |F(x)| < |¢|~Neftlm&),

3. La borne sur F' permet d’utiliser le théoréme de convergence dominée pour conclure.

e AN f(x)dx

4. On intégre e*¢ F(€) sur un contour rectangulaire
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| epes [t peripdps [ e perindgs [ AR (Eripap

—A 0 A n
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En passant a la limite quand A tend vers oo, grace aux bornes sur F', on obtient
fla) = [ =€ p(e+ in)a.

donc | f(z)| < Cef"=21_Si on choisit n > 0 qui tend vers +oo, alors pour R < x, on obtient
f(x) = 0. On fait de méme pour z < —R avec n < 0.

5. Soit T est une distribution & support compact, on note p son ordre.
IF(T)©) =] <T,e ™ > [ <0 [|oFe ™| < C(1+[¢7).
k=1

Réciproquement, soit F', analytique, satisfait une telle condition. Alors F' € S'. Soit py(x) =
kp(kx) une approximation de l'unité. Comme pj est & support compact, pj satisfait les
conditions de la question 2, donc ppF aussi, donc pg * F~1(F) est O & support dans
B(0, R). Soit g € D(°B(0, R)). On a alors

0=< pg *f_l(F),g >=< f_l(F),pk x g >——< .F_l(F),g >

donc F~1(F) est a support dans B(0, R).
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