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Séance du 29 mars 2013

Solution 1. Quelques questions sur les espaces de Sobolev Hs

1. On remarque que δ̂0 = 1, puis que
∫
Rd(1+|ξ|

2)sdξ < +∞ ssi s < −d/2. Pour montrer
l’injection de Hs dans C0, c’est dans la même veine : pour avoir le résultat on peut montrer
que û ∈ L1(Rd) dès que s > d/2 et on conclut par le lemme de Riemann-Lebesgue.

2. Soit m l’ordre de u dans E ′. La T.F. de u est bien définie car E ′ ⊂ S ′. On veut
montrer qu’il existe s ∈ R pour lequel û(1 + |ξ|2)s/2 ∈ L2. On prend ϕ fonction test dans
S et on évalue :

〈û(1 + |ξ|2)s/2, ϕ〉 = 〈û, (1 + |ξ|2)s/2ϕ〉

= 〈u,F
(
(1 + |ξ|2)s/2ϕ

)
〉

≤ C sup
|α|≤m,x∈K

∣∣∣∂αF ((1 + |ξ|2)s/2ϕ)∣∣∣
≤ C

∫
Rd
(1 + |ξ|2)m/2(1 + |ξ|2)s/2ϕdξ

≤ C

(∫
Rd
(1 + |ξ|2)m(1 + |ξ|2)sdξ

)1/2

‖ϕ‖L2

(on a utilisé successivement des propriétés fondamentales de la transformée de Fourier, la
définition d’une distribution à support compact et pour la dernière inégalité, c’est Cauchy-
Schwarz). On conclut par densité de S dans L2 et par dualité.

3. Il suffit de remarquer (1 + |ξ|2)s1 ≥ (1 + |ξ|2)s2 pour s1 ≥ s2.
4. Par le théorème des accroissements finis (appliqué à exp(−i·)), on a :

|e−ixξ − e−iyξ| ≤ |x · ξ − y · ξ| = |x− y||ξ|.

Et donc en interpolant, on a pour tout α ∈ [0, 1] :

|e−ixξ − e−iyξ| = |e−ixξ − e−iyξ|α|e−ixξ − e−iyξ|1−α ≤ 21−α|x− y|α|ξ|α.

On a alors :
u(x)− u(y) = C

∫
û(ξ)

(
e−ixξ − e−iyξ

)
dξ.

Donc, pour tout ε > 0 :

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

≤
∫
|ξ|α|û|(ξ)dξ

≤
(∫

dξ

(1 + |ξ|)d+ε

) 1
2
(∫

(1 + |ξ|)d+ε+2α|û|2(ξ)dξ
) 1

2

≤ C(ε)‖u‖
H
d+ε
2 +α

.
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Donc finalement, pour tout α ∈]0, s− d/2[, on a (avec ε = 2s− d− α > 0) :

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

≤ C(α)‖u‖Hs .

Enfin,

|u(x)| =
∣∣∣∣∫ û(ξ)eixξdξ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |û|(ξ)dξ ≤ ∫ |û|(ξ)(1 + |ξ|2)s/2(1 + |ξ|2)s/2
dξ

≤
(∫
|û|2(ξ)(1 + |ξ|2)sdξ

)1/2(∫ dξ

(1 + |ξ|2)s

)1/2

≤ C(s)‖u‖Hs .

car s > d/2 donc 1/(1 + |ξ|2)s ∈ L1(dξ). Finalement,

‖u‖L∞ + sup
x 6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

≤ C(α)‖u‖Hs .

Par densité, on conclut que Hs ⊂ Cα avec injection continue.

?

Solution 2.
1. On considère la transformation de Fourier en x de l’équation et on se ramène à

chercher une solution t 7→ û(t, ξ) de l’équation différentielle ordinaire :{
∂2ttû+ |ξ|2û = 0 dans R× RN ,
û(0, ·) = û0, ∂tû(0, ·) = û1 dans RN , (1)

L’unique solution de cette équation est

û(t, ξ) = cos(t|ξ|)û0(ξ) +
sin(t|ξ|)
|ξ|

û1(ξ),

On en déduit l’unique solution par inversion de Fourier. En dimensions 1, on peut faire
un calcul plus explicite et on retrouve la formule dite de d’Alembert.

2. Comme Supp f̂ ⊂ {ξ, 1 ≤ |ξ| ≤ 2}, on peut écrire f̂ = χf̂ avec χ radiale telle que
χ(ξ) = 0 pour |ξ| ≤ 1

2 et |ξ| ≥ 3, et χ(ξ) = 1 pour 1 ≤ |ξ| ≤ 2. On a donc

F−1(eit|ξ|f̂) = F−1(eit|ξ|f̂χ) = f ∗ F−1(eit|ξ|χ(ξ)).

3. Pour |x| ≤ t
2 et |x| ≥ 2t, on écrit

eix.ξ−it|ξ| =
1

|x+ t ξ|ξ| |2

N∑
i=1

(ixi− it
ξ

|ξ|
)∂ξie

ix.ξ−it|ξ| =
1

t

1

|xt +
ξ
|ξ| |2

N∑
i=1

(i
xi
t
− i ξ
|ξ|

)∂ξie
ix.ξ−it|ξ|.

On peut ensuite intégrer par partie et itérer le processus autant de fois que l’on veut.
Pour t

2 ≤ |x| ≤ 2t, on écrit∫
eix.ξ−it|ξ|χ(ξ)dξ =

∫ 3

1
2

χ(λ)e−itλ
∫
|ξ|=λ

eix.ξdσ

=

∫ 3

1
2

χ(λ)e−itλ
∫
|ξ|=λ

ei|x|ξ1dσ

= CN

∫ 3

1
2

χ(λ)e−itλ
∫ λ

−λ
ei|x|ξ1

√
λ2 − ξ21

N−2
dξ1
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En écrivant ei|x|ξ1 = 1
i|x|∂ξ1e

i|x|ξ1 , on voit que l’on peut faire N−1
2 intégrations par parties,

sans créer de terme de bord. Comme |x| ∼ t, on obtient l’estimation voulue.

?
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