Correction Td n° 8 d’Analyse fonctionnelle

TRANSFORMATION DE RIESZ ET ESPACES LP FAIBLES

Séance du 13 avril 2012

Solution 1. Théoreme de Marcinkiewicz

1.On a:
pJos W ] [ £(2)] = AYdA = [ Jo pPAP T Ly p(ay 2 adwd

= Jo Jo T PAP My (@) >AdAdz par le théoréme de Fubini,
= [o JV @l prr=1grda,

= Jo lf(@)PdXdz = || £]}3.
On en déduit pour tout Ag > 0 :
o0\ p— A —
p 5 WLl [F(@)] = AYdA = p [0 W Lude] |£(@)] = AbdA
(2)
Ao yp—
> p{a@] 1f(@)] = Aodp Jg" APHdA = p{a| [ f(2)] > Ao }AG.
En passant au sup on obtient 'inégalité recherchée.
2. |Tf(x)] > X implique |T'gx(x)] > A/2 ou [Thy(x)| > A/2, d’ou la conclusion par
sous-additivité de la mesure.
3. En appliquant 1. et 2., on obtient :
ITflp=p f5 AP~ p{al T f(2)] = ApdA

(3)
<pJy W7 {2l Tgxl(x) > A/2} + p{a| [Thil(z) = A/2})dA.

Or, par construction, hy € L9(Q2) et g\ € LP(2), donc comme T est de type (p,p) faible et
(g, q) faible, on en déduit :

ITfI7 =7 fo~ X~ pdal ITf(2)] = AbdA,
<7 fot N T GAR(3) PdA + 7 57 AT hyJG(5)dA, (4)
< C [ NPT gy JhdA + C [ A 19[ThyJ2d),

ici C' ne dépend que de r,p,q.
4. Comme T est (p,p)-faible et (g, ¢)-faible, on déduit du 3. que :

ITH < CCy [7° X PllgallpdA + CCq [ X179 [ hallGdA

< CGp fooo fQ )\T_l_p|f|p1{‘f|2)\a}d)\d$ +CC, fooo fﬂ )\T_l_q‘f|q1{|f|§)\a}d)\d$

IN

CCy Jo 75 (Ehyrr|flvde + CC, [, 725Uy fl2da

a

IN

CCy s I I7 + CCo =5 IFI,

(r—p)am=?

(5)
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ou C est la constante du 3. et Cp et C, sont les constantes de continuité (p,p) et (g, q).
Ceci donne la conclusion.

*

Solution 2.  Autour de la fonction mazimale de Lebesque

1. Il existe un ouvert borné w tel que ¢ < |w| et @ C Q. Comme w est compact, on peut
considérer Ay, ..., A, un recouvrement fini de w par des boules de B. Parmi ces boules, on
choisit une boule B; de rayon maximal. On choisit ensuite les autres boules comme suit :
parmi les boules A,, qui ne rencontrent pas By U...UBj, on choisit une boule B; 1 de rayon
maximal. On arréte le processus dés que toutes les boules de A,, rencontrent By U ... U By.

On a obtenu une suite finie By, ..., Bg. Si une boule A,, n’appartient pas & cette suite,
il existe B; qui rencontre A, et dont le rayon est supérieur & celui de A,,. Notons Cj la
boule concentrique & B; dont le rayon est trois fois celui de B;. Alors (faire un dessin pour
s’en convaincre), A, C C;. Bien entendu, on a également B; C C;. On a donc :

m k k
c<lwl <D Al <D 1G] =3"Y " |Bj|
i=1 j=1 j=1
2. Par le théoréme de convergence dominée, la fonction définie par :

r,a = Myl f|()

est continue. Alors M f(x) = sup,~¢,eq Mr|f|(7) est mesurable.
3. Soit f € LY(R™). Considérons I'ensemble S défini par :

S:={zxeR", Mf(x)>\}

Soit a < 1. Pour chaque x dans S, il existe un rayon r, > 0 tel que M, |f|(x) > a\.
Soit ¢ < |S|. D’apres le lemme de recouvrement de Vitali, il existe des points x1, ...z € S
tel que les boules B;j := B(xj,74;) sont disjointes et vérifient ¢ < 3" Z§=1 |Bj|. On en
déduit :

k
c<3 S |B < 2 Z/ Wiy 2l
j=1 —Zj|<rz;

Ceci étant vrai pour tout ¢ < |S| (et pour tout a < 1), on obtient :

ALS| < 3% £l 1

e. [Mfly < 3" fllp:-
D’autre part , il est clair que

[M floo < || fllz=

Donc par le théoréme de Marcikiewicz, M est de type (p, p)-fort pour tout 1 < p < +o0.

4. Pour commencer remarquons que la propriété recherchée est locale. Il suffit de prouver
que pour tout k € N, la relation a lieu presque partout sur B(0, k). En considérant 0 <
r < 1, on peut annuler f en dehors de B(0,k + 1) et supposer que f € L*(R™).

Soit € > 0. Par densité des fonction continues a support compact dans L', il existe
u € C, avec :

If = ullr <e
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1l est clair que pour tout x € R",
lim Myu(x) = u(x
L M () ()

D’autre part d’aprés la question précédente (théoréme maximal),
[M(f —u)]y <3"[|f —ulzr < 3"

Pour tout A > 0 on évalue :

H:U,limrsup M, f(z) — f(z)| > )\H < Hx,limrsup M, f(z) — Myu(z)| > /\/3}'

+

{x,limrsup \Myu(z) — u(z)| > )\/3}‘ + H:E,listup u(z) — f(z)| > )\/3}‘

On peut évaluer chacun de ces trois termes :

‘{:p,limsup|MTf(x) — Myu(x)| > )\/3}’ <

{x,supMT]f —ul > )\/3}‘

IN

M - w) <

Hx,limsup \Mu(z) — u(z)| > )\/3}‘ ~0

r

{mtimsup uta) = £ > 3/3}| = e fute) = £ > 373} < 317 =l < e

(dans le troisiéme calcul, on a utilisé I'inégalité de Chebitchev)
On a donc prouvé que pour tout A > 0 :

{x,limsup\Mrf(x) — f(x)] > )\}' =0
Cela signifie que

Hm,limrsup|Mrf(x) — f(z)| > OH =0

d’ot la conclusion.
On peut montrer le résultat de la remarque avec essentiellement la méme preuve...

5. 11 suffit de prendre f = 14 € L}

loc*
Remarque en passant : que dire de M 14 (sur R pour simplifier) ?
Réponse : M1 4 n’est pas dans L'(R) méme si 14 l'est.

*

Solution 3. Inégalité de Hardy-Littlewood -Sobolev
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1. Par densité, on peut supposer que u est continue a support compact. Fixons z € R™
et § >0.0na:

(e o]

/ u(@)lz -y My = Y / ()l — v dy
ly—z|<o 1 /2 ko< |y—a|<21 k6
>0 Y
< 27 ks / u(y)|dy
;( ) g )

< 0" M Mu(z)

2. Par 'inégalité de Holder on a :

/| )l 31y < ol
y—x|>

On en déduit que pour tout = € R”,

[l = o1y < o (87 Mu(w) +57 1)

llull e

—p/N
On optimise le membre de droite en choisissant § := ( ) et on obtient :

[ e =1y < e (Jull 7 Oru(e)7)
Donc :
_ 1—
[lal™ ]| < eallull " Muta) 72

D’aprés le théoréme maximal (question 3 de 'exercice précédent), M est de type (g, q)-
fort. On peut donc conclure.

3. Soit u € D. Notons E la solution fondamentale du Laplacien. On écrit :

u=0*xu=—-AE*xu=— ZBO‘E*E)QU

jal=1

On observe que pour |af =1,
|0“E(x)| = 2cn|zallz| ™ < 2eq)al' ™"
D’aprés l'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev on en déduit que :

lullgze < ) 10°E % 8%l por

|a|=1
< 2en Y 2N 0% o
|a|=1
< 2e,C ) 10%ul|
laj=1
*
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