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Dans toute la suite, (2, F,P) représente un espace de probabilité.

Exercice 1 (Echauffement). Soit (M,,,n > 0) une martingale par rapport & une filtration (,,n € N). Pour
n > 0, on pose G, = o(My,--- M) la filtration canonique associée a la martingale (M,,). Montrer que (M,,)
est une martingale pour la filtration (G,,).

Exercice 2 (Indépendance conditionnelle). On dit que deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes
conditionnellement & G si pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives,

E[f(X)g(Y)|G] = E[f(X)|G]E[g(Y)|F].
1. Que signifie cecisi G ={0,Q}?SiG=F7?

2. Montrer que la définition précédente équivaut a : pour toute variable aléatoire G-mesurable positive
Z, pour toutes fonctions f et g de R dans R mesurables positives,

E[f(X)g(Y)Z] = E[f(X)ZE[g(Y)|F]],
et aussi a : pour toute fonction g de R dans R mesurable positive,
Elg(Y)|G vV o(X)] =E[g(Y)|F].

Démonstration. Si G est triviale, c’est la définition de I'indépendance, si c’est F, les variables aléatoires sont
toujours indépendantes.
On suppose que pour toutes fonctions f, g mesurables positives, on a

E(f(X)g(V)|G) = E(f(X)|G)E(g(Y)|F).
Deés lors, pour toute variable aléatoire G-mesurable positive, alors
E(f(X)g(Y)Z) =E[E(f(X)g(Y)[)Z] = E[E(f(X)|G)E(9(Y)|G)Z] = E[f(X)E(9(Y)|G)Z].

Réciproquement, on suppose que pour toute fonction mesurable positive f, g, et pour toute variable aléatoire
G-mesurable positive Z, E(f(X)g(Y)Z) = E[f(X)E(g(Y)|G)Z]. Alors, comme ZE(g(Y)|G) est G-mesurable
positive, on a E(f(X)g(Y)|0) = E(f(X)|9)E(g(Y)[G).

De plus, sous ces conditions, pour tout borélien produit de o(X) V G, de la forme {X € H} NG, on a

E(g(Y)lixemla) = E(g(Y)|9)1(xecmnyla)-

ce qui caractérise la variable aléatoire E(G(Y)|G V o(X)). La réciproque est évidente. O



Exercice 3 (Une inégalité trés connue). Soit (X,) une martingale et ¢ une fonction convexe telle que
E(|¢(Xn)|) < 400 pour tout n. Montrer que (¢(X,,)) est une sous-martingale.

Exercice 4 (Une réciproque au théoréme d’arrét). Soit (X,,) un processus sur (2, F,P) intégrable et adapté.
Montrer que si pour tout temps d’arrét borné 7 on a E(X,;) = E(Xj) alors X, est une martingale.

Démonstration. On observe dans un premier temps que pour tout n € N, n est un temps d’arrét. Par
conséquent, E(X,,) = E(Xj).
Dans un second temps, pour tout n € N et A € F,,, la variable 7 = n + 14 est un temps d’arrét. Deés lors

E(XO) E(X‘r)
E(X,) = E(X,14c) + E(Xns111).

Par conséquent, E(X,14) = E(X,,4114). En utilisant la convergence monotone, on en déduit que pour toute
variable aléatoire F,,-mesurable Z, E(ZX,,) = E(ZX,,41), on a bien E(X,,+1|F,) = X,, ce qui conclut. O

Exercice 5 (A la péche aux martingales).

Démonstration. 1. On a E(S,41|Fn) = E(Sn + Xpi1|Fn) = Sn + E(Xpn41]Fn) = Sn par indépendance

des accroissements.

2. De plus
E(S2, 1| Fn) = 52 + 28, E(Xpy1|Fn) + E(X2, | Fn) = S2 + 1.

Dés lors E(S2,, — (n+1)|F,) = S2 — n, on a une martingale.
3. Le troisiéme calcul est laissé au lecteur.

4. On calcule 1 1
E(P(Spt1,n+ 1)|Fn) = §P(Sn +1Ln+1)+ §P(Sn —1,n).

Il suffit donc de P(X +1,n+1) —2P(X,n)+ P(X —1,n+1) =0.

5. On calcule E(e*n+1|F,) = %e’\sn, il faut donc choisir £ = In(ch(\)).

Exercice 6 (La ruine du parieur).

Démonstration. 1. On calcule sans difficulté I'espérance conditionnelle
s s
1—p\™" L—p|™ [ 1-p p
( ) Fol| = p +(1-p) :
p p

P I—p
2. On observe que (M,,7) est une martingale positive, bornée qui converge donc p.s. et L' vers une
variable aléatoire M, on peut donc appliquer le théoreme d’arrét a cette martingale

E

1

E(Mr) = E(My) = (1;?)[(



N
de plus E(M7) = 1P(Ty < Tn) + (1%1’) P(Tn < Tp). En résolvant cette équation, il vient

1—p _(1-p N
]P’(TTO)IP’(T0<TN)1P(TN<TO)<p) <”>

- (5

Exercice 7 (Une autre version du théoréme d’arrét). Soit (X,,) une martingale sur un espace de probabilité
filtré et T' un temps d’arrét vérifiant

O

P(T < 4+00) =1, E(X7|) <+0c et E(Xp|lirsny) —> O.

n—-+oo
1. Montrer que E(|X7[1{7>n}) n_)—+>oo 0.
2. Montrer que E(|X7p, — X7|) - 0.
n—-+oo
3. En déduire que E(X7) = E(X)).
Démonstration. 1. On a [X71¢7pspny| < |X7|, donc par convergence dominée,

E(IXr[1rsny) — 0.

n—-+4oo
2. De plus E(|X7an — X7|) = E(|Xn1l{r>n3]) — 0, par hypothese.
n—-+oo
3. Deés lors, on a pour tout n € N
[E(X7) — E(Xo)| = E(X1) — E(Xy)| < E(| X7 — Xa|)
SE(X1 = Xranl) + E(|[X7An — Xal) S E(|XrAn — X7|) + E( X7 1{150))-

On fait tendre n vers +oo pour conclure.
O

Exercice 8 (Les identités de Wald). Soit (X,,,n € N) une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans
ZetS,=X1+-+X,.

1. Soit 7 un temps d’arrét, montrer que si X; et 7 sont intégrables, alors E(S;) = E(m)E(X7).

2. Soit 7 un temps d’arrét. Montrer que si X; € L? et 7 est intégrable,
E [(ST - TE(XI))ﬂ —E [(X1 —E(X1))?| E(r).

0X1)

3. Soit 7 un temps d’arrét borné et § € R. Montrer que si E(e < 400, alors

05~
=[] =
4. On suppose que S est une marche aléatoire simple symétrique. Soit A, B € N, on pose 7 = inf{n €

N: S, € {—A, B}}, calculer

’(/J+(8) =E [STl{ST:B}] et ’(/)_(S) =E [STl{ST:,A}] .



Démonstration. On note 7 un temps d’arrét.
1. On observe pour commencer que E(Y) =E {Z;:i lik<yy| = Z;ﬁol P(k <Y') par Fubini-Tonelli. On
a alors E(S;) = E |72 Xkliragy | = 245 EKilrany) = SiZE(XOP(r 2 k) = E(X1)E(7), car
1758y = 1 = 1;<x—1y ne dépend que de Xy,... Xj_1.

2. Ce sont exactement les mémes calculs, que 1'on présente de fagon différente. On suppose, sans perdre
de généralité, que E(X;) = 0. On a alors

- 2 too 2
E((ST)Q) =E (Z Xk) =K (Z Xk1{7->k}>
k=1

k=1
+oo +oo
=E ZXlgl{TZk} +7Z Z Xqul{T>p}]
k=1 1=g<p
d’ou on tire, par indépendance
+o0 +o00 p—1
E(S:)?) =Y EXiloi) +23 > E(Xp X 1p)
k=1 p=1qg=1
+o0 +oop—1
=Y EXPDP(r > k) +2) Y E(X,)E(X,1(2p) = E(T)E(XT)
k=1 p=1g=1

ce qui permet de conclure.

3. On suppose que 7 < n. On a alors d'une part E(e?Sn) = E [¢"X1]" et d’autre part

E(ef5n) = B(fS+(Sn—5) = ZE [l{T:k}ees’“} E {ee(s,ﬁsk)} _ ZE(eeskl{T:k})E [eexl]”*’“
k=0 k=0

la conclusion est laissée au lecteur.

4. On observe pour commencer que 7 est un temps d’arrét. Par conséquent on peut appliquer la troisieme
identité de Wald & 7 A n, qui nous donne E (

ef9STAn
E(eexl )T/\TL

) = 1. On peut alors appliquer le théoréme de

. 7 . 0S 7’ 7 .
convergence dominée — car Sy, € [—A, B], on obtient E [%} = 1, que 'on peut encore réécrire,

en notant s = ch(), e?By, (s) + e 944 _(s) = 1. Remarquons alors que 1’on a également s = ch(—6),
par conséquent I’égalité suivante est aussi vérifibe e =B, (s) + e?4ep_(s) = 1. Résoudre ce systéme

d’équations nous donne
_ sh(6A)
{w-i-(s) = Sh(0(ATB))
_ sh(6B)
V-(s) = Sh(0(A+B))"

En remplacant 6 par Argch(s), on obtient les équations demandées.



