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Dans toute la suite, (Q, F, F,,P) représente un espace de probabilité filtré.

Exercice 1 (Chaine de Markov & deux états). On considére une matrice de transition 2x2, qui s’écrit
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q b 1 f >7 pour p, g € [0,1]. On suppose que p ou ¢ ne vaut pas 1 ou 0.
Montrer que Q" = -~ | 4 p)_l_ _ n(p p)}
aue @ ”*‘ZK‘IP A=p=a" ¢ =4
Soit 1 la mesure définie par p(1) = p%’rq’ w(2) = ﬁ7 montrer que

_ : n _ 3 n _ : n _ 3 n _
pQ = p, nglfoo Qi = ngrfoo Q31 = p(1), nEIJTrlOO Qg = ngl}rloo Q35 = n(2).
Soit (X,,) une chaine de Markov de matrice de transition @) et d’état initial 1, calculer le nombre moyen
N, (1,1) et N,,(1,2) de passages en 1 ou en 2 pendant les n premiers pas. Etudier lim,, _, 4o w

Montrer que (X,,) converge en loi vers une limite que ’on déterminera.

Que se passe-t-ilsip=qg=17

Démonstration. On élimine le cas p = ¢ = 0, qui se traite facilement & part.

1.

2.

Ce résultat se montre facilement par récurrence, par exemple.

Comme |1 —p—gq| <1,o0nalim, ;. Q" = p—iq ( g z ), les calculs sont laissés au lecteur.

On observe que P(X,, = i) = Q"(1, ), par conséquent E(N,(1,4)) = >7_ P(X; =) = 37, Q(1,4).

Hell) = p(a).

En utilisant le lemme de Cesaro, on a lim,, ;1o =

cimy o400 P(X,, = @) = p(i) par question 2.

5. Si p = ¢ = 1, la marche saute a chaque étape sans jamais s’arréter. Il n’y a pas de convergence en loi.

O

Exercice 2 (Chaine de Markov et indépendance). Soient S un ensemble dénombrable, (G,G) un ensemble
mesurable, (Z,,),>1 une suite de v.a. i.i.d. & valeurs dans (G, G) et ¢ : S x G — S une application mesurable.
On définit une suite de v.a. (X,,),>0 & valeurs dans S par Xo =2 € S et Xp41 = ¢(Xy, Zpy1) pour tout
n > 0. Montrer que (X,,),>0 est une chaine de Markov et déterminer sa fonction de transition.



Démonstration. Soient n > 0 et (zg,...,z,) € S™. On a par indépendance :

]P(XO =T0,...,Xp = xn) :]P(XO = Zo, ¢(‘T07 Zl) = T1, (b(xh ZQ) =T2,..., ¢($n—17 Zn) = xn)
=P(Xo = 20)P(d(x, Z1) = 21)P(¢(21, Z2) = x2) .. . P(I(T—1, Zp) = 1)
Z]P(XO = $0>P(¢(£L’, Zl) = :171)]?((;5({1}1, Zl) = 1‘2) .. .IP((b(LL‘n,l, Zl) = :L‘n)

On pose, pour (y, 2) € S, Q(y, 2) = P(é(y, Z1

]ID(X():.%'(),...7X —.Tn)—

z). On peut alors écrire

)=
P(Xo = x0)Q(z0,21)Q(z1,22) . .. Q(Tp—1, Tp)-

Cela signifie que (X,,),>0 est une chaine de Markov de fonction de transition Q. O

Exercice 3 (h-transformée d’une matrice stochastique). Soit S un ensemble dénombrable, @ = (Q(3, 7)) jes
une matrice stochastique et (X, )n>0 la chaine canonique sur S de matrice de transition Q. Soit h: S — Ry
une application bornée telle que pour tout ¢ € S, (h(X,))n>0 est une martingale sous P; pour la filtration

canonique. Soit P la matrice définie sur Sy = {z € S, h(z) > 0} par la formule P(i,j) = ZEZ;Q(Z,j)

1. Montrer que P est une matrice stochastique. On dit que P est la h-transformée de Q.
2. Déterminée la dérivée de Radon-Nikodym de la loi de Y,, la valeur au temps n de la chaine de Markov
associée a P par rapport a X,,.
3. On considére la marche aléatoire simple S,, sur Z. On note T; = inf{n > 0,5, = i}. Pour N > 0 et
k € [|0, N|], on définit PN = Pi[ - [Ty < To).
(a) Rappelons que Pi[Ty < Tp] = % Montrer que sous P,SN), (SnaTy )n>0 est une chaine de Markov
et donner sa matrice de transition.

(b) Trouver une fonction h : [|0, N|] = R telle que la matrice de transition de la question précédente
soit la h-transformée de la matrice de transition de la marche aléatoire simple.

Démonstration. 1. On observe immédiatement que les termes de la matrice P sont positifs. Il suffit de
vérifier que la somme par lignes fait 1. Ceci se déduit de la condition “h(X,,) est une martingale sous
P,” :
h(i) = Bi[h(Xo)] = Ei[h(X1)] Z Q(i,5)h

2. Calculons

P/SN) [Xnt1 = 2n1|Xo = 20, ..., Xpy = 2]
_ Pu[Xo=20,...,Xn = 2p, Xpy1 = Tpy1 et Ty < Tp
B Pk[X()::ZZ(],...,Xn:(En et TN<T0]

Par propriété de Markov simple, on a Py[Xo = zg,..., X, = @, et Ty < Tp] = 21n - %, ainsi
que Py[Xo = zo,..., Xpn = @n, Xpt1 = Tnt1 et Ty < Tp] = Qn% - Zrel Par conséquent,
P,EN) [Xnt1 = xpt1 [ Xo =x0,..., Xp =ap] = %, la marche arrétée sous la proba P,E ) est une

chaine de Markov de matrice de transition

Qz,y) = %1{|wfy\:1} et Q(N,N)=1

Cette fonction est h(z) = x, conséquence d’exercices déja faits.



Exercice 4. Soit (S,,)n>0 la marche aléatoire simple sur Z. Pour k € Z avec k # 0, montrer que I’espérance
du nombre de visites de k avant le premier retour en 0 est 1.

Exercice 5 (Propriété de Markov faible). Soit (X, )n>0 une chaine de Markov sur un espace dénombrable
S, de fonction de transition @, issue de x sous P,. Soit F’ un sous-ensemble non vide de S. On pose

Tr = Tr(Xo, X1,...) =inf{n >0: X,, € F}.
1. Montrer que pour toute fonction h positive bornée définie sur F, la fonction g définie par
g:xeS—E, (h(XTF)]-{TF<OO})
est solution du probleme suivant :
o) = {2 A<

On va montrer que g est la solution positive minimale de ce probleme.
2. Soit f une autre solution positive de ce probléme. Montrer que pour tout n > 0, f(z) = E, (f(Xnars))-
3. En déduire que f > g.

Démonstration. 1. Pour z € F, P,-p.s, on a Ty = 0, et doncg(z) = E,(h(Xy)) = h(x). Pour z ¢ F,
P,-p.s., on a Tr > let donc

TF(Xo,Xl, ) = mf{n > lan S F} =14+ 1nf{n > O|Xn+1 S F} =1+ jjp()(l,)(g7 ),

donc par propriété de Markov faible appliquée au temps 1,

9(x) =Eo[M X1y (x0,x1,..)) L{Tw (X0, X1,...) <00} ]
=Eo [M( X147 (X1, Xo,..)) L{Tr (X1, Xa,...) <00}
=Eo[Ex, (WY1 (vo,v1,..)) L Tr (Yo 11,...) <00} )]
=E,[g(X1)]
=Qg (),

ot (Y, )nen est dans toute la suite une chaine de Markov de méme fonction de transition que (X, )nen,
issue p.s. de y sous la loi £, (d’espérance notée &,). Ainsi, g est solution du probleme.

2. On va montrer le résultat par récurrence sur n. C’est évident pour n = 0. Soit n > 0. On suppose le
résultat démontré au rang n. On a

Eo [f (Xnate)] = Eo [f (Xns1) Lgrponsyy] + Eo [f (X70) Lgrp<any] -

L’ensemble {Tr > n+1} est F,-mesurable (avec F,, = 0(Xy, ..., X)), donc par propriété de Markov
faible appliquée au temps n (ou la définition méme de la chaine de Markov), on a

Eo [f (Xn41) Lirpsnty] = Bo [QF (X0) Lirpsnt1y] = Eo [f (X0) Lrpsns1y]

la derniére égalité étant obtenue car f est solution du probléme et X,, ¢ F si Tr > n+ 1. On a dong,
par hypothese de récurrence, E, [f (X(n+1)/\TF)] =E. [f Xnare)] = f(2).



3. D’apres la question 2., pour tout n > 0, on a

f(@) =Ea [f (Xonre)] = Ea [f (X1p) Yrp<ny] = Eo [B(X1p) Lirp<ny] -

Comme limy, s 4 o0 b (X7;) Liirp<n}y = P (X7p) 1{1 <00} €t la suite (A(X7y,)1i7.<n}) est positive et
croissante, par théoréme de convergence monotone, on a

lim Ew [h (XTF) l{TFS'ﬂ}} = Ew [h (XTF) 1{TF<oo}] = g(l‘)

n—+oo

Ainsi, pour tout z € S, f(x) > g(x).

Exercice 6 (Un dernier exercice de martingales).

Démonstration. 1. 11 faut montrer que chaque étape est de moyenne nulle. Or le gain moyen du singe
contre n'importe quel joueur est nulle a chaque étape. Par conséquent, en notant M, I'argent gagné
par le singe aprés n étapes, on a E[M,1|F,] = M.
2. Au temps T, lorsque ABRACADABRA apparait, on arréte tous les jeux. Donc sin > T, M,, = My =
T — (26 +26% 4-26) (le singe a regu T euros et a du payer trois personnes & la fin : celui qui est arrivé
au temps T'— 11 et a deviné ABRACADABRA, celui qui est arrivé au temps T'—4 et a deviné ABRA,
et celui qui est arrivé au temps T'—1 et a deviné A). Donc M,, — My p.s. Il faut maintenant montrer
que la convergence a lieu dans L'. Il suffit de remarquer que |M,| < maz(T , (26! + 26* + 26)). De
plus, T peut étre majoré par un temps exponentiel, qui est intégrable. Par convergence dominée :

E[T] = 26" + 26 + 26.

3. Si on remplace “ABRACADABRA” par “ABCDEFGHIJK”, on trouve E[T] = 26'!. La preuve est
laissée au lecteur consciencieux.

O

Exercice 7 (Dilemme du prisonnier itéré). On considére deux joueurs jouant au dilemme du prisonnier,
de facon markovienne. A chaque étape, chacun d’entre eux choisit secrétement une action : coopérer (C) ou
trahir (T). Leurs gains sont alors les suivants :

— Si ils coopérent tous les deux (CC), ils gagnent 1 chacun

— Si l'un des deux joueurs coopére (TC) ou (CT), mais pas autre, il perd 2 et son adversaire gagne 2

— Si les deux joueurs trahissent (TT), ils perdent 1 chacun.
On suppose connues les probabilités pcc, pro, por, prr € (0,1) pour le joueur 1 de coopérer connaissant le
résultat de la partie précédente. Déterminer gcc, qrc, gor, gr,r les probabilités qui maximisent le gain du
joueur 2, puis celles qui maximisent le gain relatif du joueur 2 par rapport au joueur 1.

Exercice 8. Montrer que la marche aléatoire simple sur I’arbre binaire complet est transiente.

Démonstration. On observe que le processus comptant la distance a 0 est une marche aléatoire sur N, avec
probabilité 2/3 de descendre pour 1/3 de monter. O



