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Dans toute la suite, (2, F, Fy,,P) représente un espace de probabilité filtré, et (B;,t > 0) un mouvement
Brownien standard issu de 0 continu.

Exercice 1 (Non dérivabilité du mouvement brownien). Montrer que

B B
liminf =% = —0o et limsup—t = +4o00.

t—0 \/{f t—0 \/Z

En déduire que pour tout s > 0, presque siirement le mouvement brownien n’est pas dérivable a droite en s.

Démonstration. Soit A > 0, on observe que P(B; < —A\/t) = P(B; > A). Or la tribu Fy+ est triviale, donc

P (hminf % < —A) =1.

t——+oo

L . Biin—B . Byin—B - .
On en déduit que lim supj, g+ —*5—* = +o0 et liminf, o+ =*4— = —oo donc la limite n’existe pas. [

Exercice 2 (Convergence en loi). On pose S; = Sup;c(o,1] Br- Montrer que la convergence suivante a lieu en

loi :
1/Vt

t
lim ePeds =51,
t—+oo 0

Démonstration. Par propriété de changement d’échelle du mouvement Brownien, on a

t t
/ eBeds (i) / eViBstds
0 0

1
(i)t/ VB ds.
0

Or limy, oo Ve = 1, il suffit donc de montrer la convergence en loi suivante

1 1/t
(/ e\/’ZBSdLe) = 51,
0

Cette convergence a en fait lieu p.s, en effet, d’une part

1/t

1 1/VE 1
</ e\/gBSds> < (/ e‘/zslds> =51,
0 0



D’autre part, il existe A un ensemble mesurable de probabilité 1 tel que pour tout w € A, t — By(w) est
continu. Soit w € A. On note T'(w) € [0, 1] tel que By, (w) = S1(w) (existe car B(w) continu et [0, 1]compact).
Soit € > 0. Il existe §(w) > 0 tel que [Bi(w) — Bp(y)(w )\ <epour |t — T(w)| < §(w) (uniforme continuité sur

les compacts). Ainsi,
1 /vt
(/ e‘/ZBS(‘”)ds> > (5(w))l/ﬁesl(‘“)*5.
0

Donc

)

En considérant une suite (ex)r>0 (pour inverser le p.s. et le Ve), on en déduit que p.s.,

1 1/VE
lim inf (/ e‘/ZBsds) > e
t—o00 0

ce qui implique la limite p.s. désirée. O

Exercice 3 (Construction de Lévy du mouvement Brownien). Le but de cet exercice est de construire la loi
du mouvement Brownien comme un processus continu. Soit (B, ¢ > 0) un mouvement Brownien réel issu de

0.
1. Montrer que, pour tout ¢ € [0, 1], (B; — tB1) est indépendant de Bj.
2. En déduire que pour tout s < u < ¢, By, — =By — “—“Bt est indépendant de o(B,,v < s) et de
0(By,v > t). Déterminer la loi de B, — “=2B, — :=2B,.
3. Soit (N, ;,i € N,j € N) des variables aleat01res id. d de loi A(0,1). On définit

Lt]
ZNU J)NMH

Montrer que (Wt(l), t > 0) est un processus continu.
4. On pose par récurrence, pour tout n € Net t € [j27",(j+1)27™)
Wt — w4 N t— 327" gy (0 t— (4 1)27 ™) s (o
+ Nog1j [(E= 527" e jpnya-roy + (= G+ 1)27") L 2j41)2-7} ] -

Montrer que (Wt("), t > 0) est un processus continu.

5. Soit N € N, déterminer la loi de max;<y ‘Wt("H) - W(") En déduire que

P(sup [WOHD — )| > 27n/2) < Nonem2"",
[0,N]



6. En conclure que p.s. (Wt(n)) converge uniformément sur tout compact versu une fonction aléatoire (W;).
7. Montrer que (W;,t > 0) est un mouvement Brownien, et en déduire qu’il existe un mouvement Brownien
continu.

Démonstration. 1. Observons pour commencer que (B, By — B;) est une paire de variables aléatoires
gaussiennes indépendantes, deés lors

E [ei/\(Bt—tBl)-&-iuBl} ) [ez’(u—)\t)(Bl—Bt)+i()\(1—t)+u)Bt}

= exp [—; (A=) (p— M) +t(p+ A1 — t))Q)}

ur o N (1 —t)
2 2 ’
donc (B; — tB1, By) est une paire de variables aléatoires gaussiennes indépendantes.

2. On observe immédiatement que

_ t— t—
PBS YTUB, = (B, - B,) — — (B, — By)
— S

B — _
v t—s t—s

est indépendant de o(B,, u < s). De plus, de la méme fagon que précédemment, (B, —B,)—=%(B,—B,)
est indépendant de By, et de o(B, — By,v > t), d’out la conclusion. On finit en observant que cette

variable aléatoire est une gaussienne de variance ¥=% x =t

t—s x t—s”

3. La continuité est laissée au lecteur.

4. La continuité est évidente.

d ,
5. On observe que sup;¢(o nj Wt("+1) - Wt(") @ max;<non 1\;’;4;11” . On en déduit

P(sup [WHD — W] > 277/2) < N2"B(INy 4| > 27/2H1) < o727,
[0,N]

6. En appliquant Borel-Cantelli, p.s. pour tout n > 1 assez grand, supg x |W D) W) | < 2-7/2 Cette
suite de processus est donc de Cauchy pour la convergence uniforme sur les compacts. On en déduit
I’existence d’une limite p.s. W.

7. Soit t1 < tg < --- < 1y, et (agn), .. .,ai")) € NF tels que

lim —=— = tj.
n——4oo 2N

Par continuité, on a p.s.

Wiy, W)= lim | W = lim | W)
n—-+o00 41 n—+00 a (n)
Pl 7---7W (n) an sy W
ay W)
2" S
Par convergence dominée, on en déduit que la loi de (W4,,...Ws, ) est la bonne.



Exercice 4 (Maxima locaux du mouvement brownien). Soient p,q,r, s € Q4 tels que p < ¢ < r < s. Montrer
que

IP’( sup By = sup Bt> =0.

p<t<q r<t<s

En déduire que p.s. les maxima locaux de la fonction ¢ — B; sont distincts.

Démonstration. Par propriété de Markov faible, on a

P( sup By = sup Bt> — E[6(Syq. B,)]
p<t<q r<t<s
ol

6(s,2) = B( sup By, =) =0,

u<s—r
ce qui permet de conclure.

Comme Q4 est dénombrable, on a presque siirement, pour tout p,q,r, s € Q, les maxima du mouvement
Brownien sur p, ¢ et sur [r, s] sont distincts, ce qui permet de conclure. O
Exercice 5 (Temps d’atteinte). Pour a > 0, on pose T, = inf{s > 0: B; = a}.

1. Montrer que pour tout a > 0, T, = a*>T; en loi.

2. Soit 0 < a < b < oo, montrer que T, — T, a la méeme loi que Ty_, et est indépendant de T,.

Démonstration. 1. Comme (B2t € RY) @ (B, t e Ry),onaT, @ a?Ty.

a
2. Par propriété de Markov forte, (Br,4++ — Br,,t € Ry) est un mouvement Brownien indépendant de
Fr,, donc de T,. Donc T, — Ty, = Tp—o((Br,+1 — Br, )1>0), ce qui permet de conclure.
O

Exercice 6 (Principe de réflexion). Soit (B;);>¢ un mouvement brownien unidimensionnel. Pour tout ¢ > 0,
notons Sy = sup{B; : 0 < s < t}. Le but de l'exercice est de calculer la loi jointe de (B, S¢). Pour a > 0, on
pose T, = inf{s > 0: B; = a}.

1. Montrer que T, est un temps d’arrét presque stirement fini.

2. Montrer que (BtT“)tzo = (Bit+1, — Br,)t>0 est un MB indépendant de Tj,.
3. Soit a > 0 > b. Prouver que P(S; > a, By < b) =P(B; > 2a — b).

4. En déduire que la loi de (S, B;) est

2(2a — b) (20— b)?
Vo P <_ 2t

5. Applications : Montrer que P(S; > a) = P(|B;| > a) et P(T, <t) = P(a?/B? < t).

) 1{{a>0’b<a}}dadb.

Démonstration. 1. On observe que S; est Fi-mesurable, et {S; > a} = {T, < t}, donc T, est un temps
d’arrét.

2. C.f. exercice précédent.



P(S; > a,B, < b) = P(T, <, B; — Br, <b—a)
=P(T, <t,—(By— Br,) <b—a)
= P(T, <t,B, > 2b—a)
=P(B;>2b—a)

d
car le mouvement Brownien est symétrique, et —B @ B.

4. On a
+o0 2
P(S; > a,B; <b :/ e~z dx donc
( "t t= ) 2b—a V 2mt
2(2a — b) (2a — b)?
P(St S da,Bt € db) = W exp (_2t 1{{a>0,b<a}}dadb-
5. On a

a2
P(S; € da) = e 2 dalg,soy = P(|By| € da).

2mt
De la méme fagon
P(T, <t) =P(S; > a) = P(B? > a?) :P(a— gt).

Exercice 7 (Loi de l'arcsinus). On définit dy = inf{t > 1|B; = 0} et g1 = sup{t < 1|B; = 0}.
1. Montrer que dy est un temps d’arrét mais pas g .
2. On veut calculer la densité de la loi de d;.
(a) Montrer que pour tout ¢ > 1, on a

Pldy <t] = E[g(B1)]
ol pour tout x € R on a posé

g(ﬂf)IP’[ sup Eszlx]
se€[0,t—1]

avec B un mouvement brownien issu de 0 et indépendant de Fj.

N2
dy =1+ <,\> en loi,
N

ot N et N sont des gaussiennes centrées réduites indépendantes.
(¢) En déduire la densité de la loi de d;.

3. Montrer que g; = (d1)~! en loi. En déduire la densité de la loi de g; (la loi de g; s’appelle la loi de
larcsinus).

(b) Montrer que

Démonstration. 1. Le fait que d; est un temps d’arrét est laissé au lecteur. Si g; était un temps d’arrét,
alors (Bg, +4— By, ) serait un mouvement Brownien. Mais ce processus est de signe constant sur [0, 1—g1],
ce qui contredit "g; est un temps d’arrét.



2. (a) Par propriété de Markov au temps 1, on a
P(dy <t) =E[Pp, (To(B) <t —1)] = E[g(B1)].
2 2
(b) Comme Ty ~ (%) ,onady ~1+ (%) .
_ 1
(C) ]P)(dl S dt) = l{tZI} m
3. Par propriété de scaling du Mouvement Brownien, g; @ tgy, des lors

P(dy > 1) =P(g, < 1) =P(tg1 < t) =P(;- > 1).

On en déduit que ]P)(gl S dt) = m



