Probabilités
Devoir 3

A rendre fin avril

Probléme : Urne aléatoire Ce probleme est divisé en deux parties indépendantes.

Premiére partie : Urne de Polya A Dinstant 1, une urne contient a boules blanches et b = Ny — a
boules rouges. A chaque étape, on tire une boule uniformément dans 'urne, et on la remplace
par deux boules de la méme couleur que celle tirée. Pour n € N, on note Y,, le nombre de boules
blanches dans I'urne, et

Y,
o N() +n-—1
la proportion de boules blanches. Soit F,, = o(Xo, - X,,).

Xn

(1) Calculer P(Y,41 = Y,|Fn), et montrer que (X,,) est une martingale qui converge p.s. vers
une variable aléatoire U. Montrer que pour tout £ € N, on a

: k\ __ k
lim B(X)) = E(UY).

(2) On suppose dans cette question uniquement que a = b = 1. Montrer par récurrence que
Y., suit la loi uniforme sur {1,...n}, en déduire la loi de U.
(3) On fixe k > 1, et on pose, pour tout n € N
Yo (Yp+1) - (Yo +k—1)
(n+No—1)(n+ Ng)---(n+ No+ k—2)

Z =

Montrer que (Z,) est une (F,)-martingale, et en déduire la valeur de IE(U*).
(4) Montrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle bornée est dévelop-
pable en séries entieres, en déduire qu’on a caractérisé la loi de U.
(5) On rappelle que la loi 8 de paramétre a et b admet pour densité par rapport & la mesure
de Lebesgue
I'la+0b) ,_ _
r((a)r(b)) w0 L eto

Calculer les moments entiers d’une variable aléatoire de loi 8 de parametres a et b.
(6) En déduire la loi de U.

Solution. 1. D’apres ’énoncé, la probabilité de tirer une boule blanche conditionnellement a 7,
est égale a la proportion de boules blanches X,,, par conséquent,

P(Yoi1 =Yu|Fn) =1 - X,
Par conséquent, on a
EYpi1|Fn) =Y, + Py =Y, + 1| F,) =Y, + X, = (No +n) X,

donc X est une martingale, bornée par 0 et 1, qui converge donc p.s. et dans LP pour tout p. En
particulier, pour tout k € N, on a

lim E(XF) =EU").

n—-+oo

2. Y; suit bien la loi uniforme sur 1. On suppose la propriété vraie au temps n, on a alors

P(YnJrl = k) = E(P(YnJrl = k|}—n)) = E(I{Yn:k—l}Xn + 1{Yn=k}(1 - Xn))
1{k—-1 n+1-k

n n—|—1+ n+1




ce qui conclut & la récurrence. Or (X,,) converge p.s. donc en loi vers U, et pour toute fonction

continue bornée f, on a
1 n
= LS phn) - / £(s
k=1

ce qui montre que U est uniforme sur [0, 1].
3. On observe que

3

YVig1(Yny1 +1) - (Yo + k1) }
E(Z,11|Fn) =1 F
(Zn+1lFn) (n+No)---(n+No+k—1)
Yo, (Yp+1)--- (Y, +k—1
| M)tk ol e
(n4No)---(n+ No+k —1)
C (n+Nyg—1)---(n+No+k—-1) ™
Par conséquent, (Z,,) est une martingale, & valeurs dans [0, 1], donc converge p.s. et dans L! vers
Zs. D’autre part, quand n — 400, on a Z,, ~ X¥ donc X¥ — Z, p.s. d'ott Z,, = U*. On en
dedult

(Yo+1)--- (Yo +k)
(n4+Ng)---(n+ No+Fk—1)

x X,

ala+1)---(a+k—1)
E(U*) =1E(Zy) =

(U =B0) = M) Mo+ D (Mo + k- D
4. On utilise le théoreme de Fubini. On observe que d’une part

+oo . k + k
(i€X) (M)
E(Z X SZOO 4 < 00,
k=0 k=0
et d’autre part
+oo
E 1§X (Z )
k=0

= Z(i&)’“ﬂa Xx*
k=0

ce qui conclut. Or on connait tous les moments entiers de U, qui est une variable aléatoire bornée.
On connait donc sa transformée de Laplace, donc sa loi.

5. On rappelle que
! ['(a)T
/ ua—l(l _ U)b_ldu — (a) (b) .
0

Par conséquent, on a

)
ala+1)---(a+k—1)
(a+b)a+b+1)---(a+b+k—1)
par propriétés de la fonction I' —en particulier I'(x + 1) = zI'(z).
6. Coincidence, si on calcule

1).-. kL—1
lim ]E(Xk) a(a+ ) (a+ ) ,
n—+o00 (a+b)a+b+1)---(a+b+k—-1)
grace a la question 4, on en déduit que U suit une loi S(a,b), car les transformées de Fourier sont
égales. O



Deuziéme partie : Urne triangulaire On considére un processus légérement modifié. A l'instant 1,
il y a 1 boule blanche et 0 boules rouges. A chaque instant 7, on tire uniformément au hasard une
boule dans l'urne. Si cette boule est blanche, on la replace accompagnée d’une boule blanche et
d’une boule rouge, si la boule est rouge on la replace avec deux nouvelles boules rouges. On note
encore Y, le nombre de boules blanches, et F,, = o(Y7,...Yy,).

(1) Déterminer le nombre a,, de boules dans 'urne & I'instant n, et montrer que ——2—
w () +¢)
j=1 ( J

est une martingale
(2) En déduire que T converge p.s. vers une variable aléatoire U € L.

(3) Déterminer c,, tel que % est une martingale, et montrer que
Y, (Y, +1
lim 7n( nt 1) =U2%
n—-+oo Cn,

(4) Proposer une maniére d’identifier la loi de U.

Solution. 1. On observe qu’on ajoute a chaque étape deux boule dans 'urne. On a donc a,+1 =

an + 2 et a; = 1, par conséquent, a, = 2n — 1. La probabilité de tirer une boule blanche a I’étape
Y

Y,
IE{(} Yn,+1|.7:n,) =Y,+1x — = Yn(l + L)

an
n

Par conséquent, 7, = Yo ) est une martingale.

-, (1+(%j
2. Z, est une martingale positive, qui converge donc p.s. vers une variable aléatoire Z qui est
intégrable (par Fatou). De plus, on a

logH<l+ ) Zlog 2] <) logn+C+ o(1),

_ .C
, \/ﬁ converge p.s. vers U = e~ Z.

3. On calcule maintenant
E{[} YVor1 (Yo + D|Fn] = Ya (Yo +1) x (1= 22) 4 (Y, +1)(Y,, +2) x 22
=Y, (Y, +1) x [1 e —Ygf}

2
=Y (Yo +1) [1+2n_1}

Par conséquent, ¢, = [[_, (1 + 2]—271) ~ Cn. De plus, on a

Yo(Y, + 1) Y,? U2

Cn “on T O
4. Grace a la question 3. on sait que IE{(}Y,?) est bornée, donc on a convergence, p.s. et dans
L? de Y,. On pourrait de la méme facon calculer les moments d’ordre p de la variable aléatoire

limite U. Si ces moments ont une décroissance assez rapide, le méme argument que précédemment
permettra d’identifier la transformée de Fourier de la loi — qui pour la petite histoire, a pour densité

&% (1t
2 T

k=0



Ezercice : On considere Xo = 0, et (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de loi
normale centrée réduite. On introduit

X — X1,

Y, = 1> 1.

On note F,, = 0(X;,7 < n), et on pose

(1) Montrer que IE(Sy,4+1|Fn) = Sn — ,fi"’l-

(2) En déduire que S, = S, — nX—J:l est une F,-martingale.

(3) Trouver une suite de réels positifs (u;) telle que pour tout n > 1, on a

Sn = i uiXi
i=1

en déduire une nouvelle démonstration de 2.
(4) Calculer IE(|X1]), et montre que pour tout n € N

. 2 « 1
E([|Sn]] < \/;2—21 G

(5) En déduire que lorsque n — 400, S,, converge presque stirement vers une variable aléatoire
Ss. Montrer alors que S, converge également vers S, presque siirement.

(6) En utilisant la question 4, montrer que S, est une variable aléatoire gaussienne centrée
dont on déterminera la variance.

Solution. 1. On a

X
E(S, 1| Fn) = Sn + IB(Y,q1|Fp) = Sp — —2.
(Sn+1|Fn) + E(Yo41]Fn) ]
2. On a
o Xn Xn+1
E(S,+1]|Fn) = S — E Fn | =Sn
(St | F) Seam(2m)r)
3. On observe que
_ 2 X, "X, — X1 X, - 1 1
Sn:ZYk_ = - :ZXj - - >
Pt n+1 — k n+1 = i j+1
donc u; = m On en redéduit immédiatement que S, est une martingale, comme somme de n
variables aléatoires indépendantes centrées.
4. On a
BXi) = —— [ ze%d 2
= xe” Tdr=/—.
(| 1|) m /O -
Des lors,

n

E(]S,|) < ]E(|Uv:Xz‘|)§\/sz(jil) 727<1n11L1>

k=

5. La suite S est une martingale bornée dans L', qui converge donc p.s. vers une variable aléatoire

Ss. De plus, comme E{(}|X1|) < +o0, par Borel-Cantelli, on a 2= — 0 p.s. donc S converge

également vers So.
6. On observe que S,, est une variable aléatoire de loi gaussienne centrée de variance o2 =

n 1
2= Gp- OF

1_<1 1)2_1+1+2 2
(7 +1))2 J J+1 2 G+ 5+



Par conséquent, on a

n—-+oo 6
Des lors, on a
2
& &2 (2 +1)
lim IE [ezfs"} —e % ,
n—-+oo

el . . re . . 7 . 2
donc S, converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée de variance %- + 1. On en

conclut donc Sa, ~ N (0, %2 +1). O



