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Exercice 1 (Une minoration classique). Soit X une variable aléatoire intégrale & valeurs dans Z. . Montrer
que

P(X >0) >

Discuter les cas d’égalité.
Démonstration. En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
E(X)=E(X1(x>1y) <P(X > 1)Y/2E(X?)Y2.
Les cas d’égalité sont donnés par X = Alyx>13 pour un A € R. On a donc P(X > 0) = %822;
prend seulement deux valeurs, 0 et une autre. O

des que X

Exercice 2 (Convergence de vecteur aléatoire). Soit (X,,) des variables aléatoires i.i.d. de loi gaussienne cen-

trée réduite. Pour h € N, on note Y,,(h) = Z?:l sin(hX;). Déterminer la limite en loi de ﬁ(Yn(l)7 .Y (R)).

Démonstration. Application directe du TCL multidimensionnel. O

Exercice 3 (Dérangement). Soit T' une variable aléatoire a valeurs dans N telle que P(T" = n) décroit.
Montrer que pour toute injection ¢ : N — N, on a

E(o(T)) > E(T).
Démonstration. Rappelons que E(T') = -, -, P(T" > n), et observons que P(T' < k) > P(o(T) < k). O

Exercice 4 (Dés truqués). On rappelle que la fonction génératrice d’une variable aléatoire est Gx(s) =
E [SX ]

1. Déterminer la fonction génératrice de la loi uniforme sur {2,...,12}.
2. Montrer qu’on ne peut pas simuler la loi uniforme sur {2,...,12} avec deux dés pipés indépendants.
Démonstration. On a ) )
1 s°1—s'1
Gx(s) = 24 4s12) ==
x(3) = g7 (544872 =

D’autre part, si X1 et X sont des dés pipés tels que 7 = P(X; + X = 12) = P(X; = 6)P(X5 = 6), alors
Gx,(s) =sP1(s) Gx,(s) = sda(s)
avec ¢ et ¢ deux polyndmes de degré 5 (donc avec au moins une racine réelle), ce qui montre que

GX (S) = GXl (S)GXQ (3)



Exercice 5 (Loi du x? & r — 1 degrés de liberté). Soit (X,,) des variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans
{0,...,7} telles que P(X; = i) = p;. Identifier la limite en loi de

Yo = 12( Z {X—J}_pJ>2

j=1 pjzl

Démonstration. On note V,, = (\/% w=l1}s - \/%I{Xn;r}), et on applique le TCL multidimensionnel a

2
>~ Vj. En particulier Hﬁ Z;L=1 VJH2 converge en loi vers une loi I‘%% appelée loi du x? & n — 1 degrés de

libertés, pour des raisons qui deviendront évidentes lors de votre 7e cours de statistiques. O

Exercice 6 (Entropie). Soit {2 un ensemble fini. L’entropie d’une probabilité P sur €2 est définie comme

=Y —P(w)logP(w).

weN

L’entropie relative de P par rapport a Q est définie par

+o0 si JweN:Pw) >0=Qw)

D(P =
(PllQ) {Zweﬂ P(w)log% sinon.

1. Montrer grace a l'inégalité de Jensen que D > 0, et que D = 0 implique P = Q.
2. Soit U la mesure uniforme sur €2, déterminer a l'aide de H la valeur de D(P||U).
3. En déduire la loi qui maximise ’entropie.

Démonstration. On pose X (w) = (15((1,0), deés lors

/X ) log X (w)dQ(w /X )dQ(w log/X )dQ(w

On a D(P||U) = H(P) — log #€, ce qui permet de conclure. O

Exercice 7. Soit p € (0,2) et X une variable aléatoire réelle telle que E(e**X) = e~I!I". Montrer que 3" a; X

converge en loi si et seulement si ) |a; [P < +o0.

Démonstration. On a

n—-+oo

i " X IS i P _ Foo P
E{eztzjlajxy} _ T lal ot ]

et on conclut par Théoreme de Lévy. O

Exercice 7 (Variables aléatoires échangeables). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires de Bernouilli
échangeable, i.e. telle que pour tout n > leti; <--- <1, et jp <---jn,0na

X

jl""

X))

Montrer qu’il existe une variable aléatoire Y a valeurs dans [0, 1] telle que, conditionnellement & Y, (X,,) est
une suite de variables aléatoires de Bernoulli i.i.d. de parameétre Y.

(4)
(X, - Xi,) = (



Exercice 8 (Inégalité de Paley-Zygmund). Soit X une variable aléatoire positive de carré intégrable.

1. Montrer que pour tout a € (0,1), on a
(1 - a)E(X) <E [X1{xzarx)] -

2. En conclure que pour tout a € (0, 1),

P(X > aE(X)) > (1 — a)?

Démonstration. On a
E(X) = E(X1{x>arx)}) + E(XLix<ar(x)}) < E(X1{x>ar(x))) + aE(X).
Dés lors, par inégalité de Cauchy-Schwarz
aE(X) < E[X1{xsarx)] < P(X > aE(X))2E(X?)Y/2
ce qui permet de conclure. O
<

Exercice 9 (Lemme de Hoeffding). Soit X une variable aléatoire réelle telle que E(X) = 0 et P(a < X
b) = 1. Montrer que pour tout A > 0

b— 2
E [e’\X} < exp [)\2(8@} .
Indication. On pourra montrer dans un premier temps que

x beAa_aeAb
]E[e ]S b—a b—a

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X, montrer que pour tout € > 0,

462

P(X, >ne) <e "G-oZ,

Démonstration. On a

b—X X—a bere ael?
E[e*M] <E Aa ALl IR - = .
[e ]_ b—ae +b—ae “b—a b—a )
De plus,
—bae =) af (b—a)?
1 / — 1 " —_ _ _ \2 <
(0 YO =0, ()" = = = g g~ <
Deés lors, par formule de Taylor,
A2 A2
In f(A) = In £(0) + A(In £)'(0) + 5-(1n £)(0) < (b — a)?,

ce qui permet de conclure.
On a également, pour tout A > 0

42

P(X, > ne) <E [e)‘Xl]n e~ < o M- a?




Exercice 10 (Convergence de lois de Gauss). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires de loi N (pin,02)
qui convergent en loi vers X.

2
n

1. Montrer que (o;) converge.

2. Montrer que (u,) converge.
3. En déduire la loi de X.

Démonstration. 1. Par Théoreme de Lévy, la fonction caractéristique de X,, converge vers celle de X
sur un voisinage de 0. En particulier, on a |[E(e?%")| = e=onE’/2 qui converge, d’ou la convergence de
(on).
2. Observons que lim_, 4o limsup,, ,,  P(X,, > A) = 0. Comme (0,,) est bornée, ceci n’est possible
que si (i) est une suite bornée. Par conséquent, pour tout & > 0 assez petit, R(e**#7) > 0. On en
déduit encore par Théoréme de Lévy que (u,,) converge.

7’ ; i — 27; .
3. Par conséquent, ¢y (£) = i€ limun—=¢ lim on/2 et X est une Gaussienne.

O
Exercice 11 (Somme de variables aléatoires indépendantes). Soit (a,,) une suite de réels positifs, soit (X, )
une suite de variables aléatoires indépendantes telles que P(X,, = a,) = P(X,, = —a,) = 1/2. On note
Sn=3"0 1 Xj

1. Montrer que S,, converge en loi si et seulement si > a2 converge.
2. Montrer que dans ce cas, on a méme convergence presque sure.
3. On suppose maintenant que Y a2 diverge et que la suite (a,) est bornée. Posons ¢(n)? = >")'_, a2,
montrer que S, /¢(n) converge en loi vers une loi limite que I'on déterminera.
Démonstration. 1. Théoreme de Lévy.
2. Théoréme des trois séries.

3. Théoreme de Lévy : on a

E [ €S /&( n)} H cos (€ay/d(n))] = exp (—52/22(1%/05(”)2) )
Pty k=1

donc la limite est une gaussienne centrée réduite.

O

Exercice 12 (Vers la loi du logarithme itéré). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes
centrées de variance 1. On note S, = -7, X;. Montrer que pour tout z € R, 'événement Spn —Son—1 > on/2y
arrive infiniment souvent. En déduire

limsup —= = 400

n—+4o00 n1/2



