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Examen partiel du 26 novembre 2012 : corrigé

“Intégration & Probabilités”

Exercice I. Comme f < g<hpp., et f,h€ LYE, o, u),onagec LY E, o, pn).

On applique le lemme de Fatou deux fois : d’abord a la suite de fonctions mesurables
positives (g, — fn), pour voir que [(g — f)dp < liminf, o [(gn — fn)du, et donc [gdu <
liminf, o [ gndp ; ensuite & (hy, — gp), ce qui donne [(h — g)dp < liminf, . [(hn — g,) du,
et donc [ gdu > limsup,,_, . [ g, du. Par conséquent, [ g, dp — [ gdp. O

Exercice II. (A1) On a {(z,t) € E xRy : g(z) > t} = Upeg, (97 (]r, oo[) x [0, r]). Pour
tout 7 € Qy, on a g~ (]r, co[) x [0, 7] € & ® B(R,) (pavé mesurable). Dot {(x, t) € E xR, :
g(x) >t} € o @ BR,).

(A2) Il suffit d’appliquer le théoreéme de Fubini-Tonelli & 14(, y)eEx 2R, ): g(x)>t} €6 au couple
de mesures o-finies : v et la mesure de Lebesgue sur (Ry, Z(R.)).

(A3) Si g est une fonction étagée positive : g :== Y 1" a;1a,, avec 0 < a3 < -++ < Gy, et
A; mesurables disjoints, alors v({z € E: g(z) > t}) = > " v(Aj) sit € [a;—1, a;[ pour tout
1 <i < m (notation : ag := 0), et bien sur, v({x € E: g(z) >t}) =0sit > ap. Donc

m m
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comme prévu. Dans le cas général, c’est-a-dire, si g est une fonction mesurable positive, on peut
prendre une suite (g,,) de fonctions étagées positives telle que g, T ¢g. On a, d’une part, [ g, dv 1
[ g dv (convergence monotone), et d’autre part, v({x € E : gn(x) > t}) tv({z € E: g(x) > t})
(car {x € E : gy(x) > t}, n > 1, est une suite croissante de parties mesurables dont la réunion
est {x € E: g(x) > t}), et donc par convergence monotone, [;°v({z € E : gn(z) > t})dt t
JoSv({z € E : g(x) > t})dt. Par conséquent, [pgdv = [[“v({z € E: g(z) > t})dt.

(B1) Considérons l'ouvert G := {z € R%: f(z) > t}. Soit x € G. Il existe alors une suite
(xn) C G telle que z, — x. Comme f(z,) > t, Vn, et f(z,) — f(x), on a f(x) > t. D'ou
G c{zcR?: f(x) >t} Par conséquent, G C {x € R?: f(z) =t} : Julie a raison.

L’inclusion peut étre au sens strict. Un exemple avec f(z) := 1, Vo € Re et t=1: on a
dans ce cas G = &, et donc OG = @, tandis que {x € R?: f(z) = 1} = R%. Marc a tort.

(B2) Par hypothese, u,(G) = u(G), VG ouvert tel que u(0G) = 0. 11 suffit donc de prouver
que A(dt)-p.p., u({z € RY: f(z) =t}) = 0.

Considérons A := {t € Ry : u({x € R?: f(z) = t}) > 0}. 1l s’agit d'un ensemble (au
plus infini) dénombrable, car A = U,>1A,, avec pour tout n > 1, A, = {t € Ry : p({z €
R?: f(z) =t}) > 1} dont le cardinal est fini (majoré par n u(R?) qui est fini). En particulier,
A(A) = 0 comme désiré.

(B3) Par hypothese, jt,(R?) — p(R?). Donc supn>1 pin(R?) < 0o. Dapres (A2), [oa fdpn =
fOM,un({x € R : f(z) > t})dt et [pa fdu = fo ({z € R?: f(z) > t})dt, on M :=
sup,egd f(r) < co. On sait, d’aprés la question précédente, que u,({z € R? : f(z) > t}) —
p({z € RY: f(x) > t}), A-p.p. ; de plus, sup,>; un({z € R : f(x) > t}) < sup,>; pn(RY) =: C



qui est une constante finie, et donc fOM C dt < oo. Par convergence dominée, on a fOM un({x €
RY: f(z) >t})dt — fOM p({z € RY: f(z) > t})dt, cest-a-dire, [pu fdun = Jpa fdp.

(B4) Soit G C R? un ouvert. Posons pour tout k > 1, fi(z) := [kdist(z, G)] A 1, Vo € RY,
qui est une fonction continue et bornée sur R?. D’aprés la question précédente, on a, pour tout
k, hmn—)oo fRd fk dlu'n = fRd fk dlu'

Comme 1 > fi, Vk, on a p,(G) > fRd frdp, et donc liminf, o0 pun(G) > fRd frdu. On
fait maintenant k£ 1 co : comme f; T 1g, il résulte du théoreme de convergence monotone que
Jga fedp T [pa g dp = p(G). D’ont Vinégalité cherchée. O

Exercice III. (i) Utilisons un raisonnement par I’absurde. Supposons que % ne soit pas tran-
chante. Il existerait alors x # y € E tel que 14(z) = 14(y), VA € %.

Considérons ¢ := {A € o(%) : 1a(z) = 1a(y)}. 1l est clair que £ € 4. Comme 14c =
1 — 14, on voit que ¥ est stable par passage au complémentaire. Enfin, si (4,) C ¢, alors
Up>14, € 9 car 1y,.,4, = sup,>1 14,. Par conséquent, ¢ est une tribu.

Par hypothese, & > €. On aurait alors 4 O 0(%), ce qui contredirait la condition que o (%)
est tranchante. Conclusion : % est tranchante.

(ii) Soit € := (An, n > 1) C & une suite tranchante. On observe que

D= <(An % An) U (AS x A;)).
n>1

En effet, pour tout € E et tout n > 1, on a (z,x) € (A, x Ap)U(AS x AS). D’ou 'inclusion
D C Np>1[(An x Ap)U(AS x AS)]. Pour l'inclusion réciproque, soient x # y € E (ce qui équivaut
a (z,y) € E?\D) ; par la définition de %, il existe n > 1 tel que 14, (z) # 14, (y), et donc
(x,y) ¢ (An x Ay) U (AS x A%). Ceci prouve l'inclusion réciproque.

Comme (A4, x Ap) € F @ et (AS X ASYe A @, onaD e odRd.

(iii) Si D € & ® o7, il existe A, € o/, Vn > 1, tels que D € oc({An X Ap, m, n>1}). 11
suffit de prouver que ¢ := (A,, n > 1) est tranchante.

Supposons que % ne soit pas tranchante : il existerait x # y tels que 14, (z) = 14, (y),
Vn > 1. On aurait alors 14,, x4, (2, ¥) = 14, x4, (z, x), Ym, n. Exactement comme dans la
question (i), on vérifie facilement par définition que .# = {C € & @ & : 1¢(x, y) = lo(x, x)}
est une tribu. Comme % D {4,, X A, m, n > 1}, on aurait .# D o(A,, X A,, m, n>1) ;en
particulier, D € .%#. Or 1p(z, y) = 0# 1 = 1p(x, x) ; la contradiction implique que € est, en
fait, tranchante.

(iv) Pour prouver D ¢ & ® 7, il suffit, d’apres la question précédente, de vérifier que o
n’est pas distinguée.

Supposons o7 distinguée ; soit € := (A,, n > 1) une suite tranchante. Comme A4,, € &/, on
a soit A, dénombrable, soit AS 'est. Posons, pour tout n > 1, ﬁn = A, si A, est dénombrable,
et gn = Af si AS est dénombrable. Comme Unzlgn est dénombrable alors que R ne 'est pas,
on peut trouver des réels = # y ¢ U,>1A,. Alors pour tout n, 14, (z) = 14, (y) (les deux valent
0 si A, est dénombrable, et valent 1 sinon). Ceci contredirait ’hypothese que & est tranchante.
Par conséquent, D ¢ & ® <.

Pour tout réel z, D, = D* = {z} € «.

Dans le cours, on a vu que dans un espace produit, si D est mesurable par rapport a la tribu
produit, alors toutes les sections de D sont mesurables. On vient de se donner un exemple dans
lequel la réciproque est fausse. O
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