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Exercice 1 1. Pour tout n, X,, est F,,-adapté, et intégrable car borné. Comme la loi de X,
sachant F,, est une loi binomiale de parameétres (N, X, /N) (et que la moyenne d’une v.a.
binomiale de parametres n et p est np), on a

X
E[Xp+1|F0] = NSF = X,

ce qui montre que (X,,)n>0 est une (F,)n>o-martingale.
2. (Xn)n>o0 est bornée dans LP pour tout p € [1, 00|, donc elle converge p.s. et dans LP pour
tout p € [1, 00| vers une variable Xo.

3. Pour tout n, M, est F,-adapté, et intégrable car borné. Comme la loi de X,, 1 sachant F,,
est une loi binomiale de parametres (N, X,,/N) (et que la variance d’une v.a. binomiale de
parametres n et p est np(1 — p)), on a

EMualF) = () (VEXwalF] - B 017
- () () -

ce qui montre que (My,)n>0 est une (Fy,)n>o-martingale.

4. Comme (X,,)n>0 est une martingale qui converge dans L' vers X, on a
E[Xo] =E[Xo] =k
Comme (X,,)n>0 converge dans L' et dans L? vers X, on a

E[Xoo(N=Xoo)] = Tim E[X,(N-X,)] = lim (%)HE[M,I] = lim (%)HE[MO] —0,

car (M,)n>0 est une martingale.

5. X est & valeurs dans {0,...,N}, donc la via. Xoo(N — X ) est positive. Comme son
espérance est nulle, on en déduit que P(X (N — Xoo) =0) =1 et donc

P(Xoo = 0) 4+ P(Xo = N) =1
Comme k = E[X.] = NP(Xo = N) on trouve

k k

- P(Xo = N) = N

Exercice 2 1. On vérifie que (F,)n>0 est une suite de tribus emboitées. X,,/(n + 1) est une
indicatrice d’un événement de F,,, donc (X,,)n>0 est un processus (F,,)n>o-adapté.

2. (Xn)n>0 est un processus (F,)n>o-adapté et pour tout n X, est bornée donc intégrable. I1
reste & montrer que, pour toute v.a. Z positive F,,-mesurable, on a E[ZX,,] = E[ZX,,11], ce
qui montre E[X,,+1|F,] = X, et que (X,)n>0 est une (F,),>o-martingale.



Soit Z une v.a. positive F,,-mesurable. On note a1 = Z(n+1). Ona{n+1} C Z " (ant1) €
Fn, done Z7 (a41) C [n+1,00[. La v.a. est donc de la forme

7 = Zakl{k} + an+11[n+1,oo[

k=1
D’une part,
n+1
]E[ZXn] = Oén+1(n =+ 1)E[1[n+1,oo[] = Oén+1(n =+ 1)P([n 4+ 1, OOD = O[n+1n—H = Onp+1
D’autre part
n+2
E[ZXnt1] = ant1(n + 2)E[Lj42,00] = ant1(n + 2)P([n + 2, 00[) = An1 = = Ongl

3. On peut dire que (X,),>0 est une martingale positive, donc bornée dans L', donc elle
converge p.s. vers une variable aléatoire X.,. En fait, on peut aussi voir directement que
Xpn(w) = 0 pour tout n > w, donc (X, )n>0 converge p.s. vers zero.

La convergence n’a pas lieu dans L' car E[X,] = 1 pour tout n et donc 1 = E[X,] /4
E[X] = 0.

Exercice3 1. Ona
Fyz(y,2) =P(Y <y, Z<2)=P(Y <y) -PY <y, Z>2)
De plus P(Z > Y) = 0. Dong, si z > y,
Fy z(y,z) =P(Y < y) =P( pour tout ¢ X; <y) =F(y)"

Siz <y,

Fyz(y, z) = P( pour tout i X; <y) —P( pour tout i 2 < X; <y) = F(y)" — (F(y) — F(2))"

2. On calcule la double primitive de
Fy:2) =nln = )(F(y) = F(2)" 7 F0)f(2) Lz

On trouve

/; dz' /yoo dy' fly,2) = /ZAy dz'nf(z") /y dy'(n —1)(F(y') — F(")" 7 F(/)

—00 ’

On remarque que

(F()-F ()" % = (/y duf(u))n_2 _ (nz)!/jl duy /u du2~~~/:n3 it f (1) -+~ f(tn_2)

/

et donc



Siy <z ona
z Y Y
[ e[ avrw) = [ densenEw - )"

o y y
= nl dz’ // du1~~~/ dun_1f(Z) f(ur) -+ flun_1)
)n

= Fy

-1

Siy>z ona

/_;dz' /_yoody'ﬂy',z') = [ @) e - FE)T - /Zydz'nﬂz')(F(y)—F(z'))"

-1

= F(y)" —n! /y dz' ;ydu1 e /y dun 1 f(2") f(ur) - fun—1)

= F(y)" - (Fly) - F(2))
Donc on a bien f_zoo dz’ ffoo dy' f(y',2") = FY7Z(y’ 2).
. La loi jointe de (Y, Z) a pour densité :
frz(y,z) =nn=1)(y - 2)" Loy

La loi de Y est a densité :
fy(y) =ny" Moy
La loi de Z est a densité :
fz(2) = n(l = 2)" ocza

L’espérance conditionnelle E[Y'| Z] est de la forme ¢(Z) avec ¥ une fonction telle que E[¢(Z)w(Z)] =
E[¢(Z)Y] pour toute fonction test positive ¢. Ceci s’écrit :

/01 dzp(2)9(z)n(1 — 2)" ' = /01 dz¢(z) /z1 dyn(n — 1)(y — 2)" 2y

On doit donc avoir (pour presque tout z € [0, 1])

b(2)n(1 — 2t = / dyn(n — 1)(y — 2"y

ce qui donne :

Z__W—l)éﬁdw””@+y)_n—1+z
w( ) - (1 o Z)n71 -

n

. La loi conditionnelle v,(dz) est telle que, pour toutes fonctions tests positives ¢,1), on a

E[6(Y)6(2)] = E[p(Y) [ (2)vy (d2)], Clest-a-dire
/ dyd(y) / 0z fy.2(y, 2)(z) = / dyd(y) fy () / (=), (d2)

Donc pour tout y €]0, 1] et pour toute fonction test positive ¢, on doit avoir

1
fy—(y)/dzfyz(y,z)z/}(z) = /w(z)uy(dz)

On peut donc prendre vy (dz) = fy,(2)dz avec
_fvzlyr) o\ —z)"2
WA= T e

On peut compléter avec f,(z) = 1j9,1)(z) pour tout y ¢]0, 1].

locegy



