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1 Stratégies déterministes

Avant tout, donnons quelques définitions :

Nous considérons ici un jeu entre deux joueurs. On a deux ensembles finis d’actions A pour le
joueur 1 et B pour le joueur 2. A chaque tour, les joueurs choisissent un élément de A(A) et A(B)
(ensembles des lois de probabilité sur A et B, identifiés aux ensembles des vecteurs de R* et R® &
coordonnées positives et dont la somme des coordonnées vaut 1). La fonction de gain du joueur 1
est m: A x B— R? (vue comme une matrice, [m(i, j)]; ;), prolongée linéairement a A(A) x A(B)

par la formule m(p, q) = Zpi(ljm(iaj)-
%]
( Par abus de notation, on notera parfois m(i, q) := m(d;, q) := qujm(i,j) et m(p, j) := m(p,d;).)

Par exemple, si on considere le jeu “pierre - feuille - ciseaux”, la matrice des gains sera :

Pierre | Feuille | Ciseaux
Pierre 0 -1 1
Feuille 1 0 -1
Ciseaux -1 1 0

On a A = B = {Pierre, Feuille, Ciseauz} et le gain du joueur 1 s’il joue “Feuille” et que son
adversaire 2 joue “Pierre” est 1.
Dans le cas des stratégies déterministes, le joueur 1 peut choisir de jouer le vecteur (%, %, %) et
dans ce cas il est assuré que son gain sera nul.

Si on autorise au joueur 1 le “puits”, qui bat les ciseaux et la pierre , la matrice devient alors :

Pierre | Feuille | Ciseaux
Pierre 0 -1 1
Feuille 1 0 -1
Ciseaux -1 1 0
Puits 1 -1 1

Les gains que I’on considére par la suite sont, contrairement & 'exemple, des vecteurs de R%.

Définition 1. Dans le cas des stratégies déterministes, les joueurs choisissent (pt,q:) € A(A) X
A(B). Le gain regu est m(pg, qt). A la fin de chaque tour, q; est révélé au joueur 1.

On, appelle stratégie (pour le joueur 1) une suite de fonctions fr : (A(A)x A(B))T=1 — A(A),
qui & partir des choiz passés (pi,qr pour t < T — 1) donne le coup swivant, pr pour le joueur 1
(ou gr € A(B) pour le joueur 2).

On pose alors Dr distance entre le gain moyen a I'instant 7'(€ N) et un ensemble C :

T

1
c— sz(pt,qt)

t=1

DT ;= inf
ceC

2

Définition 2. Avec ces notations, on dira qu’un ensemble C C R? est m-approchable par des
stratégies déterministes s’il existe une stratégie pour le joueur 1 telle que pour toute stratégie du
joueur 2,

lim DT =0.

T—o0



Remarquons qu'un ensemble est approchable si et seulement si son adhérence 'est (d(z,C) =
d(z,C) car la distance d’un point x & un ensemble C' est atteinte sur ’adhérence de ce dernier).
Aussi, nous ne nous intéresserons dans la suite qu’a I'approchabilité des ensembles fermés.

Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant (di & Blackwell) :

Théoréme 1.
Soit C un conveze fermé. Alors, en reprenant les notations précédentes, C est approchable si et
seulement si

Vg € A(B),3p € A(A), m(p,q) € C.

Une stratégie possible d’approchabilité est la suivante : on choisit p1 arbitrairement, puis a chaque
tour, le joueur 1 joue un coup pr qui résout le probléeme suivant :

min  max <mp—7Tr,m >
PEA(A) gEA(B) e ) >

avec :

T
_ 1
-mr = T;m(]ﬂt’%),

- 7 la projection orthogonale de iy sur C (wp = mr si mr € C),
- < .,.> le produit scalaire euclidien sur R?.

De plus, si l'on note M = sup; jyeaxp [|m(i, )|y, alors on a une estimation de la vitesse de
convergence en suivant cette stratégie :

2M

D —.
T JT

N

Avant de donner la démonstration, on donne une interprétation simple et des exemples dans le cas
ou les gains sont des réels et non des vecteurs.

Le théoréeme signifie que si d = 1, il existe deux valeurs limites Mm = max miﬁ m(p,q) et
qe pe
mM = milrgl max m(p, q) telles quun convexe C := [v; V] de R est appprochable si et seulement si
qe pe

mM > vet Mm < V.

En effet, on peut vérifier simplement que la condition est nécessaire, méme sans le théoréme : en
reprenant les notations ci-dessus,

1. si on a Mm > V alors dgo € B, miﬁ\l m(p,q) > V + e c’est-a-dire g9 € B,Vp €
pe
A, m(p,q) >V + ¢, donc si le joueur 2 joue la stratégie qui consiste a , quel que soit
le passé, jouer qo, le gain moyen sera strictement supérieur a V + €.
2. et de méme si mM < V alors dgqg € B, max m(p,q) <V — e c’est-a-dire Iqo € B,Vp €
J4S

A, m(p,q) <V —¢g, donc si le joueur 2 joue la stratégie qui consiste & , quel que soit le
passé, jouer qq, le gain moyen sera strictement inférieur a v — €.

Dans les deux cas, C n’est pas approchable.

Réciproquement, si on a cette condition, on a la condition du théoreme : en effet on peut remarquer
que dans un cadre tout & fait général (indépendant de d), la convexité de C permet de se contenter
de ’hypothese :

Vg€ B,3p e A(A), m(p,q) € C,



et on a avec notre hypothese que Vq € B, miﬁ m(p,q) <V et maj‘( m(p,q) 2 v
pe pe
Donc Vg € B,3p € A(A),  m(p,q) € C.

On peux donner briévement deux exemples a partir de jeux a deux actions :

Cas 1:

P1 | P2
¢ | 0] 1
g2 | 4

Ici, Mm = max(0,3) = 3 et mM = min(1,4) = 1 un convexe C est donc approchable si et
seulement si : [1;3] C C.

Cas 2 :
P1 | P2
| 015
q2 4 3

Ici, Mm = max(0,3) = 3 et mM = min(5,4) = 4 un convexe C = [v; V] est donc approchable
si et seulement si : v <4 et 3 <V, c’est a dire si et seulement s’il contient un élément de [3;4].

On passe maintenant a la démonstration du théoreme, qui va se faire par double implication.

Démonstration. L’idée de la démonstration du sens indirect provient essentielement de I’article de
Blackwell [1] (p.6). En remarquant que si

qu S A(B)avpu m(p7q0) ¢ Cu

alors en considérant
R(qo) := {m(p,q0) / p € A(A)} = {Zpim(ia%) /p=(pi)ica € A(A)}

I’enveloppe convexe des m(i, qg), alors pour le jeu associé a la matrice *m, on a

vpu 3‘](: q0)7 tm((Lp) € R(QO)a

R(qp) étant un convexe fermé d’intersection vide avec C. Si 'on démontre le sens direct, on aura
alors R(qo) approchable par le joueur 2. Or cela signifie par définition qu’il existe une stratégie du

joueur 2 telle que pour toute stratégie du joueur 1, d (% Zthl m(pe, qt), R(qo)) — 0. On utilise

ensuite le fait que d (R(qo),C) := inf d(z,C) = inf d(z,y) > 0 (car R(qo) et C sont
z€R(qo) z€R(qo),y€C
disjoints, R(qo) est compact et C fermé) et par inégalité triangulaire, si a € C et b € R(qo), on

sait que
T 1z
< Zm Pta% ) < Zmptaqt ) >d(a7b)7
t=1 t=1

et donc en passant & l'inf sur C' et R(qp),

T T
( Z (pe, ), >+d< Z m(pe, qt) QO)>>d(C,R((JO)),



T—o0

T
liminf d ( Z m(pe, qt), ) > d(R(q0),C) >0,

et donc C n’est pas approchable pour le joueur 1.

Il ne reste donc plus qu’a montrer le sens direct. On utilise la stratégie donnée dans 1’énoncé
du théoréme (la demonstration qui suit provient de l'article [4]).
Par le théoreme du minimax (démontré en annexe) appliqué a la matrice A := [< Tr —

wr, m(i, J , on sait que le probleme “pp résout min max < mrp— 7, ,q) >7 proposé
7,m(i, ) >l que le p pr i, max < r —ar,m(p q) >" prop
pour construire une stratégie admet une solution et que :

min max <mry —amr,m(p,q) >= max min < my —7r,m(p,q) > .
pEA(A)geA(B) r r (p q) qeEA(B)peA(A) r T (p q)

Orona:
Vg, 3p, m(p,q) € C,

et donc, par les propriétés de projection sur les convexes,
quapa <mT_7TT7m(PaQ)_7TT>< 0

(voir par exemple le théoréme 6.32 de [7] dans le cas d’un produit scalaire réel).

My

=

On a donc prouvé :

min max < myp — 7w, m(p,q) —7r >= max min <My —7p,m(p,q) —7r > < 0.
PEA(A)gEA(B) geA(B)peA(A)

En particulier puisque pr41 est défini comme solution du probléeme min max < mp—7r, m(p,q) >

PEA(A)gEA(B)
on a la relation :

VCL <mT_7TT7m(pT+17Q)_7TT ><O 3
et donc en particulier :
< —nr,m(pri1,qr41) — 7 >< 0, (1)

(qui reste vrai dans le cas mp € C).

Un calcul algébrique donne alors :

T+1
1

mry1 = T—HT:1m(pan)

1 1 <& 1

T
= T—Hm(pT+1,QT+1 )+ = Tzzlm Dryqr —m;m@n%)

= mr+ T——i—l(m(pTH’ qr+1) —Mr) .



Cela permet de déterminer une inégalité sur Dy :

1 T+1
2 - .
Pra = ffe= gog 2 mma)

__ 2
7741 — Mz l;

N

— 2
77 — M,

1 2

T+1

(7 — M) — (m(pr+1,9r+1) — M)

)

2

ou l'on a utilisé pour 'inégalité le fait que mp € C. Puis en développant :

2
D2, < |jmp —mr|; + Ty <mr - 7, m(Pr 41, qr 1) — T >
— 2
n | (m(pri1, qri1) —mr)ll5
(T +1)? ’
et en ajout;mt et soustrayant TLH < myp — 7, m(pr+1,qr+1) — ©r > on fait apparaitre Dy =
|77 —mrll; :
D7y < |mr —mT”2 + 2 <mrp — 7p,Tp —Mp >
+ 2 T+1
" <M — 7r, (Pt gran) — T > _|_||(m(pT+laQT+l) —mr)|;
71 T — 7T, T+1, 4T+1 T T 117
D3, < llmr —Tair |3 — —— | — o3
+ 2 T+1 2
— 2
+ < Tp — 1, m(p qre1) — T > + [(m(pr+1, gr+1) —mr)|l;
T+1 T — 7T, T+15 T+1 T T 11

2 2
D?r+1 <(1- T——i—l) %4' Tr1 <mmr —7p, m(Pr4+1,qr+1) — T >

2
l(m(prs1,9r4+1) — mT)Hz

* T+ 1)

Or le produit scalaire est négatif d’aprés (1). De plus, par inégalité triangulaire,

lm(pr+1,q741) —Mr|l, < 2M.

Finalement on a :
2 4M?

2 2
D <(1- T—_H)DT + T+

2
On démontre alors par récurrence que D3 < % pour tout T strictement positif.

Ingtialisation : On sait que m réalise mingec ||z — m(pl,ql)Hg, et donc si 'on considére pj un
élément quelconque tel que m(pf, q1) € C (qui existe par hypothese)

2 2
D} = ||my — m(p1, q1) |5 < |m(@h, @) — mp1, 1), < 4M* .



Heérédité -
1 (T+1)?—-2(T+1)+T

(T+1)2 T(T +1)2
T2 -14+T
T 17

T+ T
T(T +1)2

1
T+1°

N[~

(- 751)

<
<

et le résultat en découle alors immédiatement, ce qui acheve la preuve.



2 Stratégies aléatoires

On se place a présent dans le cadre d’un jeu ou un facteur aléatoire va apparaitre : dans le cas
des stratégies aléatoires, les joueurs 1 et 2 choisissent a chaque instant ¢ une loi de probabilité p,
et ¢; dans les ensembles A(A) et A(B), mais cette fois-ci ils tirent leurs actions I; € A (respecti-
vement J; € B) selon les lois p; (respectivement ¢;). A la fin du tour, action J; du joueur 2, et
donc le gain du joueur 1 m(Iy, Jy) sont révélés au joueur 1.

Dans cette situation, I; (resp. Ji) est une variable aléatoire & valeurs dans A (resp. B) de loi
conditionnelle & F;_1 p; (resp. q).

Dans toute la suite on notera Fr := o ({I;, J; / 1 <t < T }J{Jr+1}), la tribu par rapport a
laquelle py, Iy, J; pour t < T et ppy1, Jr41 sont mesurables. En effet, si 1 <t < 7T+ 1, alors p; est
une fonction de I- et J. pour 1 <7 <t —1.

Définition 3. On appelle stratégie (pour le joueur 1) une suite de fonctions fr : (Ax B)T—1 —
A(A), qui & partir des tirages passés (Iy, Jp pour t < T — 1) donne le coup suivant, pr pour le
joueur 1 (ou qgr € A(B) pour le joueur 2).

On note alors D la distance du gain moyen a 'instant T a ’ensemble C, c’est-a-dire

T

1
c— sz(lt’ Jt)

t=1

Dr := inf

2

D7 est donc une variable aléatoire a valeurs réelles, Fpr-mesurable.

Définition 4. On dira qu’un ensemble C C R? est m-approchable par des stratégies aléatoires s’il
existe une stratégie pour le joueur 1 telle que pour toute stratégie du joueur 2,

lim Dy =0 ps.

T—o0
Cette définition est la méme que pour les stratégies déterministes, mais avec I'introduction du

caractere probabiliste.

La démonstration du théoréeme de Blackwell utilise la démonstration du cas déterministe, qui
va permettre de controler le comportement de la moyenne. Cependant, un argument de déviation
(qui décrit I’écartement & la moyenne) est nécessaire. On utilisera pour cela 'inégalité d’Hoeffding-
Azuma, démontrée en annexe.

Théoréme 2 (Inégalité d’Hoeffding-Azuma).

Soit (Fn)n>0 une filtration, (cn) et (€,) deux suites réelles et (Y,)n>1 une suite de variables
aléatoires telles que E[Y,|Fn—1] =0 et ¢, <Y, < ¢ + €y ps. Alors pour tout A > 0,

2)\2
"’( ”) S 2exp (ﬁ)

En particulier, si |Y,| < c ps, et si 0 < § < 1, on obtient qu’avec probabilité au moins 1 — 0,

/ 2
< = ].
<c 2nln<6)

n

> Y

=1

n

> Y

i=1




Théoréme 3 (Blackwell).
Soit C' un convexe fermé. Alors C est approchable si et seulement si

Vg € A(B),3p € A(A), m(p,q) € C

Une stratégie d’approchabilité possible est de jouer p1 arbitrairement, puis de jouer a chaque tour
pr résolvant le probléeme suivant :

min max < mp—aTr,m >
,Din, - max ;m(p,q) >,

avec :
1 I
- My = T;m(pt,Jt%
- 7 la projection orthogonale de vy sur C (mp = mp si iy € C),
- < .,.> le produit scalaire euclidien sur RY.
De plus, si l'on note M = sup  ||m(i, j)|,, alors avec probabilité au moins 1 —9 :

(i,j)€EAXB
2M 2d
Dr<—= |1+ /2dln{ =) ].
! ﬁ( \ (5))

Cas particulier : si le joueur 2 joue selon une stratégie fixe connue (par exemple iid) (cas qui

ne rentre pas dans le cadre du théoréme), ou si la loi du gain ne dépend pas du coup de 2, alors
le résultat d’approchabilité découle de la loi des grands nombres.
En effet le joueur 1 peut choisir un py € A(A) tel que pour un ¢o € A(B) on ait m(pg,qo) € C et
donc en jouant la stratégie constante pg on aura m(Ir, Jr) = m(ly, Jo) en loi. Et E (m(Ir, Jr)) =
m(po,qo) € C. Les gains sont donc une suite de variables indépendantes et de méme loi, bornés
donc L'. Par la loi forte des grands nombres, on aura :

T

1

TZm(It, Jt) — m(p()a qO) ps.
t=1

C’est-a-dire Dy — 0 ps.

Ce cas particulier recouvre par exemple le cas de I'exemple de “Pierre-Feuille-Ciseaux”, dans
lequel quelles que soient les stratégies choisies le gain suit une loi répartie uniformément sur
{—1,0,1}. Dans ce cas, on vérifie facilement qu'un convexe fermé est approchable si et seulement
s’il contient 0.

Si la norme de la matrice vaut 1 en dimension 2, et que la condition nécessaire et suffisante est
vérifiée, le théoréme donne par exemple qu’avec au moins 99% de chance, on aura que au bout de
1000 coups la distance sera inférieure a % et pour savoir qu’avec au moins 99,99% de chance on a
Dr < % il faut attendre 1600 coups environ. Une trés bonne certitude n’est pas couteuse.

Démonstration. La démonstration du sens indirect se déduit du sens direct exactement de la méme
maniere que dans le cas déterministe.

Pour le sens direct, on reprend a nouveau une démonstration de larticle [4]. Dans le cas des
stratégies déterministes, la distance correspond a une distance réelle de la moyenne au convexe,
ou encore a l’espérance conditionnelle de la distance dans le cas des stratégies aléatoires : en effet
pour tout temps t, en utilisant :



1. le caractere Fr-mesurable de Jryq,
2. le fait que la loi conditonelle de I sachant Frp est pryq,

on a :

E[m(Ir+1, J741)|Fr] = m(prit, Jr41)- (2)

Cette égalité prouve que si on pose
Yr := m(Ir, J7) — m(pr, JT) ,

alors pour tout k tel que 1 < k < d, en notant (Y7); la k-iéme coordonnée de Yr et [mu (4, j)]i ;
la matrice des k — iéme composantes de m, ((Y7)r)ren est un accroissement de martingale par
rapport a (Fr)ps; (c'est-a-dire My := 23:1 Y; est une martingale par rapport & (Fr)). En effet,
on a : (Yr)i est Fr-mesurable, et

El(Yri1)elFr] = E[mi(Irsr, Jr1) — mu(prea, Jri1) | Fr)
= 0

d’aprés (2) (en utilisant ’égalité pour chaque coordonnée).

Le théoréeme d’Hoeffding- Azuma donne des informations sur la vitesse de convergence : la suite
de variables aléatoires ((Yr)i)ren vérifie les hypotheéses nécessaires a I'application du théoréme :

vT € Nu |mk(IT7JT) _mk(pTun)l < Hm(IT7JT)_m(pT7JT)”OO
< m(z, Jr) — m(pr, J7)||2
< oM,
d’out
VTeN, (Yl <M ps

On obtient donc directement :

[P( 8TM21n<§>>21—6.

D’ot, comme ce qui précede est vrai pour toutes les coordonnées, et en divisant par 7T :

Z(Yt)k <

t=1

P IZT: (I, J,) 1ZT: (or, Il < 2M 2(3) ) S s
TT:1m Ty YT TT:1mp7'7 T ~ T I’
c’est-a-dire, en remplacant § par g :
T 2d
1 21n(22)
Plil=)> md.,J,) SOl <2M 32 >1-0.
T; T Z mip T
Or | - [l2 <V4d| - |ls, donc avec probabilité au moins 1 — § :
T 2d
2dIn(=2
TZmIT,J Z m(pr, Jo)| < 2M %
=1 2

Or le choix de pr par le joueur 1 ne dépend que des J; pour 1 < ¢ < T —1 et on obtiendrait donc le
méme pr si le joueur 2 jouait V¢, g = ds,. On est alors ramené au cas des stratégies déterministes
(car m(py, q:) = m(p, J¢) dans ce nouveau cas) pour lesquelles on a l'inégalité :

- —zm per )

2M
VT

N

inf
ceC

10



En combinant les deux inégalités, on a qu’avec probabilité au moins 1 — ¢ :
2M 2d
<—=(1+4/2dIn| — .
< (e ()

On a donc prouvé que Dr tendait en probabilité vers 0, et donné une majoration de la vitesse
de convergence. Il reste a prouver que D tend vers 0 presque siirement. On va méme prouver que

T

1
C — sz(lt, Jt)

t=1

DT = inf
ceC

Dr <K h‘TT avec K une constante.

On utilise pour cela le lemme de Borel-Cantelli (Lemme 9.3.1 [3]) : on vient de voir qu’avec
probabilité au moins 1 — %, pour tout T' > 2 :

Dr < % (14 V2dm(dr?)
< 2\/—]‘; (1 + v2d@I(T) + n2d) )
< % (1 +/4dIn(T) + \/2d1n(2d)) car  Va+b<va+ Vb
< % ((1 +1/2d1n(2d)) \/%Jr 4dln(T)>

avee K = 2M ((1 + \/m) RS 4dln(2dT)>.

Donc si on considere Ar = {DT <K %} ona:P(Ar)>1- %,
c’est-a-dire )

IP(CAT) g ﬁ ’

donc par Borel-Cantelli,
P(limsup “Ar) = 0.

Ainsi ps il existe un nombre fini de T tels que Dy > K %

Finalement ps, limsup;_, .. Dr \/% < K.

11



3 Le cas bandits

Jusqu’a présent, dans les cas que nous avons vus, l'action gy ou Jp était révélée au joueur 1 a
la fin de chaque tour. Dans le cas déterministe, il suffisait de connaitre m(pr, ¢r) pour construire
I’algorithme d’approchabilité. On aimerait avoir un résultat similaire dans le cas ou 'action Jr
n’est pas révélée. C’est ce qui se passe dans le cas “bandits” : on se place de nouveau avec des
stratégies aléatoires, mais cette fois-ci, seul m(Ir, Jr) est révélé au joueur 1 & la fin de chaque
tour.

Un théoreme de Blackwell existe toujours, mais la démonstration est légérement différente.

Définition 5. On appelle stratégie (pour le joueur 1), dans le cas bandits, une suite de fonctions
fr: RHT=1— A(A), qui a partir des gains passés m(I;, J;) (t < T) donne le coup suivant, pr
pour le joueur 1 (ou qr € A(B) pour le joueur 2).

La définition d’un ensemble approchable est la méme que dans le cas des stratégies aléatoires.

Théoréme 4 (Blackwell, cas bandit).
Soit C un convexe fermé. Alors C est approchable si et seulement si

Vg€ A(B),3p € A(A),  m(p,q) €C.

Si on note My = % 23:1 m(I;,J;) et mp sa projection sur C, la stratégie utilisée pour approcher
C est la suivante : ppy1 Tésout

min  max < mr — 7, m(p,q) >,

PEA(A)GEA(B)
De plus, si l'on note M = sup  ||m(3,J)l|,, alors on a :
(i,5)e AxXB
4M 8M?
E[D2] < —— et avec probabilité au moins 1 — 3§, sup Dy < \/ ——.
T t>T oT

Remarque : dans le cas précédent, on obtenait la majoration “avec probabilité au moins 1 — 9,

2M 2d
Dr<—(14+2/dIn| — .
g ﬁ( (5))

Le résultat est donc completement différent : méme si la vitesse de convergence vis-a-vis de T’
est la méme, la majoration porte cette fois sur le sup,> et on a un résultat plus faible pour ce qui
est de la précision en ¢ : si la norme de la matrice vaut 1 en dimension 2, et que la condition néces-
saire et suffisante est vérifiée, le théoréme donne par exemple qu’avec au moins 99% de chance, on
aura pour 7" = 3200 coups, que sup,>p D; < % et pour savoir qu’avec au moins 99, 99% de chance
onasup,sp Dy < %, il faut attendre 320 000 coups environ. Une trés bonne certitude est cette fois
tres couteuse. On pourrait obtenir un résultat de majoration uniforme dans le cas aléatoire avec
une inégalité de Doob (c’est-a-dire avec une méthode comparable & celle de cette partie). Dans cas,
puisque le joueur dispose de plus d’information, on obtiendrait peut-étre une meilleure majoration.

Démonstration. On reprend ici le schéma de preuve donné dans [5]. Cette preuve est trés sem-
blable a celle donnée dans la partie consacrée aux stratégies déterministes, mais cette fois-ci, on
travaille avec des variables aléatoires.

On introduit la tribu Fr définie par Fr := o(Iy, m(I;, J;),1 < t < T). Puisque mr et mr sont

Fr-mesurables, en utilisant de méme que pour les stratégies déterministes le théoreme du minimax
et les propriétés de projection sur les convexes,
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E[<mr — mp, m(Irt1, Jri1) — 7r > |Fr] =<7 — 77, m(pri1,qr+1) — 710 >< 0,

c’est & dire :

[E[< mT—ﬂ'T,m(ITH,JTJrl) > |]'—T] < <mp—T7p, T >, (3)

D7y < |mrg —

= ||mT — 7TT||2 + 2 <mp — 7, Mr41 —Mr > +||mT+1 —mT||2.

Or, tout comme en page 5 :

1
mry1 —mr = T——|—1 [m(ITJrl, JTJrl) _ mT]
1
— T—H [(m(IT+1, JT+1) — 7TT) _ (mT _ WT)] .

D’ou :
Dy < |mr — mp|? + Mz gy — mr|*+
+ —— (< m(Irs1, Jr41) — 7, My — 77 > —||[mr — 77 ||?)

T+1

2 _ _ _
D%, < <1 - T——|—1> |z — 7r||* + ||[re — mr||*+

2 __
+T——|—1 <m(IT+1,JT+1)—7TT,mT—7TT > . (4)

On a donc :
1. Dy est Fp-mesurable,
2. E[< m(Iry1, Jry1) — mp, My — mp > | Fr] < 0 par Uinégalité (3),
3. Mry1 —Mr = ﬁ m(Irq1, Jr41) — ).

Donc en prenant I'espérance conditionnelle selon Fr (qui passe sans probléme aux inégalités ps)
dans (4) on obtient :

2 1 _
E [D7,,|Fr] < (1 - T—+1> D7 + mﬁ [lm(Irs1, Jre1) — Mz || Fr] .

On remarque que par inégalité triangulaire,
E (llm(Irs1, Jrs1) —mr|?) < 4M>.
On va prouver que pour toute suite de variables aléatoires (Dr) Fp-mesurables vérifiant :

2
T+1

) D7 + ﬁﬂi [ur|Fr] , (5)

E (D% l74] < (1
avec (ur) une suite de variables aléatoires telle que V¢, [E[u¢] < 4M?2, on a la conclusion du
théoreme :

4M? 8M?
et avec probabilité au moins 1 — §, sup D; <

E[DZ] < -
[ T] T 5T

13



La premiére conclusion s’obtient, tout comme & la partie I, par récurrence sur E[D2], en passant
aux espérances dans (5) et en utilisant le fait que pour toute variable aléatoire X et pour toute
tribu F, E[E [X|F]] = E[X]. En effet on obtient :

2 1
E[D7, 4] < (1 - T—+1) E[DF] + m‘l]\/ﬂ ;

la méme relation de récurrence que dans la partie I. Donc E[DZ] < %, d’ott E(D%) — 0 et par
I'inégalité de Markov, comme D% > 0, Dy — 0 en probabilité.

Pour montrer la convergence presque siire et déterminer un majorant de la vitesse de convergence,
on va utiliser un argument de surmartingales. En effet, si on considere :

fT]u

o0

; (i+1)2

Zr:=D7 +E

on vérifie bien que :

[E[ZT+1|]'—T] = [E [DT+1 +[E Z (Z n 1 ]'—T+1‘| ]'—T‘|
i=T+1
= E[D%,,|Fr] +E|E Z ] }'T]
1= T+1
= E[D7|Fr] +E Z (e 1) Fr| car Fr C Fria,
i=T+1
2 o0

< 1-—— ) D2 +E 7‘ E 5),

( T+1> Tt [(T+1 fT]JF _:TZ;(H) ]par()

< ZT7

et Zr est bien Fp-mesurable, car par définition d’une espérance conditionnelle, E[X|F] est F-
mesurable. Donc (Z7)ren est bien une surmartingale positive. Donc (Z1)ren converge presque-
stirement vers une variable aléatoire Z. En outre,

E[Z7]

[E[D2]+[E[§ <f—1]

donc par Fubini-Tonnelli, ElZr] < E[DZ4]+4M? E (Z+1)2

car E[u;] < 4M?, et finalement [E[Z7r] < 41‘7/{2 T 41‘7{[2 = 81‘7/{2
Donc la limite est nulle ps (car par exemple, par le lemme de Fatou, Z vérifie E(Z) <

liminf E(Z;) = 0 avec Z > 0), et comme 0 < D% < Zp, on a bien D% — 0 ps.

Pour trouver la vitesse de convergence, on va utiliser I'inégalité maximale de Doob suivante, dont
on donnera en annexe la démonstration et les liens avec I'inégalité maximale de Doob du cours
d’intégration :

Théoréme 5 (Inégalité maximale de Doob). Soit (X, )nen une surmartingale positive, alors :

VA >0, A [P<supXk > )\> < E(X,).
n<k

Appliqué a la surmartingale Zr, cela donne :

1
[P<sup 7> s> <1z <
T<t €

14



c’est-a-dire avec probabilité au moins 1 — 9 :

8M?
sup Z; < , d’ou
T S T
8M?
sup D; < 5T ce qui est le résultat désiré.
T<t
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4 Annexe

4.1 Le théoréme du minimax

En théorie des jeux, le théoreme du minimax de von Neumann joue un réle fondamental. Nous
nous proposons ici d’en donner une démonstration, issue de [6] (p.15). Pour cela, nous avons besoin
du lemme suivant :

Lemme 1. Soit A = (a;;) une matrice m X n, alors 'une des deux propriétés suivantes est
vérifiée :
(i) le point O (de R™ ) est dans ’enveloppe conveze des n colonnes de A et des m vecteurs de la
base canonique, c’est-a-dire :

a1 a1,n
a; = S N ceey anp =
am,1 i Am.n
et
1] 0
0 0
€] = . 5 ceey €m =
0 | 1
(ii) il existe x1,...,om € R tels que :

V‘],m Tj > 0,
Zizlxi = 1,
S aijz; >0 pour tout j de 1 dn.

Démonstration. On notera x = (1, ..., ) les points de R™. Supposons que (¢) soit faux, par le
théoréeme de Hahn Banach (2°™¢ forme géométrique), il existe un hyperplan H séparant strictement
0 de ’enveloppe convexe S des m + n points précédents, c’est a dire :

m m
Ip € R™,da,Je > 0, ijx()ga et VyelS, ijxyj>a+a
j=1 j=1
(note : si les inégalités sont dans I’autre sens, c’est & dire
m m
dp € R™,3a, Je > 0, ijx02a+£ et VyeSs, ijxnga,
Jj=1 j=1

on peut se ramener & ce cas en changeant a + € en —a et p en —p).

On adonca >0 et
m
Yy € 5, ijyj > 0.
j=1
En particulier, quand y est I'un des m + n vecteurs, on obtient :

Vi, Yoi—iaijpi >0,
Vi, p; > 0.

On peut alors poser

n
Ti = pi/ij-
j=1

16



Et on obtient donc
z; >0,

Zai,jxi > 0,
in =1.

Ce qui est le résultat attendu. O
Nous allons maintenant montrer le théoréme suivant (dii & von Neumann).

Théoréme 6 (Théoréme du minimax).
Soit A = (a; ;) une matricemxn, X ={x € R™ / Y z;=1etx; 20} etY ={yeR" / > y; =
1 ety; = 0}. Alors si
my := max min ‘zAy,
reX yeY
Mo := min max 'z Ay,
yeY xzeX
on a :
mip = may.

Démonstration. Tout d’abord, pour mi, remarquons que ‘zAy = Zyj inmiﬁj et donc pour
j i
le minimiser, il suffit de choisir y; valant 0 pour tout j, sauf la ot ), x;m; ; est minimale. D’oti

mi{/l 'z Ay = min E x;m; ; et le min d’un nombre fini de fonctions continues est continu. Donc
ye i =

3
T mi}r/l tx Ay est continue et atteint son max sur le compact X, ce qui justifie le fait que les inf
ye

et les sup soient des min et des max (méme raisonnement pour ms).

On va raisonner par double inégalité :

1. L’inégalité my < mg est évidente : il suffit de remarquer que pour x € X et y € Y on a

min ‘zAy’ < tzAy < max 'z’Ay
y'ey z’'eX

et donc en passant au max sur x a gauche, on obtient :

max min ‘zAy’ < max 'z’ Ay,
zeX y'€Yy z'eX

puis en passant au min sur y a droite, on a bien :

max min ‘zAy’ < min max ‘2’ Ay.
zeX y'eYy yeY z’'eX
2. Pour lautre inégalité, nous allons utiliser le lemme précédent pour montrer que selon que
lon a (i) ou (i7), on a soit mg < 0, soit my > 0, et on en déduira que my < 0 < mqy est
impossible puis, par translation, que m; < k < mg n’est vrai pour aucun k.
Si (4) est vrai, 0 est combinaison convexe des m + n vecteurs précédents, donc il existe

S1, .-+ Sm4n tels que

n m

g sja; + g Snyi€i =0,
j=1 i=1

n

soit E Sjai1j+5n+i:0 Vz:l,,m

=1

5,20 Vi=1,....m+n
m-+n

Z S5 = 1.
j=1
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0 n’étant pas combinaison linéaire non triviale des e1,...,en, I'un des s;, 1 < j < n est non nul,

n n
et donc Zsj > 0. Si 'on pose alors y; := sj/Zsj, on a:
j=1 j=1
y; 20
n

Zya‘ =1
j=1
n n
D iy = —snti/ Y _s; <O.
=1 =1

Donc chaque composante de Ay est négative, d’ou :

Mo := min max ‘zAy’ < max ‘zAy < 0.
y' €Y zeX reX

Si au contraire (4¢) est vrai, en considérant x € R donné par le lemme, on a alors :

my := max min ‘2’ Ay > min ‘zAy > 0,
r'eX yey yey

car toutes les composantes de ‘zA sont strictement positives.

Donc il n’est pas possible d’avoir m; < 0 < mq. Or en remplagant la matrice A par la matrice
B := (a;; — k), k € R, on obtient pour (z,y) € X xY

txBy = 'zAy — k.
Donc
ml(B) = ml(A) — k,
mg(B) = mg(A) — k.
Puisque m1(B) < 0 < ma(B) est impossible, on en déduit qu’on ne peut pas avoir

ml(A) <k< mg(A)

et ceci pour aucun k£ € R. Donc on a mj > ms, ce qui conclut la preuve.

4.2 Inégalité de Hoeffding-Azuma

Les démonstrations du lemme et du théoréme qui suivent peuvent étre trouvées dans le livre
[2].

Lemme 2 (Lemme de Hoeffding).

Soit Y une variable aléatoire réelle bornée. Soient F une tribu, ¢ une variable aléatoire F —
mesurable et £ > 0 une constante. On suppose E[Y|F] =0 et P(c <Y < ¢+ ¢) = 1. Alors pour
tout réel s on a :

202
E[e*Y | F] < exp (%) pSs.

Démonstration. On utilise tout d’abord la convexité de et sur [c;c + /] : en écrivant

c+l—t t—c
t= 7 c+ 7 (c+0),

on obtient

l—t t—
VtE [cie+ 1], e < C+£ e 4 = Ces(ett),
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En appliquant cette inégalité & Y (qui est tel que ¢ <Y < ¢+ £ p.s) et en passant & l'espérance
conditionnelle, on a :

[E[GSYL/T] < c _g éesc _ %es(chl) = f(S),
car E[Y|F] = 0. On pose alors :
u = JLs,
P(u) = In(f(s)),
- ¢
p - 6 ’
c+ 4l
1-— = —.
P ¢

Ainsi

o = w(r(2)
— (c+£e“e° + _—Ce"(”“)
(e

uc c—|—€ 4 Cou
14

_ 7+m@+z—%ﬁ.

En remplagant :
P(u) = —pu+In(l — p + pe").
On constate que : 1(0) =0 et

pe"
Vu, (W) = —p+ ————.
Y'(u) =—p T

Donc en particulier, 9'(0) = —p +

pe’__ _ —0 et de pl
= = —p+p =0 et de plus,

pe" (1 — p + pe*) — pe'pe””

1 _
¢ (U) - (1 —p +peu)2

__-pe

(1 —p+ pev)?
a/B . 7 .

= W (avec des notations évidentes)
«
1

< oulat B —daf= (@ = B)* >0.

4

Finalement, par I'inégalité de Taylor Lagrange, pour tout u il existe 8 € [0;1] tel que :

2 2
lu) = $(0) +u/(0) + 0" (bu) 5 <
ce qui se réécrit : \
Ee"17] < £(6) < oo (5 ).
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Théoréme 7 (Inégalité d’'Hoeffding-Azuma).
Soit (Fn)n>0 une filtration, (cn) et (€,) deux suites réelles et (Yp)n>1 une suite de variables
aléatoires telles que E[Y,|Fn-1] =0 et ¢, <Y, < ¢p + £y, ps. Alors pour tout X = 0,

2)\2
"’( ”) S 2exp (ﬁ)

En particulier, si |Y,| < ¢ ps, alors si 0 < § < 1, on obtient qu’avec probabilité au moins 1 — 4,
/ 2
<cy/2nln (5)

Remarque : si on suppose de plus Y,, F,,-mesurable et si on pose My := 0et M, :=Y1+...4+Y,
pour n > 1, on remarque que E[Y,,|F,—1] = 0 est équivalent & dire que (Y,,) est une accroissement
de martingale (ie : Y,, = M,, — M,,_1 avec (M,,) une martingale).

n

> Y

=1

n

v

=1

Démonstration. Pour tout s > 0 I'inégalité de Markov donne :

[P( 2)\> = [P(eS ::13’1-265A)

n

DY

=1

I
[l
—
9y
[
e
-
Ja
|
>
)
[E——

On va chercher & majorer E[e*Y™|F,,_1]. On a
E[Y,|Fn-1] =0,

Plen < Yn <cn+0n)|Frno1) = 1.

Or la variable ¢, est F,,_i-mesurable, donc on peut appliquer le Lemme 2 et obtenir la majoration
désirée :

262
E [e*Y™|Fr-1] < exp <S 8m> :
Par suite :

E es(Y1+Yz+...+Yn)} _ [E{[E[es(Y1+Yz+...+Yn)‘fn_l]}

- F {es(yﬁyﬁ“*y’l*)[E[eS(Y")|]-"n,1]}

$242
< E |:es(Y1+Y2+...+Yn,1):| . ém'

Puis on obtient immédiatement par récurrence :

1 n
s(Yi4Ya+...+Y5) 1 2.2
[E[e 1+Y2 }gexp<8§ éis>.

On a alors prouvé :
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inégalité vraie pour tout s > 0. On va donc chercher un sg pour lequel la majoration est optimale.
La fonction exponentielle étant croissante il suffit de trouver le point sy ou le polynéme en s :

n
£ 3" £25* — Xs atteint son minimum. On obtient immédiatement par dérivation :
i=1

d’oti on tire la majoration :

P iY- > M| <exp (—ﬂ)
e = X Z?Zl £12 )

qui par symétrie donne en passant a des valeurs absolues :

2)2
[P< 2/\>§2€XP(—n7 )
i1 b

ce qui est l'inégalité d’Hoeffding-Azuma.

n

> Y

i=1

Pour la deuxiéme partie du théoréme, il s’agit du cas particulier ou £; = 2¢. On a alors

/\2
P >A §2€Xp (—W>,
/ 2
A:=cy/2nln (S)’

et on a bien avec probabilité au moins 1 — 6,
/ 2
< 2nIn | = ).
cy/2nln < 6)

4.3 Inégalités maximales de Doob

n

> Y

i=1

il suffit alors de poser

n

>V

i=1

Dans le cas Bandits, une inégalité maximale de Doob est nécessaire. Ces inégalités permettent
de décrire le comportement du sup,,,<;<; d’une martingale par rapport au comportement de la
martingale en m ou M.

L’inégalité la plus classique, dont on trouvera une preuve dans [3] (Théoréme 12.4.2), concerne
les sous-martingales. Elle décrit la déviation (probabilité d’un écart a 0 plus grand qu’un A) du
sup entre 0 et n par rapport a 1’état en n.

Théoréme 8 (Inégalité maximale de Doob, sous-martingales). Soit (X, )nen une sous-martingale,
alors :

VAS0, VneN, A [P( sup Xy > A) <E[Xalfun o xesay] SECGH.

0<k<n

L’inégalité dont nous avons besoin concerne les surmartingales et est beaucoup moins connue.
La démonstration donnée est donc inspirée de celle du théoréme ci-dessus. Cette inégalité décrit
la déviation du sup apreés n par rapport a ’état en n.
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Théoréme 9 (Inégalité maximale de Doob, surmartingales). Soit (X, )nen une surmartingale
positive, alors :

VA >0, Vn eN, A [P(supX;C > A) < E(X,).

n<k

Démonstration.
Soit (X,,) une surmartingale (ie : E[X,,+1 — X,,|Fn] < 0), et A > 0.

On pose T :=inf{n > 0/X,, > \} et A := {Oréll?é( X > /\} ={T < n}. T est un temps d’arrét,

et donc T'A n est un temps d’arrét borné. Par théoréme d’arrét, on sait alors que (Xrak)kgn €st
une surmartingale, et en particulier :

E[X7An] < E[X0]

Xran =2 Ay + X1 ge.

D’ou :
E[Xo] = E[X7an] = E[ALa + Xp1ac] = AP(A)

car X,, > 0. On a donc :
A [P( max Xy > )\> < E[Xo],

0<k<n
puis par suite (en appliquant le résultat & (Xp4n)p>0), pour n < N :
A [P< max X > )\) < E[X,].
NIRX

Cette inégalité étant vraie pour tout N, on a :

[P(maXXk > /\) = P U { max X > /\}
n<k n<k<N

NEN,N>n

lim 1 [P( max X 2 /\) car il s’agit d’une union croissante,

USUE

N

1
X E[X ], I'inégalité est vraie pour chaque terme de la suite.
Finalement on a bien :

P (supXk > )\) <

n<k
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