1 Introduction, points fixes et périodiques.

Il'y a plusieurs contextes mathématiques que I'on peut qualifier de systémes dynamiques. Dans tous les cas, il y
a un espace X qui décrit les états possible du systéme, et un temps T. On considérera les cas T = Z,N, R, RT.

Le cas T = N. On se donne une application ¢ : X — X, et on étudie les suites définies par récurrence
Tn+1 = @(xn). Une telle suite est déterminée par sa condition initiale o, on dit que c'est I'orbite du point xg.
Dit autrement, on étudie la suite des applications ¢™ (¢ itérée n fois), pour laquelle x,, = ¢™(zp). On a bien sur
P = g o ™.

Si I'application ¢ est inversible, on peut définir ™ pour tout n € Z, la relation ci-dessus restant vérifiée. C'est le
cas T =Z.

Dans le cas T = R, on considére un flot ¢t(z) = @(t,z) : R x X — X vérifiant la relation p!*s = ! o ©*.
L'une des manieres les plus fréquentes de définir un tel flot est de se donner un champ de vecteurs V(z) sur X.
Ceci a un sens si X est une variété, ou un espace R?. On considere alors I'équation différentielle 2/(¢) = V' (x(t)). Si
V' est assez régulier (C’1 ou méme Lipschitz), alors pour toute condition initiale zg, il y a une et une seule solution
maximale de cette équation vérifiant 2(0) = z. Cette solution est définie sur un intervalle |T_, T [ contenant 0. On
peut rassembler toutes ces solutions en une application

Y RxXDU—X

telle que, pour chaque x € X, L'application U, > ¢t — ¢(t,x) est la solution maximale de |'équation, ou U, =
{t : (t,z) € U}. Le domaine de définition U est un ouvert de R x X, et I'application ¢ est C" si le champ V est
C". On dit que le champ V est complet si U = R x X, c'est a dire si toutes les solutions maximales de I'équation
différentielle sont définies sur R. Alors, ©!(x) = o(t, x) est un flot sur X. On considérera principalement des champs
complets. On rappelle quelques résultats utiles a ce propos :

Proposition 1.1. Tout champ de vecteurs a support compact est complet. En particulier, tout champ de vecteurs
sur une variété compacte est complet.
Si'V est un champ de vecteurs, il existe une fonction f, strictement positive et lisse, telle que fV est complet.
Si zg est un point tel que le temps d'existence T de la solution maximale est fini, alors I'image x([0,TT]) C X
de 'orbite n'est pas relativement compacte.

Dans tous les cas, on consideére donc une action du (semi)-groupe T sur I'espace X.

On parle de semi-flot lorsque T = R*. Méme si on considérera plus rarement ce cas, il apparait de maniére
naturelle dans les cas suivants :

Dans I'études des équations aux dérivées partielles d'évolution, par exemple de type parabolique. De telles
équations induisent souvent un semi-flot sur un espace X de dimension infinie.

Dans I'étude des flots, on est souvent amené a considérer des parties positivement invariantes, c'est a dire des
parties Y C X pour lesquelles ¢!(Y) C Y pour tout t > 0 (mais pas forcément pour ¢ < 0). La famille des
applications 99\tY est alors un semi-flot. Si le flot o provient d'un champ de vecteurs complet V et que Y est un
ouvert de X, le champ V}y est complet vers le futur, mais pas vers le passé.

Nature des orbites

On dit que = est un point fixe de 'application ¢ si ¢(x) = z. On dit que = est un point périodique si il existe
n = 1 tel que " (x) = x. L'ensemble des entiers n pour lesquels ¢™ () = x est I'ensemble des multiple d'un entier
T > 0, que I'on appelle la période minimale de z. Les points fixe sont donc les orbites périodiques dont la période
minimale est égale a 1. Il existe trois types d'orbites pour une application ¢ :

Les orbites périodiques.

Les orbites injectives.

Les orbites préperiodiques (x n’est pas périodique, mais son orbite contient un point périodique). Si ¢ est inversible,
toute orbite préperiodique est périodique.

Considérons maintenant le cas d'un flot engendré par un champ de vecteurs complet V' de classe C!. On dit que
x est un point fixe (ou un point critique) si V(z) = 0, ou de maniere équivalente si ¢'(z) = x pour tout ¢. On dit
que z est un point périodique si il existe ¢ > 0 tel que ¢!(x) = x. L'ensemble des périodes est une sous-groupe fermé
de R, c'est donc ou bien R (cas d'un point fixe) ou bien TZ pour un réel T > 0, qui est appelé la période minimale
de x.

Il'y a trois types d'orbites pour un flot :

Les points fixes (dits aussi points singuliers).



Les orbites périodiques (de période minimale strictement positive). Si z(¢) est une orbite de période T > 0, alors
la courbe x engendre un plongement du cercle R/TZ dans X. Plus précisément, en notant 7 : R — R/TZ, il existe
un plongement 0 : R/TZ — X tel que z = w0 0.

Les orbites injectives. Dans ce cas, I'application t — !(z) est une immersion injective de R dans X. En effet,
a'(t) = V(x(t)), et ce vecteur est non-nul pour tout ¢, sinon |'orbite serait un point fixe.

Dans un semi-flot, il peut aussi exister des orbites prépériodiques.

Conjugaisons Soit ¢ : X —> X' une bijection. Si ¢) = ¢~ o @ o ¢, alors ¢ envoie les orbites de ¢ sur les orbites
de 1. L'existence d'une telle bijection ¢ implique que les dynamiques de ¢ et 1 ont certaines similarités (d'autant
plus si ¢ a certaines propriétés de régularité). On dit que ¢ conjugue ¢ et 1.

On dit que ¢ conjugue les flots ¢! et 1) elle conjugue les applications ! et ¥ pour tout ¢.

Dans le cas oll X et X’ sont des variétés, et ol les flots ¢ et 1* sont engendrés par des champs de vecteurs V
et W, le difféomorphisme ¢ est une conjugaison si et seulement si

W(o(z)) = dos - V(x)

pour tout x € X (on dit que W est I'image directe de V' par ¢).

Une fagon d’étudier une systeme dynamique est de le conjuguer a un systéme plus simple. C'est souvent difficile
globalement, mais la question est aussi intéressante au niveau local. On verra par exemple qu'au voisinage d'un point
fixe hyperbolique, un systeme est conjugué a son linéarisé par un homéomorphisme. En ce qui concerne les points
réguliers (points non fixes) des champs de vecteurs, le probléme de conjugaison locale est facile :

Proposition 1.2. Soit V' un champ de vecteurs C" sur la variété X, et soit xy un point régulier de V', c’est a dire
que V(o) # 0. Il existe alors un difféomorphisme local ¢ : X > U — U’ C R?, oi1 U est un ouvert contenant x
et U’ est un ouvert de R?, qui conjugue V & un champ de vecteurs constant V' sur U'. On peut méme demander
que V' = (1,0,...,0) et que U’ =] — 1,1[xB, ot B est une boule de R¢~'. On dit alors que U est une boite de
flot locale de V.

< Soit f: R~ — X une application telle que f(0) = z¢ et dfs, - R9~! est un supplémentaire de V(z() dans
Ty M. On considere alors I'application

YRR S (ty) — ' (f(y) € X

ou ¢ est le flot de V. On a

c'est a dire que 1 conjugue le champ constant (1,0) et le champ V. On constate que
dip0,0) - (8,v) = v+ sV(x0),

est un isomorphisme linéaire de R x R?~! dans T),, M, donc v est un difféomorphisme local. Si B est un petite

boule ouverte centrée en 0 dans R%~! et T un petit intervalle ouvert contenant 0, alors v est un difféomorphisme de

U’ := B x I sur son image U, qui est un ouvert de X. L'inverse ¢ : U — U’ est le difféomorphisme cherché. »
On peut obtenir un résultat un peu moins local :

Proposition 1.3. Soit V' un champ de vecteurs C" sur la variété X, et soit xz(t) : [0,T] — X un segment d’orbite
injectif. Il existe alors un tube de flot contenant x([0,T]). Plus précisément, il existe un intervalle ouvert I contenant
[0, T], une boule ouverte B de R, un voisinage ouvert U de x([0,T]) et un difféomorphisme ¢ : U — I x B qui
conjugue le champ V' et le champ (1,0).

< On poursuit la preuve précédente. Comme ¥ (t + s,y) = @' 0 1h(s,y), on a dip )y = dgl, o dipg,), cette
application linéaire est donc un isomorphisme. On peut donc supposer, en choisissant I et B comme dans |'énoncé
assez petits, que 1) est un difféomorphisme local sur I x B. Montrons maintenant que I'on peut, quitte a diminuer
I et B, le supposer injectif. C'est alors un difféfomorphisme sur son image, ce qui termine la preuve.

Si 1) n’est injectif sur aucun voisinage I x B, alors il existe deux suites (t,,,zy) # (t,,, ), )telles que ¥(t,, x,) =
Y(t,,x,) et t, — t € [0,T],t;, — t' € [0,T], x, — 0, 27, — 0. A la limite, par injectivité de I'orbite xj 7,
on obitent que ¢ = ¢'. Comme ¢ est un difféomorphisme local au voisinage de (¢,0), ceci implique que les suites
(tn,zn) et (t],,2]) sont égales aprés un certain rang, une contradiction. »

Il'y a plusieurs facons de faire des liens entre les systémes a temps continu et a temps discret.

La plus évidente consiste, étant donné un flot !, 3 considérer I'application »” pour un temps T donné. La
dynamique du flot ¢! et celle de I'application ¢T sont fortement reliées, on en verra plusieurs exemples.



Une autre méthode pour associer une application a un flot consiste a considérer I'application de retour associée
a une section de Poincaré. Cette méthode a I'avantage de diminuer la dimension.

Une section de Poincaré est une sous variété Y de X, de codimension un, transverse au champ de vecteurs, c'est
a dire que Ty X =T,Y @ RV (y) pour tout y € Y. Pour y € Y, on dit que z € Y est le premier retour de y dans Y’
si il existe T > 0 tel que z = T (y) et ¥'(y) € Y pour tout ¢ €]0, T[. On dit que z est un premier retour régulier si
de plus ¢!(y) € Y pour tout ¢ €]0, 7.

Proposition 1.4. Soit Y une section de Poincaré pour le champ V de classe C”. L'ensemble des points de Y
admettant un premier retour régulier est un ouvert Y, de 'Y, et I'application v : Y1 — Y qui a chaque point de Y;
associe son premier retour dans 'Y est C". C'est un difféomorphisme sur un ouvert Ys de Y .

En général, Y7 peut étre vide. Il se peut méme qu'aucun point de Y ne revienne dans Y. Toutefois, cette
construction est souvent tres utile. Méme si 1) n'est pas une application de Y; dans lui-méme, on peut souvent penser
a Y comme engendrant un systéme dynamique discret dont |'étude aide a comprendre le flot de V.

< Soit y un point qui admet un premier retour régulier z = 7 (y). Au voisinage de 2, soit f une équation de
Y, c'est A dire une fonction f : X — R de classe C" telle que df, # 0 et telle que Y C f~1(0). Pour chercher les
retours dans Y des points voisins de y, on résout |'équation g(t,z) := f o ¢(t,2) = 0 au voisinage de sa solution
(T, y). On constate que 9:g(T,y) = df. - V(z) # 0. Il existe donc un voisinage U de y et une fonction 7 : U — R,
de classe C7, telle que ¢7(*)(x) € Y pour tout = € U. De plus, 7(z) est la seule solution de I'équation g(t,z) = 0
proche de T'. L'application ¢(z) := ¢™®)(z) : U — Y est C", elle associe a chaque point z € U un de ses retours
dans Y.

Il reste a montrer que, si U est un voisinage de y assez petit, alors c'est bien le premier retour et qu'il est régulier.
Il faut donc montrer que ©*(z) ¢ Y pour tout = € U et tout ¢ €]0,7(z)[. Supposons, par contradiction, que cette
propriété ne soit satisfaite sur aucun voisinage U de y. Il existe alors une suite x,, tendant vers y, et pour chaque
n un temps t, €]0,7(x,)[ tel que ¢’ (x,) € Y. En extrayant une sous-suite, on peut supposer que la suite ¢,
converge vers une limite s € [0, 77, pour laquelle ©*(y) € Y. Comme z est un retour régulier de y, on ne peut pas
avoir s €]0,T[. Si I'on a s = T, alors pour n grand t,, est une solution de I'équation g(¢,,2,) = 0 qui est proche
de T, mais différente de 7(x,,), ce qui contredit la conclusion du théoreme des fonctions implicites. Une application
similaire du théoréme des fonctions implicites au voisinage de (0,y) montre que 0 est localement I'unique solution
de I'équation ¢(x) € Y. On ne peut donc pas avoir s = 0.

On peut renverser le temps en considérant le champ —V. Y est une section de Poincaré pour —V. Notons Y3
I'ensemble des points de Y qui admettent un premier retour régulier pour —V. On montre comme ci-dessus que Y5
est un ouvert de Y et que I'application de retour ¢ est C". Il est clair que z est un premier retour régulier de y pour
V si et seulement si y est un premier retour régulier de z pour —V. On a donc Yo = ¢(Yy) et ¢ ==L, »

Définition 1.5. Soit © une application C' de la variété X. On dit que le point fixe x de ¢ est non dégénéré si le
linéarisé L = dp, n'admet pas 1 pour valeur propre.

Le linéarisé L est un endomorphisme de |'espace tangent T, X. Le systeme linéarisé v,, 1 = Lv,, est une approxi-
mation du systéme ¢ au voisinage du point fixe x.

Proposition 1.6. Soit ¢, (z) = p(u,z) : R x X — X une application C', que I'on voit comme une famille
d'applications C* de X. Soit ¢ un point fixe non dégénéré de . Alors, il existe un voisinage U de xo dans X, un
intervalle ouvert I contenant 0, et une application I > y —— x,, € U, de classe C1, telle que x,, est, pour chaque
€ I, le seul point fixe de ¢, dans U.

<« C'est le théoreme des fonctions implicites pour I'équation F'(u, ) := ¢(u,z) —x = 0 (on se place dans une
carte en x( pour écrire cette différence). L'hypothese de non-degenerescence est en effet exactement I'inversibilité de
8xF(0, .Z‘Q). >

Le cas des orbites périodiques est similaire. On dit que = est un point périodique non dégénéré de période n si
c'est un point fixe non dégénéré de ¢™. Un point périodique non dégénéré de période n est isolé (parmi les points
périodiques de période n) et survit a une perturbation de I'application.

Dans les cas des flots, il est utile de distinguer les cas des points fixes et le cas des orbites périodiques.

Définition 1.7. Soit V un champ de vecteurs C' de la variété X. On dit que le point fixe zo de V est non dégénéré
si le linéarisé L = dV, est inversible.

Si X = R% le champ de vecteurs V est simplement une application V : R¢ — R?, on définit alors le linéarisé par
la formule L = dV,,, c'est un endomorphisme de R?. On a alors (d¢')., = e’ pour tout ¢, ceci explique pourquoi
la valeur propre 1 dans le cas des applications correspond a la valeur propre O pour le champ de vecteurs. Dans le



cas olt X est une variété, il n'est pas clair que le linéarisé L est bien défini en tant qu'endomorphisme de T, X (en
fait, il n'est bien défini que lorsque V(x) = 0). Une fagon de le définir est de poser L = %\t:od‘»ﬁ; en remarquant

que dl. est bien un endomorphisme de T, M pour tout ¢ (car ¢!(z) = z). Plus classiquement, on peut calculer le
linéarisé L en exprimant le champ de vecteurs V dans des cartes. Soient W' et W2 les expressions de V dans deux
cartes différentes

Proposition 1.8. Soit V,,(z) = V(u,z) : R x R? — R? une application C*, que I'on voit comme une famille de
champs de vecteurs C' de X = R%. Soit xo un point fixe non dégénéré de V;. Alors, il existe un voisinage U de ¢
dans X, un intervalle ouvert I contenant 0, et une application I > y+— z,, € U, de classe C', telle que z,, est,
pour chaque i € I, le seul point fixe de V,, dans U.

<« C'est le théoreme des fonctions implicites pour I'équation V(u,xz) = 0. »

Considérons maintenant le cas d'une orbite périodique d'un champ de vecteurs V', de période minimale T" > 0.
Les points de cette orbite sont des points fixes de I'application ¢ . Il faut noter cependant que ce ne sont jamais des
points fixes non dégénérés. En effet, comme chacun des points de I'orbite périodique du flot est un point fixe de 7,
ils ne sont pas isolés. Plus directement, I'hypothése de non dégénerescence n’est pas satisfaite en raison de I'égalité
suivante :

dpT - V(z) =V (x).

V() est donc un vecteur propre de dpl associé a la valeur propre 1. Pour démontrer I'égalité, on observe que
o7 o pt(z) = ' (x) pour tout ¢, et on dérive par rapport a t en t = 0.

Il est utile pour décrire cette situation d'introduire une section de poincaré locale en z, c'est a dire un petit disque
plongé Y C X, centré en x et transverse 3 V. Comme l'orbite O de z est une partie compacte de X on peut supposer
que Y NO = {x}, c'est a dire que T est le temps de premier retour de = dans Y, et que ce retour est régulier. Il
existe alors un voisinage Y; de x dans Y est une application de premier retour réguliere ¢ : Y1 — Y, qui Vvérifie

P(x) = x.

Propriété 1.9. La multiplicité de 1 en tant que valeur propre de dyp? est exactement un de plus que la multiplicité
de 1 en tant que valeur propre de di),..

On dit que x est une orbite périodique non dégénérée si c'est un points fixe non dégénéré de 1), c'est a dire si la
multiplicité de 1 en tant que valeur propre de dp? est égale a 1.

< 0na(z) =T 7@ os)(x) pour tout z € Y. On a déja vu que dp? - V(x) = V(z). Dans une base de T, X
constituée de V(z) et d'une base de T,,Y’, on a la décomposition par blocs

I

Proposition 1.10. Soit V,,(z) = V(p,z) : R x R — R? une application C*, que I'on voit comme une famille de
champs de vecteurs C' de X = R®. Soit x¢ un point périodique non dégénéré de V, de période minimale T > 0.
Alors, il existe un voisinage U de xq dans X, un intervalle ouvert I contenant 0, un intervalle ouvert J contenant
T, et une application I > p— (x,,T),) € U x J, de classe C', telle que x,, est, pour chaque y € I, un point
périodique de période minimale T, de V,,. De plus, I'orbite de x,, est la seule orbite périodique de V,, qui entre dans
U et dont la période minimale appartient a J.

<« Soit Y une section de Poincaré locale en zy. Le point x( est un point fixe non dégénéré de I'application de
premier retour 1. Montrons que I'application de retour ¢, () = ¢(u, z) et le temps de retour 7(u, z) sont C'*.

On peut considérer I'application V (i, z) comme une champ de vecteurs V sur RxRR? dont la premiére composante
est nulle. Son flot est alors @*(u, ) = (u, @Z(z)) ol @Z est le flot du champ V), sur R%. Si I est un intervalle ouvert
contenant 0, alors Y := I x Y est une section de poincaré locale pour V en (0,z0), qui est une orbite périodique de
période T'. Les fonctions 7(u,x) et 1(u, ) sont les temps et les applications de retour associées a la section Y. De
plus, si J est un petit intervalle contenant T', pour tout (x,y) € I XY, 7(u,y) est I'unique temps ¢ € J pour lequel
o' (1, y) €Y.

Comme z( est un point fixe non dégénéré pour vy, il existe une application 1 — x,, et un voisinage W de xg
dans Y tel que z, est le seul point fixe de ¢, dans W, c'est alors un point périodique de période T, = 7(u,x,,)
pour V,,.

Il existe un voisinage U de = dans X qui a la propriété que toute orbite de U passe par W (on peut prendre par
exemple une petite boite de flot). La propriété d'unicité de I'énoncé en découle : Si € U est périodique pour V,,,
de période S contenue dans J, alors I'orbite de x intersecte W en un point y qui est lui aussi S-périodique. Il vérifie
donc ¢§(y) =y, ce qui implique que y =¥ (y) et donc y = z,,. »



