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On étudie les propriétés asymptotiques des grandes cartes planaires renormalisées. On étudie également
les espaces métriques aléatoires appelées cartes browniennes apparaissant comme limite d’échelle de grandes
cartes planaires.

1 Introduction

1.1 Qu’est ce qu'une carte ?

Bien que simple a priori, la notion de carte est treés riche et intervient dans de nombreux domaines des
mathématiques. Il existe principalement trois définitions (heureusement équivalentes) de carte. Ainsi une carte
est

— un plongement propre! d’un graphe fini connexe dans une surface compacte connexe sans bord (ccsb)

orientée identifiée a homéomorphisme direct pres.

— un graphe fini connexe muni en chaque sommet d’un ordre cyclique sur les arétes adjacentes.

— un couple de permutation (a, o) € Sz, tel que o* = Id et < a, o > agit transitivement sur {1, ..., 2n}.
Nous ne rappellerons pas ici les notions élémentaires sur les graphes, mais insistons cependant sur le fait que
deux graphes peuvent représenter deux cartes différentes. La structure de carte est plus contraignante (et donc
plus riche!) que la structure de graphe. Citons tout de méme le joli théoréeme

Théoreme 1 (Whitney). Tout graphe planaire fini 3-connecté ne posséde qu’un unique plongement dans la sphere (a
homéomorphisme direct pres). Ainsi un graphe planaire fini et 3-connecté ne représente qu’une seule carte.

FIG. 1 - Voicdi une carte enracinée dessinée sur le tore.

Une carte est enracinée si I'on a distingué une arétes orientée. L'enracinement d'une carte est utile pour
briser les éventuelles symétries de I'objet. Le genre d"une carte est le genre g € N d"une surface ccsb sur laquelle
un représentant de cette carte peut étre dessiné (nous insistons sur le fait que le plongement doit étre propre).
Le fait que 'on puisse définir g sans ambiguité découle de la célebre formule d’Euler :

Théoréme 2 (Formule d'Euler). Si un graphe est dessiné sur une surface ccsb de fagon a ce que les arétes ne se coupent
qu’en les sommets du graphe, alors on a
S+F—-A=2-2g,

ot S, I, A sont les nombres de sommets, de faces et d’arétes du graphe et g est le genre de la surface.

!les arétes du graphe ne peuvent se couper qu’en les sommets et les faces sont homéomorphes a des disques



Une carte est planaire si son genre est 0, ou en d’autres termes, si elle peut étre représentée sur la sphere
So.

Les problemes d’énumération de cartes sont difficiles, Tutte dans les années 60 a, a 'aide de méthodes
récursives montré que le nombre de cartes planaires enracinées a n arétes est égal a

2 - 1 < 2n > . )
n+2 n+l n
L’énumération des cartes est aussi étroitement relié a la théorie des matrices aléatoires, voir par exemple le
Chapitre 3 de [11] et [2] pour l'article fondateur. La physique a aussi beaucoup motivé le développement de
la théorie des cartes, depuis que certains physiciens ont suggéré leurs utilisation comme modele de métrique
discrete. C’est dans cet optique que 1’on étudie les limites d’échelles.
Sauf cas contraire, dans la suite de I’exposé les cartes seront toutes planaires. Pour une carte m, on notera dg,
la distance de graphe entre les sommets de la carte, (m, dg,) est donc un espace métrique compact (fini!). Afin
d’étudier la convergence de ces espaces métriques compacts, nous allons définir une métrique sur les classes
d’isométrie d’espaces métriques compacts appelée la distance de Gromov-Hausdorff.

1.2 Distance de Gromov-Hausdorff

Si (E, d) est un espace métrique, nous noterons d% (., .) la distance de Hausdorff entre deux parties compacts
dans E.

Définition 1 (Distance de Gromov-Hausdorff). Soient X,Y deux espaces métriques compacts. La distance de Gromouv-
Hausdorffentre X et Y, notée dau (X,Y) est

den(X,Y) = inf diz (6(X), v(Y))
E espace métrique
¢ : X — FE isométrie
Y — E isométrie

Définition 2 (distorsion de la métrique). Soit X et Y deux espaces métriques. Soit R une correspondence entre X et
Y (ie une partie du produit X x Y tellequeVr € X,y € Y, (x,y) € RetVy € Y, 3z € X, (z,y) € R), la distorsion
de R est définie par
dist(R) = sup ldx (z,2") — dy (y,9")|.
(z,y),(z",y")ER

La distance de Gromov-Hausdorff est effectivement une distance sur les classes d’isométrie d’espaces mé-
triques compacts, elle mesure “intrinsequement” les distorsions de la métrique c’est-a-dire que si X,Y sont
deux espaces métriques alors

1. .
deu(X,Y) = 3 R:X1£1£>Y dist(R).
D’autres résultats et explications sur la distance de Gromov-Hausdorff peuvent étre touvés dans [3].

Nous pouvons maintenant expliquer notre but : soit IP,, la mesure de probabilité uniforme sur les quadran-
gulations a n sommets (définit que pour certaines valeurs de n auxquelles on se limitera dés a présent) munies
d’une distance qui est un multiple convenable de la distance de graphe, I'objectif est de montrer que la proba-
bilité induite sur les espaces métriques compacts associés converge étroitement vers une probabilité a valeurs
dans les classes d’isométries d’espaces métriques compactes.



2 La bijection de Schaeffer

Une tres jolie bijection a été re-découverte par Gilles Schaeffer [15] reliant un certain type d’arbre étiquetés
et les quadrangulations (cartes dont toutes les faces sont de degré 4). Cet outil est a la base des développe-
ments récents sur les grandes cartes planaires aléatoires, qui ont été initiés dans l’article [14].

On appelle arbre enraciné étiqueté (la racine est notée @) un arbre 7 dont les sommets u € 7 possédent une
étiquette I(u) € Z. Un arbre 7 est dit bien étiqueté (positif) sil vérifie les conditions suivantes :

1. L’étiquette de la racine est 1.
2. Les différences d’étiquettes entre deux sommets voisins sont dans {—1,0, 1}.
3. L’arbre est dit positif si pour tout v € 7, ona i(u) > 1.

On peut maintenant décrire la bijection qui envoie un arbre 7 bien étiqueté positif sur une quadrangulation
planaire enracinée. On commence par supposer que 7 est dessiné dans le plan et I'on ajoute un sommet nu-
méroté 0 que 'on nomme J. Puis pour tous les sommets rangés dans 1'ordre de contour horaire (les sommets
peuvent intervenir plusieurs fois) vy, ..., vy de 7 on effectue la construction suivante :

— Sil(v;) = 1, alors on relie par une aréte le sommet v; et le sommet 9, ’aréte reliant la racine de 'arbre

(d’étiquette 1) au sommet étiqueté 0 est I’aréte distinguée de la carte, son origine étant le sommet 0.
- Sil(v;) > 2, on dessine une aréte entre v; et le premier sommet de v;t1, ..., vax—2 dont I'étiquette est
l(v;) — 1. Ce sommet existe toujours si 7 est bien étiqueté positif.
Pour avoir une preuve de la bijection on se référera a l'article [8] qui présente une bijection plus générale. Nous
listons dans le théoréme suivant quelques propriétés relatives a la bijection présentée que nous appellerons
bijection de Schaeffer.

FIG. 2 — Voici une illustration de la construction d'une quadrangulation a 1’aide d’un arbre enraciné et bien
étiqueté positif. Remarquez qu’avec les conventions sur les cartes planaires, une aréte incluse dans une face
est comptée deux fois.

Nous avons donc démontré par I'exemple le théoréme suivant :



Théoréme 3 (Schaeffer). Il existe une bijection U entre les arbres a k — 1 sommets, bien étiquetés, positifs, et les
quadrangulations enracinées a k sommets. De plus les sommets de 'arbre correspondent aux sommets différents du
sommet racine de la carte et I'étiquette d'un sommet dans 'arbre correspond a la distance a la racine du sommet associé
dans la carte.

REMARQUE(S) : La bijection inverse transformant une quadrangulation en un arbre étiqueté et tout aussi
intéressante, nous invitons le lecteur a consulter [15]. Le dénombrement des arbres bien étiquetés positifs a
k — 1 sommets permet de retrouver la formule (1), en sachant que les quadrangulations a n faces sont en
bijections avec les cartes a n arétes. La bijection de Schaeffer a connu de nombreuses généralisations depuis
1998, elle a par exemple été étendue a des cartes plus générales dites biparties [8] ou au genre supérieur.

3 Théorémes limites pour les arbres étiquetés

Le transport de la mesure de probabilité IP,, par la bijection ¢ est évident : sous IP,, un arbre est choisi
uniformément parmis les arbres bien étiquetés positifs & n — 1 sommets. Nous allons maintenant citer les
théorémes limites relatifs aux arbres étiquetés. Il est commode d’introduire les fonctions de contours des arbres.
Nous renvoyons a [5] pour un trés bon cours sur les arbres aléatoires.

3.1 Fonctions associées a un arbre

Pour un sommet u € 7, on note |u| la hauteur du sommet u, c’est-a-dire sa distance a la racine.

Définition 3 (Fonction de hauteur, d’étiquettes). Soit T un arbre a n sommets. Soit @ = u(0) < u(l) < ... <
u(n — 1) ses n sommets listés dans I'ordre lexicographique. La fonction de hauteur de I'arbre T est H. (k) = |u(k)|,0 <
k < n— 1. On définit la fonction d'étiquettes L" (k) = I(u(k)),0 < k < n— 1. On notera de la méme fagon les fonctions
interpolées sur R.

3.2 Théorémes limites

3.2.1 Serpent brownien

Théoreme 4. Il existe une mesure de probabilité Nél) sur C(Ry, R?) sous laquelle la loi du couple (e, Z) € C(R,R?)

est donnée par
— La loi de (e)o<i<1 est celle de I'excursion brownienne normalisée.
— conditionnellement a (e;)ogi<1, Z €st un processus gaussien centré de covariance

cov(Zs, Zy) = inf e,

sAtSuLsVE
Ce processus est appelé "la téte du serpent brownien dirigé par I'excursion brownienne normalisée”.

Pour une construction de ce processus et d’autres informations sur le serpent brownien nous renvoyons a
[4]. Définissons maintenant quelques fonctionnelles :

Définition 4. On appelle amplitude (resp positive, négative, totale) du serpent brownien les variables aléatoires définies
sous Nj(dedZ) ,AY(Z) = supyejo1) Zt, A7 (Z) = infyeo1) Ze, A(Z) = AT(Z) — A™(Z). On définit les mesures
aléatoires Z(Z)(.) et Z(Z)(.) sous N} (dedZ)

<7,f>= /Olf(Zt)dt et <T(Z),f >= /Olf(Zt—A(Z))dt.
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Noter que le support de la mesure Z(Z)(.) est porté par R.

Le théoreme suivant est le principal outil pour étudier les propriétés limites des grandes cartes planaires.
11 décrit les processus limites des fonctions de hauteur et d’étiquetage.

Théoreme 5. [14] Il existe des constantes explicites o, ¥ telles que (le long des valeurs de n pour lesquelles IP,, a un sens)

H(t(#7 — 1)) L(t(#r - 1))
<< n1/2 >0<t<1 ; < n1/4 )0<t<1> SOuUs ]P)n

W E[((cer)oce<ts (BZe)oce<1)|Ze = 0,Y0 < t < 1] sous Nél)u

au sens de la convergence en loi sur C([0, 1], R?) muni de la norme de la convergence uniforme.

Il faut prendre des précautions pour définir le processus conditionné intervenant dans le théoreme.

3.2.2 Fonctionnelles de cartes planaires

Sil’on se note (m, r, €) une carte planaire enracinée en e et pointée en r, on définit le rayon de la carte
b) b)

R(m) = max dpm (1, 1),
« sommets de m

et le profil normalisé de la carte

Card{u sommets de m : d,,,(r,u) = k}
(k) = k>0
P (k) Card{u sommets de m} 0

Le profil est une mesure aléatoire (qui dépend de la carte (m, e, 7)). On notera A~'P,, pour la mesure définie
par AP, (A) = P (AA) pour A un borélien de R.

Nous pouvons citer le théoreme de convergence des deux fonctionnelles définies précédemment (voir [14]
ou [10])

Théoréme 6. Sous IP,, on a les convergences en loi suivantes (le long des valeurs de n pour lesquelles IP,, a un sens)

en”iR(m) 2 A(Z) sous N} (dedZ)

en”" TP () 0 Z(Z)(.) sous N}(dedZ).

Nous avons réussi grace a un théoréme limite sur les fonctions de hauteurs d’arbres étiquetés a établir une
convergence du profil des quadrangulations. En particulier, la taille typique d’une quadrangulation est 71,
résultat conjecturé par les physiciens depuis de nombreuses années.



4 FEtude topologique et métrique

La partie précédente présentait la convergence de certaines fonctionnelles de cartes planaires. Nous aime-
rions en savoir plus. Le bon point de vue a adopter (introduit dans [16]) est celui de la convergence des cartes
planaires en tant qu’espaces métriques compacts pointés. Le but ultime (non atteint) serait de trouver une
variable aléatoire (m«, dso ) & valeurs dans les espaces métriques compacts telle que

(m,n"*dy) sous P, e (Moo, D) (2)
au sens de la convergence en loi sur I'ensemble des classes d’isométries d’espaces métriques compacts, muni
de la distance de Gromov-Hausdorff.

On rappele que 1'ensemble £ des classes d’isométries d’espaces métriques compacts muni de la distance de
Gromov-Hausdorff dgy est un espace polonais (métrique, séparable, complet). La premiere grande avancée
dans le sens de (?) est une idée de relative compacité (due a JF Le Gall, voir [6]) :

Théoreme 7. [6] Il existe une suite (ny) >0 convergeant vers +oc tels que la convergence (2) ait lieu le long de (ng) k0.
Nous appelerons carte brownienne tout espace métrique aléatoire (o, D) sous P apparaissant comme limite d’échelle
de quadrangulations.

Les cartes browniennes sont donc des variables aléatoires a valeurs dans les espaces métriques compacts
apparaissant comme valeurs d’adhérence pour la convergence étroite.
REMARQUE(S) : Attention! L'unicité de la limite (m«., D) n’est pas prouvée, il est concevable que deux extrac-
tions différentes aboutissent a deux cartes browniennes différentes. Toutefois la nature topologique de toutes
les limites est bien connue : dans [6] Le Gall montre que toutes les cartes browniennes sont homéomorphes a
un quotient du CRT (continuum random tree [1]) par une relation d’équivalence définie en termes d’étiquettes
browniennes attachées a I'arbre. Dans [9] Le Gall et Paulin montrent méme que cette limite est topologique-
ment trés simple.

4.1 Sphéricité

Théoreme 8 (Le Gall-Paulin [6]). Soit (meo, D) sous P une carte brownienne, alors mq, est P-presque-siirement
homéomorphe a S, la sphére en dimension 3.

Nous avons une proposition étroitement reliée au théoreme 8 qui est un trés joli exemple d’application aux
cartes finies de résultat limite sur les cartes browniennes.

Proposition 1 ([6]). Pour tout & > 0 et pour toute fonction 6 : N — R telle que 6(n) = o(n1), avec une probabilité
sous P, qui tend vers 1 quand n — oo, il n’existe pas de cycle C dans la carte aléatoire m.,, de longueur plus petite que
0(n) qui découpe la carte en deux parties de diametre au moins en’.

Cette proposition est vue comme un corollaire du théoréeme 8 dans [9]. Dans un récent article [12], G.
Miermont utilise la proposition 1 avec un renforcement de la convergence au sens de Gromov-Hausdorff pour
aboutir au théoréme 8.

4.2 Propriétés métriques

Bien qu'homéomorphes a la sphere 2-dimensionnelle, les cartes browniennes sont trés particuliéres.



FIG. 3 — L'existence d"un "goulot d’étranglement"” séparant la carte en deux régions assez grandes est proscrite.

Théoréme 9 (Le Gall [6]). Soit (Mmoo, D) sous P une carte brownienne, alors P-presque stirement dimy (meo, D) = 4.

Bien que la métrique des cartes browniennes n’est pas encore identifiée, nous pouvons donner des résultats
géométriques. Le théoréme suivant en est un récent exemple.

Théoreme 10 (Le Gall [7]). Soit (Mmoo, D) sous P une carte brownienne enracinée en un point p. Il existe un arbre noté
Skelos C Mmoo tel que les propriétés suivantes soient vraies avec probabilité 1

— pour tout x € mu\ Skely il existe une unique géodésique de x a p,

— pour tout x € Skels, le nombre de géodésiques de p i x est égal au nombre de composantes connexes de Skelo, \{z}

qui vaut soit 2 ou 3.
L’ensemble Skel, est appelé “cut-locus de m relatif a p.”

Conclusion et perspectives

Les cartes planaires forment un domaine particulierement riche du point de vue mathématique, de la for-
mule d’Euler aux cartes browniennes, en passant par le théoreme des quatres couleurs et les liens avec les
intégrales matricielles. Mentionnons qu'une autre approche des cartes aléatoires a été entreprise par Schramm
et Angel dans [13] ot les limites sont non plus globales, mais locales.
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