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Introduction

Soit X = (V, E) un graphe. Un chemin auto-évitant sur X est une suite finie d’élé-
ments de V' (wo, - -+ ,wp), telle que w; est voisin de w;1 pour 0 < i <n—1 et w; # wj si
i # j. Connaitre ’asympotique du nombre de chemins auto-évitants de longueur n sur
un graphe fixé est un probléme largement ouvert. Pour un panorama des résultats connus
on pourra consulter [12]. Je me suis intéressé dans mon mémoire de M2 aux différentes
représentations de fonctionnelles de marches aléatoires. J’essaye ici de montrer comment
I’étude des processus auto-évitants fait naturellement intervenir des déterminants. Dans
la derniére partie, j’explique pourquoi cette question est aussi reliée & I’étude de certains
champs gaussiens.

1 Effacement de cycles et algorithme de Wilson

Supposons que X est connexe et fini. [L’objectif de cette partie est d’obtenir une loi
sur des chemins auto-évitants a partir de la loi d’une marche aléatoire.

Munissons les arétes de X de conductances (ce)ecr € R% , et considérons la marche aléa-
ey}
zeV:{z,2}€E {z,2}

toire réversible sur X dont le noyau de transition P est défini par P, , = T

et de mesure réversible A donné par Az = > cp.1ce Ce-
L’¢énergie £(¢) d'un potentiel ¢ € [2(V) est définie par

E@)= Y clagy(@z—0y)* =D (I = P)(¢)ahs

{zyteE eV

Soit F' un sous-ensemble non vide de V et D = V' \ F. X étant connexe, £ est une forme
quadratique sur [2(V') dont la restriction £p a l’espace des fonctions nulles en F est non
dégénérée. On appelle fonction de Green sur D, opérateur Gp : 1?(D) — [2(D) défini
par

En(¢,Gp.9) = Y |l

zeD

pour tout ¢ € I2(D), ot on a identifi¢ 1?(D) & 'espace des fonctions de V' & support dans
D.Gp = ((Dx—C)pxp)~! ot C est la matrice symétrique induite par (c.)ecr et Dy la
matrice diagonale avec coefficients diagonaux A.

On appelle potentiel sur D, opérateur Up : 12(D) — [2(D) défini par Up = ((I —



P)pxp)~ ! = GDDng. Soit (Y5, )n>0 une chaine de Markov sur V de noyau de transition
Pissude z € D, et Tr = inf{n > 1:Y, € F}, pour tout f € I>(D),

Up.f(z) =Es[ > f(Yn=y)l.
0<n<Tg

Une maniére d’obtenir un chemin auto-évitant a partir d’un chemin quelconque est d’effa-
cer ses cycles dans 'ordre chronologique. Soit (wp, - -+ ,wy) un chemin de X, on construit
(Y0, ,Ym) par récurrence sur m < n : soit yo = wg. Si (Yo, - ,Ym) est défini, soit
T, = sup{k > 1: wr = ym}, on pose yYm+1 = w1, +1, Si Ty < M, Y, sinon. On définit
alors LE(w) = (yo,- - ,y) ou l = inf{k € [0,n] : yp = yx+1}-

Proposition 1.1. Pour tout chemin auto-évitant w = (wp,- - ,wy),

-1

Pwo (LE((YTL)OSTLST{WZ} = u)) = w) = (H sz‘7wz‘+1) det((GV\{wl}(wi,wj))0§i7jgl_1).
=0

Preuve :Notons a = wy, et Fy = {w;}. Sil > 2,

Pa(LE((Yn)OSnSTFO) =w) = Eq Z Ly =wo 1LE((Yn+k+1)0§n§TF1((Ym+k+1)m>o)):(w17'” 7wz)]7
O§k<TFO B

ou Fy = Fy U {a}
Par propriété de Markov,

Po(LE((Yn)o<n<ts,)) = Upy(wo, wo) Pu, (LE((Yn)o<n<ty, ) = (W1, ,wi))

= Upy (w0, w0) Pagn Up,y (w1, w1) -+ Upy_y (Wi—2, Wi—2) Py oy Py (LE((Ya)osn<ty, ) = (Wi-1,w1)),

-2 -1
Cw;wit1 Cuwp_q,wp
= (H Z)\ —=Up, (wi,w:))Up,_, b\ = chivwiJrlGDi (wi, wi).
i=0 Wit i=0

ou F; = {wj,wo, - ,wi—1}, et Dy =V \ F; pour 0 <i <.

Par la formule de Cramer, pour 0 <1¢ <[ — 2,

N det(GDi)
GDi (w“wZ) B det(GDz'H).

La probabilité recherchée vaut donc (Hi;(l) Coriwis1) %gg(l’)) = (Hi;(l) Cwswisr) e8GR\ fw ) x F\{wr}) -0

Ce processus a été introduit et étudié quand le graphe est plan par G. Lawler. Il a
montré avec O.Schramm et W. Werner que la marche a boucle effacée (en anglais loop
erased random walk, LERW)sur §Z2 partant de 0 et arrétée quand elle sort d’un domaine
simplement connexe D # C fixé, induit une mesure sur les courbes du plan qui converge
faiblement quand la maille du réseau § tend vers 0. La limite est un processus SLFE>



chordal ( voir [6]).

Par ailleurs, sur un graphe fini, on peut générer un arbre aléatoire en langant indé-
pendamment en chaque point une marche a boucle effacée. Si {vg,- - ,v,} = V, soit
(n',---,n™) n LERW indépendantes issues de vy, - -- , v, arrétées en vg. Soit T'(7) la fa-
mille croissante d’arbres définie par 7'(0) = v, T(i+1) = {{77,@772111} 10 <k <Tpu—1}
sivit1 € T(i) , et T(7) sinon. Notons 7 I’arbre couvrant T'(n). En utilisant la proposition
précédente, on obtient

Proposition 1.2. La loi de T'(n) est donnée par

P(T =T) = (][] ce) det(Gyug}e)-

ecT

En particulier, det(G(vl(]}c) = Y cer leer ce est indépendant de vy et la loi de T ne
dépend pas de 'ordre de V.

La deuxiéme assertion est connue sous le nom de théoréme "Matrix tree " ou théoréme
de Cayley. 1l existe plusieurs théorémes "Matrix-tree" qui expriment le déterminant de
certains Laplaciens sur des graphes décorés comme une somme de poids indexé par des
arbres avec des propriétés associées & la décoration.

Quand le graphe est plan, le dual d’un arbre couvrant est un arbre couvrant sur le graphe
dual et & un arbre couvrant on peut associer une courbe délimitant I’arbre couvrant et
son dual. Soit D # C un domaine simplement connexe, les mémes auteurs ont montré
que la mesure sur le courbes de D obtenue & partir de Uarbre aléatoire sur 6.Z%2 N D avec
certaines conditions au bord converge faiblement. La limite est un SLEg chordal( voir

[6])-

On va maintenant essayer de comprendre pourquoi apparaissent des déterminants
quand on veut décrire des ensemble aléatoires.

2 Processus déterminantaux sur un espace fini, cas des arbres

Pour des preuves des résultats qui suivent on pourra consulter [10] et [9].
Soit X un ensemble fini. A toute fonction f € I4(X) de norme 1, on peut associer un
singleton de X aléatoire & définie par P(&¢ = {z}) = |f(z)|* pour tout x € X. De la
méme maniére, on voudrait associer & tout sous-espace vectoriel H de l(%(X ) un sous-
ensemble aléatoire de X. Pour ce faire, on introduit 1'algébre extérieur A I%(X). La base
canonique (1;)zex et un ordre de X induisent une base de AIA(X), {6y} U{fy : Y C
X}. Munissons A I2(X) d’un produit scalaire (,) rendant cette base orthonormée. Par
multilinéarité , pour tout fi,---, fr € l%(X), [ f1 A A fil]? = det((fi, fi)i<ij<k)-

Soit H un sous-espace vectoriel de l(%( X) de dimension n, on définit ’ensemble aléatoire
Gy par

P(Gy =Y) = (P\»uby,0y),



pour tout Y C X, ou si K est un sous-espace vectoriel de A l(%(X ), Pr est la projection
orthogonale sur K.
On montre alors

Proposition 2.1. Pour tout sous-ensemble Y1,Ys de X,
P(GH ODY,6gNY; = @) = (P/\Heyl N P/\HLQYQ,Hyl A QYQ),
en particulier,

P(&y DY) = |Ppu(Oy)I* = det(Pr(y,y))yyev)-

Definition 2.1. Soit une matrice carrée K indexée par X, un sous-ensemble aléatoire
de X & est un processus déterminantal de noyau K si

PEDY)= det((K(yay/»y,y’eY),
pour tout'Y C X.

Exemple 2.1. - Soit x1,--- ,xy, n variables de Bernouilli indépendantes de para-
metre p. {i € {1,--- ,n} :x; =1} est déterminantal avec pour matrice K = p.I,,.
— Soit G = (V, E) un graphe fini muni de conductances (ce)ecr. L’arbre couvrant T
est un processus déterminantal sur E. Si on voit G comme un réseau €lectrique,
ot on a fixé les orientations des arétes, K (e, f) est la valeur du courant électrique
passant dans f quand on branche un générateur auzr extrémités de e faisant circuler
un courant unitaire. Ce résultat est due a Burton et Pemantle.

On considére maintenant une propriété importante des processus déterminantaux
associés a une matrice de projection.

Definition 2.2. On dit qu’une partie 2 de P(X) est croissante si A € A implique
B € 2 pour tout B D A. Pour tout Y C X on dit que 2 est mesurable par rapport ¢ 'Y
sidec{{BCX:yeB}:yeY}.

Soit & un ensemble aléatoire sur X. On dit que & est négativement corrélé si pour toutes
parties croissantes Ay, Ao de P(X) qui sont mesurables par rapport a des parties disjointes
, on a

P(6 c A4 ﬁQlQ) < P(G le)P(G C ng).

En particulier si & est un sous-ensemble négativement corrélé de X, pour tout z,y €
X,siz#y, Plee Glye &) < P(x € 6).

Théoréme 2.2. Soit © un sous-ensemble aléatoire de X associé & un sous-espace vecto-
riel H de I4(X), alors & est négativement corrélé.

On montre maintenant comment ce résultat peut étre appliqué au processus 7 sur
les arbres couvrants d’un graphe fini G = (V, E).



Fixons une orientation de E, pour e € FE, soit e_ et e; son entrée et sa sortie.
Munissons (4(E) de la norme |.|| définie par || J||? = Y .cpr(e)]J(e)]?, pour tout J €
2(E), ot r(e) = %

Pour tout v € V, soit x, = Y cp. c(e)(le, =0 — le_=y), et pour tout cycle orienté O =
(617 e 7en)7 soit oo = E?:l(lei - 15»;)7 ou (xay) = (y>$)
Notons % = vect{*, : v € V} et { = vect{op : O cycle orienté}.

Lemme 2.1. %+ = .
Soit Py la projection orthogonale sur .

Proposition 2.3. Pour deuz arétes orientées e, f soit p(e, f) la probabilité que le chemin
de l’arbre couvrant T allant de e_ vers e passe par f en respectant son orientation. Pour
e,f € E ona

(P*lea 1f) = p(ev f) - p(ea f)a
en particulier, P(e € T) = (Pyle, Le).

On s’intéresse maintenant au comportement de 7 quand on transforme le graphe.
Soit F' C E un ensemble d’arétes. On note G/F = (V, E) le graphe (avec des boucles)
obtenu en identifiant les extrémités des arétes de F'. En utilisant la formule explicitant
la loi de 7, on trouve que 7¢ p a méme loi que 7g sous P(.|F C Tg).

Soient % et & la décomposition orthogonale l2(E ) associé au graphe G/ F. Tout
cycle de G /F est la composition de cycles dans G et de boucles, donc SO et k C k.
Soit 4 = & N %, on a alors la décomposition orthogonale ZQ(E,T) = x PP, et
Py = Py1 Py. En particulier,(Pg1e, 1e) < (Pale, Le) et

PleceTg|F CT)< Ple€1q).
On peut alors montré par récurrence le résultat de Burton et Pemantle :
Théoréme 2.4. T est un processus déterminantal sur les arétes de noyau c(f)(Pyle,1¢)e reb-

De méme que précédemment, on peut montrer que si G/ = (V'/, E’) est un sous-graphe
de G, pour tout e € E’,

P(e' € Tg/) = (P*/le/, 13’) > (P*lel, 1@’) = P(e' S Tg).

Considérons G = (V, E') un graphe infini avec une suite croissante de parties finies de V'
(Vn)20> telle que V = Unzovn. -

Pour X CV, soit 0X ={{z,y} e E:x € X,y g X} et X =V U, yeax {7, ¥}

Soit pf (resp. p)Y) la mesure induite par 7y; (resp. par 7y ov, - ldentifions P(E)
a {0,1}¥ que I'on munit de la tribu cylindrique. Pour tout F C E, P(Ty; D F) et
P(Ty, sy, D F) sont des suites décroissantes. Par principe d’exclusion-inclusion et par
théoréme d’extension de Kolmogorov, il existe deux mesures uf" et p"V sur {0, 1}7 telles
que pour tout cylindre C, ju'(C) = lim,, oo p1;,(C), et si C est croissant, uf (C) > p'(O).
On montre que ces mesures ne dépendent pas du choix de la suite (V;,)n>0-



Théoréme 2.5. uf" et p'V' sont invariantes par translation et pour tout événement A de
la tribu asymptotique de {0,1}F, u(A) € {0,1}. De plus ces deux mesures ont support
sur les foréts de G (sous-graphes sans cycle) sans composantes finies.

Le nombre de composantes connexes des foréts dans le support de p'V est reliés aux
propriétés d’intersection de la marche aléatoire sur G :

Théoréme 2.6. Le support de 'V est compris dans Uensemble des arbres couvrants
ssi pour tout x,y € V x # y, deux marches aléatoires indépendantes de noyau P issue
respectivement de x et de y s’intersectent p.s. .

Notons HD l’ensemble des fonction harmoniques sur V d’énergie de Dirichlet finie :

H={f €CY : Xetbr = 2, voisin de « oy} Py €8 VO € P(E, 1)}, K = adhp(p (%
veV))et & =adhpg,)((0p: 0 cycle de G)).

Théoréme 2.7. On a la décomposition orthogonale I*(E) = % @ O @ VH. pt et p'
coincident si et seulement si les seules fonctions harmoniques sont les constantes.

Pour G = Z¢, la situation est décrite par le

Théoréme 2.8. — W = uF pour tout d > 0.
— Le support de - est compris dans l’ensemble des arbres couvrants ssi d < 4.

Le lecteur intéressé pourra consulter [10] et [9].

3 Champs Gaussiens et temps local

En mécanique statistique il est d’usage de représenter des caractéristiques du modéle,
comme la corrélation entre les valeurs du spin en deux points différents d’une configu-
ration aléatoire de + et de -, par I'espérance d’une fonction d’'un champs gaussien. On
explique ici que l'on peut représenter des fonctionnelles d’une marche a temps continu
par des fonctionnelles d’'un champs gaussien.

3.1 Marches a temps continu et champs libre gaussien

Considérons le graphe fini X = (V, E) dont les arétes sont munis de conductances
(c(e))ecr, F C Vnonvide, D =V \ F,et D ={x €V :d(x,D) <1}, ot d est la
métrique induite par le graphe.

Definition 3.1. Soit ¢ € l]?{(V) a support dans F' . On appelle champs libre gaussien
sur D avec conditions auz bords 1 le vecteur gaussien (®y)zep dont la densité est

det(Dy — C | D)exp(—Ep(¢ + 1, ¢ + ).

Un tel vecteur gaussien a pour covariance Gp et pour moyenne (E;[¢(Y7,)])zep, ol
(Y3)n>0 est la marche aléatoire réversible associé au réseau (X, c).
Soit (X¢)i>0 le processus Markovien de sauts sur X a temps continue de générateur



C — D,. Pour f € I2(V), pour © € V, E,[f(X:)] = exp(—t(Dy — C)).f(z). Notons
mr = inf{t > 0: X; € F}, pour tout z,y € D, B[ [ 1x,—ydt] = Gp(z,y) = E[(Ds, D)].
On peut généraliser légérement ceci de la maniére suivante :

Pour tout x € D, soit LZ = [TF 1x,=2. Pour tout (ng).ep € NP, et pour a,b €
D notons WLETZI)ZED = {(a,w1, - ,wp,b) € DM . i ~ wiggpour 0 < i < n—
Let Y o(luy=z) = (ng)}. Pour un chemin discret w = (wo,- - ,wy,) sur X, notons

Gp(w) = [Tizo Gp(wi, wit1).
En utilisant la propriété de Markov, et 1’'égalité précedente, on trouve que

Bl _, [TL1= > Gow).

€D wewinbz)acED

En particulier,

]Ea[lT;:b H (14 Ly)] = Z Gp(w),

z€D wES, (D)

ot S, est 'ensemble des chemins auto-évitants de a & b.

On aimerait alors expliciter le membre de gauche en terme d’une fonctionnelle du champs
gaussien. On a en fait le résultat suivant : considérons ’algorithme de Wilson mais avec
des marches & temps continu. Pour z € D, notons £, le temps passé en x par I’ensemble
des cycles effacés pendant 'algorithme. On peut montrer que la loi de (£;),ep ne dépend
pas de 'ordre choisi dans ’algorithme.

Proposition 3.1 ( [7]). Le vecteur aléatoire (Ly)pep a méme loi que (||®4]|?)zen-
De plus, un théoréme de Dynkin donne la relation suivante :

Théoréme 3.2. Soit ® le champ libre sur D avec condition au bord nulle indépendant

de (X¢t)i>o0,
E[lona,XTl; o F (1@ + L)] = E[(Pa, Bo) F(||®[*)],

pour toute fonction mesurable F' sur M(D) = ]Rf.

Si on lance un algorithme de Wilson indépendamment de (X¢):>0, on obtient
E[lxXy=ax _=oF(L + L)] = E[(®a, 2) F([|@]*)]-
F

Une maniére d’obtenir une expression sans faire intervenir de cycle est d’introduire un
déterminant dépendant du champ libre dans le membre de droite.

3.2 Superchamps

Considérons I'espace complexifié des formes différentielles réelles C* sur I2(D), noté
Q(D) . Notons (¢g)zep les coordonnées complexes canoniques de [Z(D), et (ug,vz)zen

ses coordonnées réelles avec u, = R(¢;) et v, = F(¢,). Notons do, = e%(duw + i.dvy)



et do, = e%(dux —i.dvy).
Pour w € ©, notons Ep(w) = 3¢, rep Clayy(We — wy) A (@ — @y), et

1:Q0— (C,U.) — (H d(zgwdgbx,eXp(_g(dgb)))

zeD

Soient U et V deux copies indépendantes du champ libre gaussien sur D, et soit Z le

champ complexe défini par Z, = %(quti.vx). Pour z € D, soit O, la forme différentielle

aléatoire |Z;|2 + dpp A doy, et T, la forme différentielle ¢,¢, + dordd,.On a alors la
correspondance suivante :

Théoréme 3.3.
Ellxy—ax  R(L)] = ElZ.Z3(R(O))] = / 5 R(r),
TF 12(D)

pour tout polynéme R € C[Yy,x € D], ot Sg = E(¢) + E(do).

Remarque 3.1. — Cette expression caractérise la loi jointe des temps locaux (Ly)zep
, pour voir des applications on pourra consulter [5] (théoréme de grandes déviations
et théoreme de Ray-Knight en dimension 1).
— Une propriété importante de la forme T et que pour tout polynéme R,

/ e %€ R(t) = R(0).
12(D)

Ceci provient du fait suivant. Si H désigne le champ de vecteur H(¢y) = —2imw ¢y,
soit Q = d+ig . Par théoreme de Lie-Cartan, la dérivée de Lie de H est Q12 =
doig +igod. T et e % sont Q-exactes. Par théoréme de Stokes, si w est Q-
exacte, alors [w = 0. En physique théorique ¢ correspond & un champ bosonic
tandis que d¢ correspond a un champ fermionic , une forme Q-fermée est dite
supersymétrique, et les intégrales ci-dessus sont dites miztes.

En combinant les égalité précédantes, on obtient la relation suivante :

> Gw= [ eSas [ G+

WESa (D) 12(D) 2€D\{a,b}

Cette égalité est a la base des travaux de Gordon Slade et David Brydges [4], pour
étudier la fonction génératrice du nombre de chemins auto-évitants, en dimension 4.
Gordon Slade et Takashi Hara ont montré qu’en dimension > 5, si w(n) désigne la loi
uniforme sur les chemins auto-évitants de longueur n, il existe une constante C' telle que
(W(LntJ) )t>0 converge en loi vers le mouvement brownien.

vVCn
La méthode utilisée est celle du groupe de renormalisation initialement introduite par

Kogut et Wilson et développée par David Brydges (voir [1]). Elle consiste & décompo-
ser décomposer le champ libre & sur Z¢ en une somme de champs libres indépendants



(®y,)n>0 sur des sous-graphes de Z% dont les composantes connexes sont de volume plus
petit que {"™. On étudie alors les espérance de fonctions du champ gaussien en condition-
nant par rapport aux champs interagissants & distance plus grande que ™. On obtient
ainsi une suite d’opérateurs dont on veut trouver un point fixe et caractériser la vitesse
de convergence.

w(|nt])

Il est conjecturé qu’en dimension 4, ( G log(n)
vCnlog(n)s

)t>0 converge en loi vers le mouvement

brownien.

Cependant, les seuls résultats montrés jusqu’a présent ( [2]) portent sur un autre modeéle
appellé marche faiblement auto-évitante : & chaque chemin sur X on associe un poids
qui pénalise le nombre d’intersections (ou le temps d’intersection si le chemin est indexé
par un intervalle de temps). On mesure le temps d’intersection du processus (X)o<t<7,
par la quantité :

/ Ly,—x,dsdt = >
Ry

zeD

/R , lXt:XS:dedt = Z L:2(:'
+

zeD

. . . _ 2 .
A chaque marche discréte w on associe le poids E[l( e 92 wep LZJ”\'TF], oll

Xt)o<t<Tp=w

g>0, AeRet (Xt)ogthF est la marche & temps discret associée a (X¢)o<o<7y-
L’introduction d’un temps continu permet d’avoir ’analogue de 1’égalité pour la
marche auto-évitante portant sur la somme des poids de toutes les marches :

_ 2 _ - _ 2
Eally, e 0Teen it = [ ooSeng,gyetTaenminn,
F 12(D)

Le modeéle a temps discret (appellée modéle de Domb-Joyce) a été beaucoup étudié,
contrairement au modéle & temps continu sur un espace discret. Par exemple, j’ai montré
dans mon mémoire que le membre de gauche tend bien vers la somme des poids des
chemins auto-évitants quand g et A tendent vers U'infini avec A de l'ordre de /g log(g).

Références

[1] D. Brydges. Lectures on the Renormalisation Group, & paraitre dans PCMI Lecture
Series.

[2] David C. Brydges, Steven N. Evans, and John Z. Imbrie. Self-avoiding walk on a
hierarchical lattice in four dimensions. The Annals of Probability, 20(1) :82-124,
1992.

[3] David C. Brydges, John Z. Imbrie, and Gordon Slade. Functional integral represen-
tations for self-avoiding walk. Probability Surveys, 6 :34—61, 2009.

[4] David C. Brydges and Gordon Slade. Papier en préparation.



[5]

[6]

7]
18]
19]

[10]

[11]

[12]

D.C. Brydges, Remco Van der Hofstad, and Wolfgang Konig. Joint density for the lo-
cal times of continuous-time markov chains. The Annals of Probability, 35(4) :1307—
1332, 2007.

Gregory F.Lawler, Oded Schramm, and Wendelin Werner. Conformal invariance

of planarloop-erased random walks and uniform spanning trees. The Annals of
Probability, 32(1B), 2004.

Yves Le Jan. Markov paths, loops and fields. preprint arXiv :0808.2303v3.

Yves Le Jan. Temps local et superchamps. Lecture Notes in Mathematics, 1247 :176—
190, 1987.

R. Lyon, Y. Peres, I. Benjamini, and O. Schramm. Uniform spanning forests. The
Annals of Probability, 29(1) :1-65, 2001.

R. Lyons. Determinantal probability measures. Publications Mathématiques de
L’IHES, 98(1) :167-212.

Tomoyuki Shirai and Yoichiro Takahashi. Random point fields associated with cer-

tain fredholm determinants i : fermion, poisson and boson point processes. Journal
of Functional Analysis, 205 :414-463, 2003.

Gordon Slade and Neal Madras. The Self-Avoiding Walk. Birkh&user.

10



