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On s’intéresse ici & des équations aux dérivées partielles, appelées lois de conservation
scalaires (équations de continuité en physique), qui traduisent la conservation locale, et a
fortiori globale d’une certaine grandeur physique (quantité de mouvement ou énergie d’une
particule dans un fluide, densité d’un gaz, etc.) La particularité de notre étude vient de ce
que le milieu dans lequel on considére ’évolution temporelle de cette grandeur comporte
de fortes hétérogénéités (e.g. changement rapide de densité du fluide dans lequel évolue
la particule, juxtaposition de plusieurs matériaux trés “rapprochés”; etc.) Notre but est de
décrire I’évolution du systéme lorsque la taille des hétérogénéités tend vers 0 : en particulier,
on aimerait parvenir 3 exhiber un nouveau milieu dit “homogénéisé”, ainsi que les équations
de conservation de la grandeur étudiée dans ce milieu.

Dans une premiére partie, on donnera quelques définitions et résultats utiles sur les lois
de conservations scalaires. On explique ensuite comment modéliser les milieux hétérogénes
et une méthode générale pour trouver le probléme limite dans le cadre de la théorie mathé-
matique de 'homogénéisation. Dans une troisiéme partie, on applique, sans succeés, cette
méthode aux lois de conservation scalaires: il faudrait & présent arriver & comprendre le
probléme homogénéisé formel auquel on arrive.

1 Quelques notions sur les lois de conservation scalaires

Une loi de conservation scalaire (L.C.S.) est une équation du type
N
ou 0
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ot les 4; : RN*1 — R sont des fonctions réguliéres données, dont la dépendance en z rend
compte du milieu extérieur.

u : Ry x RN — R est la fonction inconnue, qui dépend des variables de temps ¢
et d’espace x. Elle représente la “grandeur conservée”: densité de masse, d’énergie... Les
physiciens parlent de grandeur intensive.

Définition 1. Soit ug € L'(RYN) N L>®(RY). On dit que u € C(Ry; LY(RY)) est solution
faible de la loi de conservation scalaire (1) avec comme donnée initiale ug si u vérifie
Uéquation (1) au sens des distributions et si

u(t = 0) = ug € L*(RY).

Pour essayer de comprendre la signification de cette équation, intégrons-la sur un do-
maine V C RY régulier et borné: en utilisant la formule de Stokes, on obtient

d
7 /V u(t,z) doe = - A(z,u(t,x)) - n(x) dS(x),

ott n(z) € RY est la normale sortante au volume V. Imaginons par exemple que u est une
densité de masse; on lit sur ce bilan que le flux sortant du volume V'

A(zu(t,x)) - n(x) dS(x)
ov



est la masse qui sort du volume V par unité de temps, d’oll le terme “conservation”.

Exemple: le trafic routier est bien décrit par une loi de conservation scalaire en di-
mension 1 (N =1):
— La route est représentée par une droite, sur laquelle la position des véhicules est
notée z (x € R);
— u(t,r): densité des véhicules a la position = de la route;

- A(zu) = wv(z,u), o v(z,u) est la vitesse des véhicules a la position x de la route
lorsque le trafic a la densité u.

La modélisation de particules dans un fluide (par exemple du pétrole dans la mer)
donne la méme équation : v(x,u) est alors la vitesse du fluide (vitesse des courants marins)
modifiée par la présence des particules.

Par ailleurs, en intégrant 1’équation (1) sur tout ’espace, on obtient formellement :
— u(t,x) de =0
o (t,7)
Par conséquent, on s’attend a ce que
/ u(t,x) dr = constante = / uo(x) dz. (2)
RN RN

Sous certaines conditions, cette équation sera vérifiée pour u solution de (1); elle est appelée
équation de conservation de la masse.

On pourrait s’interroger sur la conservation (ou la décroissance) éventuelle d’autres
quantités dépendant de u; de fait, si on multiplie ’équation (1) par S'(u), ot S € C(R),
on trouve, si u est réguliére:

05 (u) on;(x,u) 8771
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i=1
ou 7); est défini par: i
ni(x,v) :/ a;(z,0')S' (V') dv’ (4)
0
et
a;(z,w) = W
Précision sur les notations : comme u dépend de z, %ﬁ“) et 8’71 (a: u) ne représentent

pas la méme quantité. Si u est réguliére, on peut dériver la fonctlon composée 17;(z,u) et
on a la relation suivante entre les deux expressions:

In; (ac,u(t,:c)) on; ou on;
b ", (xu(t,x)) + oz, ()= 5 (xu(t,x)).

Mais comme une solution faible d’une L.C.S. n’est pas réguliére en général, une telle relation
n’existe pas et il n’y a pas de simplification possible entre ces deux termes.



L’égalité (3) conduit & la définition suivante:
Définition 2. On dit qu’une solution faible u € C(Ry,L*(RM)) N LS (R4, L°(RY)) de
Uéquation (1) est une solution entropique si elle vérifie l’inégalité d’entropie suivante, pour
tout fonction convexe S :

50, Z ICED Z a Sy~ Y SZ (w,u) < 0. (5)

i=1 i=1

Le signe de 'inégalité précédente peut étre expliqué par la méthode de viscosité évanes-
cente (voir [2]): on approche la loi de conservation scalaire (1) par une équation parabolique

Z oz, —eAuf =0. (6)

Le terme de viscosité eAu® a tendance & régulariser les solutions de (6); ainsi, partant
d’une donnée initiale suffisamment réguliére, on peut montrer que (6) posséde une unique
solution réguliére.

A présent, si on multiplie (6) par S’(u®), oit S est une entropie convexe, S € C?(R), on
arrive a

OS(w5) | N~ Omi(wu®) | N~ OAi, o N~ Ol
= eAS(uf) — eS" (uf)(Vuf)?

On suppose que u® converge (fortement dans C(R,,L'(R"Y)) par exemple) vers une
fonction w qui sera donc une solution faible de (1). Le terme eAS(u®) tend vers 0 au sens
des distributions, et u vérifie alors I'inégalité entropique (5) au sens des distributions.

Un des intéréts de la condition (5), d'un point de vue mathématique, est d’assurer
I'unicité des solutions des lois de conservation scalaires, et ainsi de sélectionner les “bonnes”
solutions physiques. Bien que I’équation (1) admette en général plusieurs solutions faibles,
elle ne posséde qu’une seule solution entropique pour une condition initiale donnée, solution
que ’on retiendra par la suite.

Pour démontrer ce résultat, on se limite & une famille particuliére d’entropies, dites
entropies de Kruzkhov: S(u) = |u— k|, k € R. On montre que si u,v € C(Ry,L*(RY)) sont
des solutions entropiques de la loi de conservation scalaire (1), alors I'inégalité suivante est
vérifiée au sens des distributions:

Q\u—v\ —i—ii (sgn(u — v)(Ai(z,u) — Ai(z,0))) <0 (7)
ot — Ou; & B e -

Cette inégalité fait apparaitre la norme L' comme la “bonne” norme pour I’étude des lois
de conservation scalaires; en général, ce sera la seule norme conservée par 1’équation. Par



ailleurs, I'inégalité (7) fournit l'unicité des solutions entropiques: en effet, si on intégre (7)
sur RY et entre t =0 et t = 7 > 0, on obtient :

[[u(T) = o(T)[| L1y < [luo = voll L1 @)

On donne a présent un théoréme d’existence et d’unicité pour les solutions de la loi de
conservation scalaire (1); les conditions de régularité sur A que l’on a prises ici ne sont pas
optimales, mais cette question sort de notre propos. La démonstration de ce résultat suit
de pres celle de [1].

Théoréme 1. Soit ug € L'(RY) N L2 (RY).

Si A € W2 (RN*Y) il existe une unique solution entropique w € C(R,L*(RN)) N
L (R4, L>®(RY)) au probléeme (1) avec comme donnée initiale u(t = 0) = ug. Cette solu-
tion vérifie l’équation de conservation de la masse.

De plus, deux solutions entropiques u et v de données initiales respectives ug et vg
obéissent au principe de contraction dans L' :

u(t) = o(®)lls < fluo - voll e Ve € Ry (®)

Remarque : on pourrait s’interroger quant au peu de régularité exigée sur les solutions.
Si on part d’une donnée initiale trés réguliére (dans S(RY) pour fixer les idées), la solution
entropique correspondante sera-t-elle réguliére? La réponse est négative si on considére des
solutions globales en temps, i.e. définies sur R;. On montre que sous certaines hypothéses
assez générales sur le flux A, il se forme des chocs (c’est-a-dire des discontinuités) en temps
fini. La solution ne restera donc réguliére que sur un petit intervalle de temps, ce qui impose
de ne considérer que des solutions dans L'(RY).

2 Notions sur I’homogénéisation

2.1 Modélisation

La théorie de 'homogénéisation s’est essentiellement développée ces trente derniéres
années, dans le but de décrire mathématiquement les propriétés des matériaux composites;
ces matériaux sont composés d’au moins deux substances différentes intimement mélées,
par exemple un corps principal dans lequel sont disséminées de petites particules dont la
taille est trés petite devant une distance caractéristique du milieu. Le rapport entre ces
deux longueurs typiques est noté e.

L’intérét pour de telles structures s’explique par les propriétés physiques macrosco-
piques particuliéres qu’elles présentent: par exemple, la conduction de la chaleur ou du
courant électrique s’effectueront différemment, et parfois “mieux” que dans chacun des
deux constituants homogénes pris séparément en raison de leur juxtaposition au niveau
microscopique. De nombreuses applications industrielles tirent parti de ces propriétés “amé-
liorées”, par exemple la supraconductivité des composites multifilamentaires (voir [4]). Le
but de la théorie de I'homogénéisation est justement de décrire les propriétés moyennes des
matériaux au niveau macroscopique en tenant compte de leur arrangement microscopique.



On considére donc un milieu fortement hétérogéne, dans lequel on veut étudier la loi de
conservation scalaire décrite précédemment. On modélise ce probléme en supposant que les
hétérogénéités sont réparties périodiquement, et on découpe ainsi le milieu en des cubes,
appelés cellules, translatés du cube de référence €Y, ot Y = I ,(0,7;). Le méme motif
se répéte de cellule en cellule (voir la figure 1). Dans toute la suite, on note 2 le domaine
étudié (2 = RY dans le cas des lois de conservation scalaires).
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Fi1G. 1 — Modélisation du milieu

Les données du probléme qui dépendent du milieu extérieur {2 seront donc de la forme
f (f), avec = € (), et f Y-périodique: si on suppose que f est continue, cela signifie que
pour tout y € RN, k = (ky,--- kn) € ZV,

fly + ki1, yv +knTN) = f(y).

Dans toute la suite, pour une fonction f Y-périodique, on note < f >y la moyenne de f
sur Y :

< f>y:= |—11/|/§/f(y) dy.

Par exemple, dans le cas de la loi de conservation scalaire (1), I’équation & considérer
devient, & € > 0 fixé:

ous N 0 T
o +;8—mAi (Zw) =0 (9)
we(t =0) = ug,

ot A(y,u) est Y-périodique en y pour tout u € R, A € W3°(Y x R), et u§ est une famille
de fonctions dans L'(RY) N L®°(RY).

Gréace au théoréme 1, on sait que a € > 0 fixé, il existe une unique solution entropique
uf € C(Ry,LY(RN)) N L2 (Ry,L=®(RY)) du systéme (9).

loc



2.2 Position du probléme
Le but est de trouver le “probléme homogénéisé¢”, autrement dit de décrire le compor-
tement de u® lorsque € tend vers 0.

Schématiquement, on a une famille d’équations
Afu® =0,

ol (A%).~¢ est, dans notre cas, une famille d’opérateurs différentiels. On voudrait arriver
& un résultat du type

ut — u
e—0

(dans un sens & préciser et éventuellement & une sous-suite prés) ou u est solution d’un
probléme de la forme
Au =0,

l'idéal étant que A soit un opérateur différentiel “du méme genre” que la famille (A%).~
(par exemple un opérateur elliptique si (A%).>o est une famille d’opérateurs elliptiques,
etc.)

2.3 Exemple: équations elliptiques

Pour préciser un peu ce que l'on vient de dire, on donne un exemple de résultat classique
en théorie de ’homogénéisation (voir [3, 5]): on considére, dans un ouvert borné régulier
Q C RY, une famille (A4%).~¢ d’opérateurs uniformément elliptiques: on se donne des
fonctions a;; € L>°(RY) (1 <4,j < N), Y-périodiques, et qui vérifient l'inégalité

aij(y)&é; > aléf’, a>0,v¢ eRY pp.yeY.
On se donne aussi f € L?(Q) et ag € L=(RY), Y-périodique et telle que
ap(y) >y >0 pp.yey.
On considére alors, & ¢ > 0 fixé, la solution u® € H{ () de I'équation

—aixi <az‘j (;) %) + ag (g) u® = f- (10)

J

On montre grace a la coercivité de 'opérateur différentiel que la famille (u®).5o est
bornée dans H}(2). A une sous-suite prés, il existe donc u € H} () tel que

ut — u w— HY(Q).

e—0
De plus, on peut montrer que u est la solution dans HE () de 'équation

9%u



ajj = ]Y]/a” alka o

et pour 1 < j < N, x; est 'unique solution & une constante additive prés dans Hper(Y)
(i.e. dans H. _(RY) et Y-périodique) de

loc
0 0 Oa;;
ii <6L ( ) XJ) = — Z'] .
Ay Yk Ay
On arrive bien au résultat souhaité: u® converge vers une fonction u qui est solution du

méme type de probléme que u®. Cependant, on remarque que les coefficients de I’équation,
les a;;, ne se réduisent pas au terme dit “de mélange”

1/
v Jy “

e
Y] . 3yk

rend compte des inhomogénéités du milieu.

la présence du terme correcteur

2.4 Meéthode générale pour trouver le probléme homogénéisé

Une méthode pour trouver le probléme homogénéisé, i.e. 'opérateur A, est de postuler
un développement asymptotique multi-échelles en puissances de € pour la solution u°: on
utilise “I’Ansatz” suivant (voir par exemple [3]):

ua(t,x) = uo (t,x,—) +€u1 (t,x,—) +52u2 (t,:U,—) +oe

ot chaque u'(t,z,y) est Y-périodique en y.
On injecte alors ce développement dans ’équation vérifiée par u®, et on identifie les
puissances de ¢ en utilisant la régle de calcul suivante: pour f = f(x,y) réguliére Y-

périodique, 5 of . af
x x x
(%vif (:c,g) = Omi (CE’E) te e Oy; (m g) '

On obtient alors des équations sur u?, u', etc. Tous ces calculs étant formels, il faut,

dans un second temps, démontrer que la suite u® “converge” effectivement (dans un sens a
déterminer) vers u®(t,z,y), ou u® est la solution (si elle existe) des équations trouvées grace
au développement formel. Par exemple, il faut montrer que

ut(t,z) — (t x :E)

Nous allons a présent appliquer la méthode décrite précédemment aux lois de conser-
vation scalaires; comme on le verra, ce procédé se solde par un échec relatif. Le travail
consistera par la suite & donner un sens aux solutions du probléme homogénéisé, puis a
établir une preuve de convergence.

— 0.
LS, (R4, L1 (RY))




3 Echec de la méthode pour les lois de conservation scalaires

On applique a I’équation (9) la méthode décrite dans la deuxiéme partie.

En identifiant les termes en % dans I’équation, on trouve le “probléme de la cellule” (les
seules dérivées qui apparaisent sont des dérivées en y; (¢,x) sont donc des paramétres de
léquation, que l'on considére dans une cellule Y, d’ott le nom donné & ’équation) :

0

a_yi (Ai(yauo(t7x7y))) =0. (12)

L’identification des termes d’ordre € donne 1’équation d’évolution sur u°:

O 3 A = 3 (et (13)
o "2, i(yu”) = 2 5y, ai(y,u”)u”) .

La forme de I’équation (12) laisse penser que u” peut se mettre sous la forme
u(tw,y) = alt,x) + aly,a(t,z)),
ou w vérifie 3
+—Ai(y.p+u(y,p)) =0 Vp€ER,

0yi
<u>y=0.

(14)

En prenant la moyenne sur Y de ’équation (13), on trouve ’équation vérifiée par @ :

_ N T
ou n Z 0A;(u) _0 (15)

ot

Ai(p) =< Ai(p + a(-p)) >y -
A premiére vue, on est parvenu & un résultat satisfaisant, puisque la limite supposée de u®
vérifie une équation du méme type, a savoir une loi de conservation scalaire; on remarque
que méme a l'ordre 0, la partie oscillante (i.e. qui dépend de y) n’est pas nulle. L’influence
de I'hétérogénéité du milieu se voit donc dés les premiers termes.

Malheureusement, tout ce que nous venons de faire est purement formel: on ne sait
méme pas quel sens donner & des solutions éventuelles de (12) ou de (14), et il est donc
hors de question pour I’instant de faire la moindre preuve de convergence. La premiére étape
vers I’homogénéisation de lois de conservation scalaires serait donc de montrer l’existence
de solutions de (14), pour ensuite essayer d’établir une preuve de convergence.
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