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� ������� ��� ��� � ��� 	������� ������� ������� �������� �� ! ���! ��� � ������� � ���
�����	�� ���� � "��� � ������� � �� ��# � ��	 $� %� �����	������ �� ����� ���� ����� �� 	�
�� �� ! ���� ���� ����� �� 	�����&�� � ��������� ��!������� �� 	���� ������� 	�!�����
�� '����� �������������� �� $� $ 	�����! ��� ������ �� ������� � "��� ���� ����� �����
�� �����	�� � ( ���� ������� �� ������� ! ������� ��&� )������	���* � ��	 $� +����  � ��� ��
��	���� � ��������� � ����&! � ������ �� ������ ��� �������������� ���� ���� , - �� �����	���� �
�� ��! ����� �������� 
 ���� �� � ����� ! ���� ��� )��! ��������* � ����� �� ��� ��������
�� 	����������� �� �� ������� ������ ���� 	� ! ���� $
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�� �� ! ������ �������� � �� ������ �� ��� �&! � ��! ��� ���� �� 	���� �� �� ������� ! ����0
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∂u

∂t
+

N
∑

i=1

∂

∂xi
Ai(x,u) = 0,

�>�

�D ���
Ai : R

N+1 → R
���� ��� '��	����� �����&��� ������� � ���� �� ��� �����	� ��

x
����

	�!��� � ! ���� �������� $
u : R+ × R

N → R
��� �� '��	���� ��	���� � �� ��� ��� ��� ����� ��� �� ��!��

t�� � �����	�
x
$ E ��� ���������� �� )������� 	��������* - ������� �� ! ���� � � �������� $$$ %��

�����	���� ������� �� ������� �F �GFH�I G$
J KLMNONPM QR S���

u0 ∈ L1(RN ) ∩ L∞(RN ) T UF V�� WXG
u ∈ C(R+; L1(RN ))

GH� H�YX ���F
� ��ZYG VG Y� Y�� VG [�FHG�I����F H[�Y���G �>� �IG[ [�\\ G V�FF]G �F����YG

u0
H�

u
I]��̂ G

Y _]WX����F �>� �X HGFH VGH V�H ���ZX ���FH G� H�

u(t = 0) = u0 ∈ L1(RN ).

`�� ������� �� 	�!������� �� �����/	����� �� 	���� ������� � ���������0�� �� � ��0
! ����

V ⊂ R
N

������� ��  ���� - �� �������� �� '��!�� �� C��a�� � �� � �����

d

dt

∫

V

u(t,x) dx =

∫

∂V

A(x,u(t,x)) · n(x) dS(x),

�D
n(x) ∈ R

N
��� �� ���! ��� �������� � ���! �

V
$ b! ������� ��� ���!��� ��

u
��� ��

������� �� ! ���� c �� ��� �� 	�  ���� �� �� "� ������� � ���! �
V

∫

∂V

A(x,u(t,x)) · n(x) dS(x)

d



��� �� ! ���� �� ���� � ���! �
V

��� ���� �� ��!�� � � ��D �� ���! � )	�����������* $
������� � �� ���/	 ������ ���  ��� ��	��� ��� �� ��� �� 	����������� �	������ �� ��0

! ������ > �
N = 1

� -
� %� ���� ��� ����������� ��� �� ������ � �� ������� �� � ������� ��� ����	��� ���

�����
x

�
x ∈ R

� c
� u(t,x)

- ������� ��� ����	��� 
 �� � �������
x

�� �� ���� c
� A(x,u) = u v(x,u)

� �D
v(x,u)

��� �� ������� ��� ����	��� 
 �� � �������
x

�� �� ����
������ �� ���/	 � �� �������

u
$

%� ! ����������� �� �����	��� ���� � "��� ���� ���!��� � � ������ ���� �� ! ���
����� �� ! �!� ������� -

v(x,u)
��� ����� �� ������� � "��� �������� ��� 	������ ! ���� ��

! ���/�� ��� �� ������	� ��� �����	��� $
`�� ������� � �� ��������� � �������� �>� �� ��� � �����	� � �� � ����� '��! ����! ��� -

d

dt

∫

RN

u(t,x) dx = 0

`�� 	�������� � �� � ������� 
 	� ��
∫

RN

u(t,x) dx =
	��������

=

∫

RN

u0(x) dx.
�d�

C�� 	�������� 	��������� � 	���� ������� ���� ����/�� � ��
u
������� �� �>� c ���� ��� ��� ����

������� �� 	����������� �� �� ! ���� $
�� ������� � ����������� �� �� 	����������� �� �� ��	�������	�� ��������� � ������

�������� ��� ������ ��
u
c �� '��� � �� �� !���� ��� � �������� �>� ���

S′(u)
� �D

S ∈ C1(R)
�

�� ����� � ��
u

��� �����&�� -

∂S(u)

∂t
+

N
∑

i=1

∂ηi(x,u)

∂xi
+

N
∑

i=1

∂Ai

∂xi
(x,u)S′(u) −

N
∑

i=1

∂ηi

∂xi
(x,u) = 0,

�	�

�D
ηi

��� ��/�� ��� -
ηi(x,v) =

∫ v

0
ai(x,v′)S′(v′) dv′

�
 �
��

ai(x,v) =
∂Ai(x,v)

∂v
.

��K N� NPM ��� ��� MPO�ONPM� � 	�!!�
u
��� ��� ��

x
� ∂ηi(x,u)

∂xi

�� ∂ηi

∂xi
(x,u)

�� ������������
��� �� ! �!� ������� $ C�

u
��� �����&�� � �� � �� ������� �� '��	���� 	�!�����

ηi(x,u)
��

�� � �� �������� ������� ����� ��� ��� ����������� -

∂ηi(x,u(t,x))

∂xi
=

∂ηi

∂xi
(x,u(t,x)) +

∂u

∂xi
(t,x)

∂ηi

∂v
(x,u(t,x)).
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 �� ��/������ ������� -
J KLMNONPM � R UF V�� WX _XF G H�YX ���F � ��ZYG

u ∈ C(R+,L1(RN )) ∩ L∞���(R+,L∞(RN ))
VG

Y _]WX����F �>� GH� XFG H�YX ���F GF���� �WX G H� GY YG I]� �̂ G Y _�F ]� �Y��] V _GF���� �G HX�I�F �G� � �X���X� � �F[���F [�FIG� G
S �

∂S(u)

∂t
+

N
∑

i=1

∂ηi(x,u)

∂xi
+

N
∑

i=1

∂Ai

∂xi
(x,u)S′(u) −

N
∑

i=1

∂ηi

∂xi
(x,u) ≤ 0.

�	�

%� ����� �� � ���������� ���	������ � �� ���� ������� ��� �� ! ������ �� ���	����� ������0
	���� ����� 
d�� - �� �����	�� �� ��� �� 	����������� �	������ �>� ��� �� ������� ���� �����

∂uε

∂t
+

N
∑

i=1

∂

∂xi
Ai(x,uε) − ε∆uε = 0.

���

%� ���! � �� ���	�����
ε∆uε

� ������	� 
 ���������� ��� �������� �� ��� c ����� � �������
� ��� ������ �������� � ��!! ��� �����&�� � �� � �� ! ������ �� ��� � ���&�� �� ����
������� �����&�� $

� ������� � �� �� !���� ��� ��� ���
S′(uε)

� �D
S

��� �� �������� 	������ �
S ∈ C2(R)

� ��
������ 


∂S(uε)

∂t
+

N
∑

i=1

∂ηi(x,uε)

∂xi
+

N
∑

i=1

∂Ai

∂xi
(x,uε)S′(uε) −

N
∑

i=1

∂ηi

∂xi
(x,uε)

= ε∆S(uε) − εS′′(uε)(∇uε)2

≤ ε∆S(uε).

�� ������ ��
uε 	������� �'����! ��� ����

C(R+,L1(RN ))
��� ���!���� ���� ��

'��	����
u

�� ���� ���	 �� ������� '�� �� �� �>� $ %� ���! �
ε∆S(uε)

���� ���� , � ����
��� ������ ����� � ��

u
����/� ����� � ���������� ��������� �	� � ���� ��� ������ ����� $

A� ��� �������� �� �� 	�������� �	� � � �� � ���� �� �� ! ����! ����� � ��� � �������
� ���	��� ��� �������� ��� ���� �� 	����������� �	������� � �� ����� �� ����	������� ��� ) �����*
�������� �������� $ � ��� �� � �������� �>� ��! ���� �� ������� ������� �������� '�� ��� �
���� �� � ���&�� � ��� ���� ������� ��������� � �� �� 	�������� �������� ������ � �������
�� � ��� ��������� ��� �� ���� $

`�� ��! ������ 	� ������� � �� �� ��! ��� 
 �� '�! ���� �����	 ��&�� � ���������� � �����
������ ��� �� � �#a��� -

S(u) = |u−k|
�
k ∈ R

$ �� !����� �� ��
u,v ∈ C(R+,L1(RN ))

����
��� �������� ���������� �� �� ��� �� 	����������� �	������ �>� � ����� � ���������� ������� ���
����/�� � ���� ��� ������ ����� -

∂

∂t
|u − v| +

N
∑

i=1

∂

∂xi
(sgn(u − v)(Ai(x,u) − Ai(x,v))) ≤ 0,

���

B���� ��������� '��� ���������� �� ���! �
L1 	�!!� �� ) ����* ���! � ��� � ����� ��� ����

�� 	����������� �	������� c �� ������� � 	� ���� �� ���� ���! � 	�������� ��� � �������� $ `��






������� � � ���������� ��� '����� � ���	��� ��� �������� ���������� - �� �� �� � �� �� ���&��� ���
��

R
N

�� �����
t = 0

��
t = T > 0

� �� � ����� -

||u(T ) − v(T )||L1(RN ) ≤ ||u0 − v0||L1(RN ).

�� ����� 
 ������� � �����&! � � ��������	� �� � ���	��� � �� ��� �������� �� �� ��� ��
	����������� �	������ �>� c ��� 	��������� �� ��������� ��

A
�� � ��� � ������ �	� �� ���� ���

����! ���� � ! ��� 	���� ������� ���� �� ����� ���� �� $ %� ��! ���������� �� 	� ������� ���
�� ��&� 	���� �� 
>� $
��KP���� QR S���

u0 ∈ L1(RN ) ∩ L∞(RN ) TS �
A ∈ W 2,∞(RN+1)

� �Y G� �H�G XFG XF�WXG H�YX���F GF ���� �WXG u ∈ C(R+,L1(RN )) ∩
L∞���(R+,L∞(RN ))

�X � ��ZY�\ G �>� �IG[ [�\\ G V�FF ]G �F ����YG
u(t = 0) = u0 T �G��G H�YX�

���F I]��̂ G Y _]WX����F VG [�FHG�I����F VG Y� \ �HHGT� G � YXH� VGX� H�YX���FH GF���� �WXGH u
G�

v
VG V�FF ]GH �F����YGH �GH� G[��IGH u0

G�
v0�Z]�HHGF� �X � ��F[�� G VG [�F���[���F V�FH

L1 �

||u(t) − v(t)||L1 ≤ ||u0 − v0||L1 ∀t ∈ R+.
���
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�� � �� ������� � ����������� ���� � � � �� ��������� ������ �� ��� �������� $
C� �� ���� � ��� ������ �������� ��&� �����&�� �����

S(RN )
��� /��� ��� ������ � �� �������

������ ��� 	������ ������� ����0�0���� �����&��� %� ��� ���� ��� �������� �� �� 	�����&�� ���
�������� ��� ���� �� ��!�� � � $� $ ��/���� ��

R+
$ �� !����� �� ��� 	�������� ��� ���&���

����# ��������� �� �� "�
A
� �� �� '��! � ��� 	��	� �	 ����0
0���� ��� ���	���������� �� ��!��

/�� $ %� ������� �� ������� ���	 �����&�� �� �� � � ���� ���������� �� ��!�� � 	� �� �!����
�� �� 	��������� �� ��� �������� ����

L1(RN )
$
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%� ������� �� � ���! ������������ � ���� �����������! ��� �������� �� 	�� ������ �����&���
������ � ���� ��  � �� ��	���� ! ����! �����! ��� ��� ���������� ��� ! ������� 	�!������� c
	�� ! ������� ���� 	�!����� � �� ! ���� ��� � ����	�� ��� ������� ����! �! ��� ! ����� �
��� ���!��� � 	���� ����	���� ���� ����� ���� �����! ����� �� � ������ �����	��� ���� ��
������ ��� ��&� � ����� ������ �� ������	� 	���	��������� � ! ���� $ %� ���� ��� ����� 	��
��� ������� ������� ��� ����

ε
$

% �������� � �� �� ������ ���	���� � �������� ��� ��� ���������� �������� ! �	���	�0
����� �����	��&��� � ������ ���������� - ��� ���!��� � �� 	���	���� �� �� 	����� � �
	����� ���	����� � ����	������ ��� ���!! ��� � �� ���'��� )! ���* �� ���� 	��	� ���
��� 	���������� ��! ��&��� ���� ������! ��� �� ������ �� ��� (���� ������� � �����
! �	���	����� $ .� ��! ����� �����	������ ������������ ������ ����� �� 	�� ���������� )�! �0
�������* � ��� ���!��� �� ����	���	������ ��� 	�!������� !���/ ��! �������� ����� 

 �� $ %�
 � �� �� ������� �� � ���! ������������ ��� (���! ��� �� ��	���� ��� ���������� ! ������� ���
! ������� � ����� ! �	���	����� �� ������ 	�!��� �� ��� �������! ��� ! �	���	����� $

	



�� 	�����&�� ���	 � ! ���� '����! ��� �������&�� � ���� ����� �� ��� ������ �� ��� ��
	����������� �	������ ��	���� ���	���!!��� $ �� !������� 	� ��� �&! � �� �������� �� ���
�������������� ���� ��������� � ��������! ��� � �� �� ��	�� � ����� �� ! ���� �� ��� 	 �� �
��� ���� 	��� ��� � ���������� � 	 � �� ��'����	�

εY
� �D

Y = ΠN
i=1(0,Ti)

$ %� ! �!� !���'
�� ��� &�� �� 	��� �� �� 	��� �� ����� �� /��� >� $ . ��� ���� �� ���� � �� ����

Ω
�� ��! ����

����� �
Ω = R

N ���� �� 	�� ��� ���� �� 	����������� �	�������� $

e

��� � > � � �V]Y�H����F VX \ �Y�GX

%�� ������� � ��� �&! � �� ��� ������ � ! ���� ��������
Ω

������ ���	 �� �� '��! �
f

(

x
ε

) � ���	
x ∈ Ω

� ��
f Y

0� �������� - �� �� ������ ��
f

��� 	������ � 	��� �����/� ��
� �� ���

y ∈ R
N
�
k = (k1, · · · ,kN ) ∈ Z

N
�

f(y1 + k1T1, · · · ,yN + kNTN ) = f(y).

.��� ���� �� ���� � � �� �� '��	����
f Y

0� �������� � �� ����
< f >Y

�� ! ������ ��
f��

Y
-

< f >Y :=
1

|Y |

∫

Y

f(y) dy.
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ε > 0
/�� -











∂uε

∂t
+

N
∑

i=1

∂

∂xi
Ai

(x

ε
,uε

)

= 0,

uε(t = 0) = uε
0,

���

�D
A(y,u)

���
Y
0� �������� ��

y
��� ���

u ∈ R
�
A ∈ W 2,∞(Y ×R)

� ��
uε

0

��� �� '�! ����
�� '��	����� ����

L1(RN ) ∩ L∞(RN )
$

� ��	� � �����&! � > � �� ���� �� 

ε > 0

/�� � �� �� ���� �� ���� ������� ���������
uε ∈ C(R+,L1(RN )) ∩ L∞�	 
(R+,L∞(RN ))

� ����&! � ��� $

�



� �� �������� �� ���� ����

%�  � ��� �� ������ �� )��� �&! � ��! ��������* � ����! ��� ��� �� ��	���� �� 	�!���0
��! ��� ��

uε
������

ε
���� ���� , $

C	��! �����! ��� � �� � �� '�! ���� � ���������

Aεuε = 0,

�D
(Aε)ε>0

��� � ���� ����� 	�� � �� '�! ���� � ��� ������� ��� ��������� $ �� ������� �������

 � ������� � ��� �

uε →
ε→0

u

����� � ���� 
 ���	���� �� ���������! ��� 
 �� ���0���� ��&�� �D
u

��� ������� � ��
��� �&! � �� �� '��! �

Au = 0,
� ������ ����� ��

A
���� � �� ������ ��� �������� )� ! �!� �����* �� �� '�! ����

(Aε)ε>0���� ���!��� � �� ������ ��������� ��
(Aε)ε>0

��� �� '�! ���� � ��� ������� ���������� �
��	 $�

� �� 	
��� �� � ��������� � ����������
`�� ���	���� � � � 	� �� � ��� ����� �� ���� � �� ����� � ���!��� �� ������� 	�������

�� ������� �� � ���! ������������ ����� 
	 � 	�� - �� 	�����&�� � ���� � �����  ���� �������
Ω ⊂ R

N � �� '�! ����
(Aε)ε>0

� ��� ������� ��'��! �! ��� ���������� - �� �� ����� ���
'��	�����

aij ∈ L∞(RN )
�
1 ≤ i,j ≤ N

� �
Y
0� ��������� � �� �� ����/��� � ����������

aij(y)ξiξj ≥ α|ξ|2, α > 0, ∀ξ ∈ R
N � $� $

y ∈ Y.

�� �� ����� ����
f ∈ L2(Ω)

��
a0 ∈ L∞(RN )

�
Y
0� �������� �� ����� ��

a0(y) ≥ α0 > 0
� $� $

y ∈ Y.

�� 	�����&�� ����� � 

ε > 0

/�� � �� �������
uε ∈ H1

0 (Ω)
�� � ��������

−
∂

∂xi

(

aij

(x

ε

) ∂uε

∂xj

)

+ a0

(x

ε

)

uε = f.
�>,�

�� !����� ���	� 
 �� 	���	�� ��� �� � ��� ������ ��� �������� �� �� '�! ����
(uε)ε>0

���
 ����� ����

H1
0 (Ω)

$ � �� ���0� ��� ��&� � �� �� ���� ���	
u ∈ H1

0 (Ω)
��� ��

uε ⇀
ε→0

u w − H1
0 (Ω).

.� ��� � �� � �� ! ������ ��
u

��� �� ������� ����
H1

0 (Ω)
�� � ��������

−āij
∂2u

∂xi∂xj
+ ā0u = f,

�>>�

�



�D

ā0 :=
1

|Y |

∫

Y

a0,

āij :=
1

|Y |

∫

Y

aij − aik
∂χj

∂yk
,

�� � ��
1 ≤ j ≤ N

�
χj

��� � ����� ������� 
 �� 	�������� �������� ��&� ����
H1� ��(Y )�� $� $ ����

H1�	 
(RN )
��

Y
0� ��������� ��

−
∂

∂yi

(

aik(y)
∂χj

∂yk

)

= −
∂aij

∂yi
.

�� ������  ��� � ������� ������� -
uε 	������� ���� �� '��	����

u
�� ��� ������� �

! �!� ��� � �� ��� �&! � ��
uε $ B�� ������ � �� ��! ���� �� ��� 	�� 	����� �� � �������� �

���
āij

� �� �� �������� ��� � ���! � ��� )�� ! ������*
1

|Y |

∫

Y

aij ;

�� ������	� � ���! � 	����	���
1

|Y |

∫

Y

aik
∂χj

∂yk���� 	�!��� ��� ����! ��������� � ! ���� $

� �� ������� �������� ���� ������� �� ���� ���� ��� ��������
A�� ! ������ � �� ������ �� ��� �&! � ��! �������� � � $� $ � ��� ������

A
� ��� �� � ������

� �������� �! ��� ���!������� !���0�	������ �� ������	�� ��
ε
��� �� �������

uε - �������� )� ������#* ������ ����� ��� ���!��� 
	�� -

uε(t,x) = u0
(

t,x,
x

ε

)

+ εu1
(

t,x,
x

ε

)

+ ε2u2
(

t,x,
x

ε

)

+ · · · ,

�D 	����
ui(t,x,y)

���
Y
0� �������� ��

y
$

�� ��( �	�� ����� 	� �������� �! ��� ���� � �������� ����/�� ���
uε

� �� �� ������/� ���
������	�� ��

ε
�� �������� �� �&��� �� 	��	� ������� - � ��

f = f(x,y)
�����&��

Y
0

� �������� �
∂

∂xi
f

(

x,
x

ε

)

=
∂f

∂xi

(

x,
x

ε

)

+
1

ε

∂f

∂yi

(

x,
x

ε

)

.

�� � ����� ����� ��� �������� ��
u0 � u1 � ��	 $ ��� 	�� 	��	�� ����� '��! ��� � �� '�� �

���� � ��	��� ��!�� � ��! ������ �� �� ����
uε

)	�������* ���	����! ��� ����� � ���� 

�����! ����� ����

u0(t,x,y)
� �D

u0 ��� �� ������� ��� ���� ������� ��� �������� ������� ���	�
� �������� �! ��� '��! �� $ `�� ���!��� � �� '�� ! ������ ��

∣

∣

∣

∣

∣

∣
uε(t,x) − u0

(

t,x,
x

ε

)∣

∣

∣

∣

∣

∣

L∞	
 �(R+,L1(RN ))
→ 0.

+�� ������ 
 ������� �������� �� ! ������ ��	���� ���	���!!��� �� ���� �� 	�����0
������ �	������� c 	�!! � �� �� ����� � 	� ���	��� �� ����� ��� � �	��	 ������' $ %� �������
	��������� ��� �� ���� 
 ������ � ���� �� �������� � ��� �&! � ��! �������� � ��� 
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 � �������� ��� �� ! ������ ��	���� ���� �� ��� �&! � ������ $
E� ������/ ��� ��� ���! �� �� 1

ε

���� � �������� � �� ����� �� )��� �&! � �� �� 	��� ��* ����
����� �������� �� ����������� ���� ��� �������� ��

y
c
(t,x)

���� ���	 ��� ����! &���� ��
� �������� � �� � ��� 	�����&�� ���� �� 	��� ��

Y
� � ��D �� ��! ����� 
 � �������� � -

∂

∂yi

(

Ai(y,u0(t,x,y))
)

= 0.
�>d�

% �������/	����� ��� ���! �� � ������
ε0 ����� � �������� � ��������� ��

u0 -

∂u0

∂t
+

N
∑

i=1

∂

∂xi
Ai(y,u0) = −

N
∑

i=1

∂

∂yi

(

ai(y,u0)u1
)

.
�>	�

%� '��! � �� � �������� �>d� ������ � ����� ��
u0 � �� �� ! ����� ��� �� '��! �

u0(t,x,y) = ū(t,x) + ũ(y,ū(t,x)),

�D
ũ

����/�






∂

∂yi
Ai(y,p + ũ(y,p)) = 0 ∀p ∈ R,

< ũ >Y = 0.

�>
 �

E� ������� �� ! ������ ��
Y

�� � �������� �>	� � �� ����� � �������� ����/�� ���
ū
-

∂ū

∂t
+

N
∑

i=1

∂Āi(ū)

∂xi
= 0,

�>	�

�D
Āi(p) =< Ai(·,p + ũ(·,p)) >Y .
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 � ������� �����'������ � ����� �� ��! ��� ��� ���� ��
uε����/� �� ������� � ! �!� ��� � � 
 ������ �� ��� �� 	����������� �	������ c �� ��! ����

�� ! �!� 
 � ������ , � �� ������ ��	������� �� $� $ �� ��� ��� ��
y
� � ���� ��� ���� $ % ���"��	�

�� � �������������� � ! ���� �� ���� ���	 �&� ��� ���! ���� ���! �� $
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! �!� ��� ��� ���� ������ 
 ��� �������� ���������� �� �>d� � �� �>
 � � �� �� ��� ���	
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