
Mémoire de maîtriseMMFAIÉ
ole Normale Supérieure Dynamique ComplexeDe Castro Yohann et Saleur BenoîtSujet proposé par Frédéri
 Le Roux,d'après Dynami
s in one 
omplexe variable, John Willard Milnor.Juin 2005

Table des matières1 Dynamique de Fatou et Julia 21.1 Ensemble de Julia et de Fatou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21.2 Cy
les . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.3 Quelques propriétés de l'ensemble de Julia Jf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 Dynamique lo
ale 92.1 Points �xes attra
tifs et répulsifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.2 Points �xes super-attra
tifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112.3 Points �xes paraboliques ou rationnellement neutres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112.3.1 Etude du 
as où λ = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112.3.2 Etude du 
as général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142.4 Points �xes irrationnellement neutres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15A Analyse 
omplexe sur la sphère de Riemann 20A.1 La sphère de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20A.2 Familles normales, théorème de Montel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23A.3 Théorème de Jensen, Théorème de F. et M. Riesz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26B Approximation des réels par des rationnels 28
RésuméCe mémoire de maîtrise se propose de donner les notions de bases du système dynamique dé�ni parune fon
tion holomorphe, 
'est-à-dire étudier le 
omportement des orbites obtenues après itération de 
ettefon
tion et dé
rire 
omment 
elles-
i sont réparties dans le plan. Ce programme a été inauguré en 1919 parG. Julia et P. Fatou. Après une longue période de somnolen
e, il a retrouvé un renouveau d'a
tivité ave
les travaux de C. Siegel en 1942 et 
es vingt dernières années ave
 notamment les travaux de J.C. Yo

oz.La première partie introduit les objets fondamentaux de la dynamique holomorphe, notamment les en-sembles de Julia et Fatou, dont on donnera quelques propriétés élémentaires. Il y sera également questiondu multipli
ateur d'une fon
tion en un point périodique et du bassin d'attra
tion d'un point périodiqueattra
tif. La deuxième partie s'intéresse à l'étude de la dynamique d'une fon
tion holomorphe au voisinaged'un point périodique, selon la valeur de son multipli
ateur. En parti
ulier, le théorème de la �eur et lesdi�érents théorèmes de linéarisation 
onstituent de pré
ieux outils pour une étude plus poussée de l'ensemblede Julia.
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2 1 DYNAMIQUE DE FATOU ET JULIA1 Dynamique de Fatou et JuliaLes ensembles de Fatou et Julia sont des objets d'étude privilégiés en dynamique holomorphe. On les dé�nirades façon dynamique avant d'en donner une 
ara
térisation plus topologique. On dé�nira également les notionsde 
y
le et de bassin d'attra
tion, qui sont à la base de la dynamique holomorphe.On désigne par D le disque unité ouvert de C, et par Ĉ la sphère de Riemann. Les 
ompléments d'analyse
omplexe, en parti
ulier sur les familles normales à valeurs dans la sphère de Riemann et le théorème de Montel,sont en annexe.1.1 Ensemble de Julia et de FatouLa dynamique holomorphe sur Ĉ a pour objet l'étude des di�érents types d'orbites
z0

f
−→ z1 = f(z0)

f
−→ . . .

f
−→ zn = fn(z0)

f
−→ . . .sous l'a
tion du semi-groupe {fn}n∈N des itérées d'une appli
ation holomorphe.Dé�nition 1.1 (Ensemble de Fatou et de Julia). � Soit f : Ĉ 7→ Ĉ une appli
ation holomorphe.L'ensemble de Fatou de f , noté Ff , est l'ensemble des points de Ĉ au voisinage desquels la famille des itérées

{fn}n∈N de f est une famille 1 normale.On appelle ensemble de Julia de f , noté Jf , le 
omplémentaire de l'ensemble de Fatou.
Jf := Ĉ \ FfRemarque. � L'ensemble de Fatou Ff est le sous-ensemble maximal de Ĉ sur lequel {fn}n∈N est normale.� L'ensemble de Fatou est 
onstitué des points z ∈ Ĉ dont l'orbite

O+(z) := {zn = fn(z); n ∈ N
∗}est stable par perturbation du point initial z, 
'est-à-dire que le 
omportement de l'orbite (zn)n∈N est stablesur un voisinage de z.� En revan
he, le 
omportement de l'orbite d'un point de l'ensemble de Julia Jf sous l'in�uen
e d'une pertur-bation n'est pas prévisible.

Fig. 1 � Une 
ourbe fermée, l'ensemble de Julia de l'appli
ation z 7→ z2 + (0.99 + 0.14i)z.1la dé�nition d'une famille normale à valeurs dans Ĉ est donnée en annexe, dé�nition (A.3)



1.2 Cy
les 3Dé�nition 1.2. � Soit f : Ĉ 7→ Ĉ une appli
ation holomorphe, soit a ∈ Ĉ.On dé�nit le � passé � O−(a) de a par f

O−(a) := {z ∈ Ĉ; ∃k ∈ N, fk(z) = a}Le � futur � O+(a) de a par f est dé�ni par
O+(a) := {fk(a), k ∈ N}On notera O(a) la � grande orbite � de a, 
'est-a-dire l'ensemble des points dont le futur �nit par ren
ontrerle futur de a

O(a) := {z ∈ Ĉ; ∃m,n ∈ N, fm(z) = fn(a)}

Fig. 2 � Un ensemble de Julia ave
 une in�nité de 
omposantes 
onnexes (de type ensemble de Cantor),
z 7→ z2 + (−0.765 + 0.12i)z.Il dé
oule de la dé�nition des ensembles de Fatou et de Julia (Dé�nition (1.1)) la proposition suivante :Proposition 1.1. � L'ensemble de Fatou Ff est un ensemble ouvert totalement invariant :

f(Ff ) = f−1(Ff ) = Ff� L'ensemble de Julia Jf est fermé et totalement invariant.1.2 Cy
lesOn appelle 
y
le de f l'ensemble des points {z0, z1, . . . , zp−1} tel que 
haque point zi est un point �xe del'itérée fp. On asso
ie alors le multipli
ateur λ de fp

λ := (fp)′(zi) = f ′(z0)f
′(z1) . . . f ′(zp−1)qui est indépendant de l'entier i ∈ {0, . . . , p − 1}.Remarque. � λ = 0 si et seulement si un des zi de l'orbite est un point 
ritique (i.e. f ′(zi) = 0) de f .� Dans le 
as où le point à l'in�ni est un point �xe pour une fra
tion rationnelle f , la dé�nition peut êtreambiguë. Le multipli
ateur λ n'est pas égal à la limite quand z → ∞ de la dérivée de fp(z), mais plut�t àl'inverse de 
e nombre. Le multipli
ateur d'un point �xe est le 
oe�
ient d'ordre 1 dans le développement ensérie au voisinage du point �xe. Dans le 
as de ∞, le multipli
ateur s'identi�e au 
oe�
ient d'ordre 1 dans le



4 1 DYNAMIQUE DE FATOU ET JULIA

Fig. 3 � Une "dendrite", l'ensemble de Julia de z 7→ z2 + i.développement en série de 1/f(1/ζ) = λζ + a2ζ
2 + a3ζ

3 + . . . au voisinage de l'origine. Un 
al
ul montre alorsque :
λ∞ := lim

z→∞

1

(fp)′(z)En parti
ulier, 
e point �xe est super-attra
tif si et seulement si |(fp)′(z)| −−−→
z→∞

+∞.Dé�nition 1.3. � Si f est holomorphe au voisinage de z0 et f(z0) = z0, le nombre 
omplexe λ = f ′(z0) estle multipli
ateur du point �xe z0. On 
lassi�e alors les points �xes de la manière suivante :Super-attra
tif si λ = 0Attra
tif si |λ| ∈]0, 1[Répulsif si |λ| > 1Rationnellement neutre si λq = 1 pour un entier q non nulIrrationnellement neutre si |λ| = 1 et λq 6= 1 pour tout entier q non nulProposition 1.2. � Les 
y
les répulsifs sont 
ontenus dans l'ensemble de Julia Jf .Démonstration. � Considérons un point �xe z0 de fp de multipli
ateur λ tel que |λ| > 1. Supposons que fsoit normale au voisinage de z0. On peut alors extraire une suite (fp.nk)k∈N de la suite (fpn)n∈N qui 
onvergeuniformément sur un voisinage de z0 vers une appli
ation holomorphe g. En 
onsidérant éventuellement 1/f ,on peut supposer que f n'atteint pas l'in�ni sur un voisinage de z0, l'image de 
e voisinage est alors in
lusedans C. Le théorème de 
onvergen
e uniforme de Weierstrass montre alors que la série des dérivées 
onvergeuniformément vers la dérivée g′ de g où g est une appli
ation holomorphe à valeur dans C dé�nie sur un voisinagede z0. En parti
ulier, la suite des (fp.nk)′(z0) = λnk reste bornée quand k → +∞, 
e qui est impossible puisque
|λ| > 1.Proposition 1.3. � Les 
y
les attra
tifs et super-attra
tifs sont 
ontenus dans l'ensemble de Fatou Ff .Démonstration. � Considérons {z0, z1, . . . , zp−1} un 
y
le (super-)attra
tif de multipli
ateur λ.Soit i ∈ [|0, p− 1|], montrons que f est normale sur un voisinage Ui de zi, l'appli
ation f sera alors normalesur le voisinage

U =
⋃

i∈{0,...,p−1}

Uide l'orbite.Soit ρ tel que |λ| < ρ < 1, par 
ontinuité de (fp)′ on a
|fp(w) − zi| ≤ ρ |w − zi|



1.3 Quelques propriétés de l'ensemble de Julia Jf 5sur un voisinage Vi de zi. Ce qui implique que
|fnp(w) − zi| ≤ ρn |w − zi|sur le voisinage Vi de zi. Par 
onséquent, les itérées de fp 
onvergent uniformément vers zi sur 
e voisinage.Pour �nir la preuve, soit (fnk)k∈N une suite extraite arbitraire de (fn)n∈N. Montrons qu'après une éventuelleextra
tion, (fnk)k∈N 
onverge uniformément sur un voisinage Ui de zi indépendant de la suite extraite (fnk)k∈N
hoisie.Né
essairement la suite d'entiers (nk)k∈N ren
ontre une in�nité de fois au moins un des ensembles

Eq := {np + q; n ∈ N}qui forment une partition de N pour q ∈ [|0, p − 1|]. Il existe don
 q tel qu'il existe une suite extraite de
(fnk)k∈N de la forme (fq+p.nl)l∈N. D'après 
e qui pré
ède on sait qu'il existe un voisinage Vi de zi sur lequel ona 
onvergen
e uniforme de toute suite de la forme (fp.nk′ )k′∈N. Posons alors

Ui =
⋂

j∈{0,...,p−1}

f−j(Vi+j)où i+j est pris modulo p−1. Ui est un voisinage zi (en e�et pour tout j ∈ [|0, p−1|], f−j(Vi+j) est un voisinagede zi) indépendant de la suite extraite (fnk)k∈N. En parti
ulier, pour tout point w ∈ Ui, fq(w) ∈ Vi+q. Comme
fq+p.nl(w) = fp.nl(fq(w)) et par 
onvergen
e uniforme de (fp.nl)l∈N sur Vi+q, on en déduit que (fq+p.nl)l∈N
onverge uniformément sur Ui don
 sur

U =
⋃

i∈{0,...,p−1}

Uivoisinage de l'orbite ne dépendant que de f .Dé�nition 1.4 (Bassin d'attra
tion). � A tout point �xe attra
tif ou super-attra
tif z0 de f on asso
ie lebassin d'attra
tion
A(z0) := {ω ∈ C; fn(ω) → z0 quand n → +∞}Le bassin immédiat d'attra
tion, noté A∗(z0), est alors la 
omposante 
onnexe de A(z0) 
ontenant z0.La proposition pré
édente (Proposition (1.3)) montre que :Proposition 1.4. � Les bassins d'attra
tion des 
y
les attra
tifs ou super-attra
tifs sont 
ontenus dans l'en-semble de Fatou.Il est souvent utile de rempla
er f par une 
onjuguée, on peut alors véri�er que 
ela ne modi�e pas la naturede la dynamique (voir la proposition (A.5) pour le dé�nition d'une transformation de Möebius) :Proposition 1.5. � Pour toute transformation de Möebius φ et toute fra
tion rationnelle f on a

Fφ−1◦f◦φ = φ−1(Ff ) et Jφ−1◦f◦φ = φ−1(Jf )Si {z0, z1, . . . , zp−1} est un 
y
le de f alors {φ−1(z0), φ
−1(z1), . . . , φ

−1(zp−1)} est un 
y
le de φ−1 ◦ f ◦ φ et
es deux 
y
les ont le même multipli
ateur.1.3 Quelques propriétés de l'ensemble de Julia JfDans toute 
ette partie on restreint notre étude aux fra
tions rationnelles f : Ĉ 7→ Ĉ de degré au moins égalà 2, d◦f ≥ 2.Proposition 1.6. � L'ensemble de Julia véri�e les trois propriétés suivantes :1. Jf n'est pas vide2. Jf = Jfk , pour tout k ≥ 13. Jf est soit d'intérieur vide, soit égal à Ĉ.



6 1 DYNAMIQUE DE FATOU ET JULIADémonstration. 1. � Si Ff = Ĉ alors il existe une sous-suite (fnk)k∈N de (fn)n∈N qui 
onverge uniformémentsur Ĉ vers une fon
tion holomorphe g sur Ĉ, et d'après le théorème de 
ara
térisation des fon
tionsholomorphes sur la sphère de Riemann (théorème (A.2)), g est une fra
tion rationnelle. De plus, fnk apour degré (d◦f)nk ≥ 2nk et est surje
tive. Soit alors y ∈ Ĉ, il existe xk tel que fnk(xk) = y, et 
omme Ĉest 
ompa
t, à extra
tion près, xk → x, et don
 g(x) = y. Ainsi, g ne peut pas être 
onstante.Le prin
ipe de l'argument permet de montrer aisément que g et fnk ont même nombre de zéros à partird'un 
ertain rang : il su�t d'intégrer g′/g autour d'un zéro ou d'un p�le de fnk . Le degré de fnk tendantvers l'in�ni, 
e
i est impossible. Don
 l'ensemble de Julia n'est pas vide.2. � Montrons que Ff = Ffk . L'in
lusion Ff ⊂ Ffk est 
lair. Soit (fni)i∈N une sous-suite arbitraire de lasuite des itérées de f . On peut é
rire ni = k.li + ri où ri ∈ {0, . . . , k− 1}. Après une éventuelle extra
tion,on peut alors supposer que ri = r. Alors,
fni = fr ◦ glioù g = fk, 
e qui montre que (fni)i∈N est normale là où (gli)i∈N l'est et justi�e l'in
lusion ré
iproque.3. � Supposons Jf d'intérieur non vide. Soit U un ouvert simplement 
onnexe non vide 
ontenu dans Jf . Lasuite fn(U) évite au plus deux points de Ĉ 
ar sinon, d'après le théorème de Montel (Théorème (A.10)),

U serait 
ontenu dans Ff . Don
 il existe deux points a, b ∈ Ĉ tels que
Ĉ \ {a, b} ⊂

⋃

n≥0

fn(U)Comme U ⊂ Jf et que Jf est invariant par f , on a aussi
⋃

n≥0

fn(U) ⊂ JfL'ensemble de Julia étant fermé on en déduit que Jf = Ĉ.Une notion importante qui va nous être utile pour prouver que l'ensemble de Julia est le bord du bassind'attra
tion de l'in�ni est 
elle de point ex
eptionnel.Dé�nition 1.5 (Point ex
eptionnel). � Soit a ∈ Jf . On dit que α est ex
eptionnel pour a s'il existe unvoisinage U de a et un entier p tels que
α /∈

⋃

n≥p

fn(U)On note E(f, a) l'ensemble des points ex
eptionnels pour a.Le Théorème suivante pré
ise la dé�nition de point ex
eptionnel.Théorème 1.7 (Ensemble ex
eptionnel). � L'ensemble des points ex
eptionnels E(f, a) ne dépend pasdu 
hoix du point a ∈ Jf . On dé�nit alors l'ensemble ex
eptionnel Ef de f 
omme étant 
elui pour un pointarbitraire a ∈ Jf .� L'ensemble ex
eptionnel Ef 
ontient au plus deux points. Ces points sont super-attra
tifs et don
 
ontenusdans l'ensemble de Fatou Ff :
Ef ⊂ FfDe plus, si Ef 
ontient un point alors f est 
onjugué à un polyn�me et si Ef 
ontient deux points alors

f(z) = cz±d à une 
onjugaison près.Démonstration. � Soit U un voisinage du point a ∈ Jf . La suite fn(U) évite au plus deux points de Ĉ 
arsinon, d'après le théorème de Montel (Théorème A.10), (fn)n∈N serait une famille normale sur U don
 U ⊂ Ff .Ainsi E(f, a) est 
onstitué d'au plus 2 points.Montrons que f−1(E(f, a)) ⊂ E(f, a). Soit β ∈ f−1(E(f, a)) alors il existe α ∈ E(f, a) tel que α = f(β). Si
β ∈ fn(U) alors α ∈ fn+1(U) et par 
ontraposée si α /∈ fn+1(U) alors β /∈ fn(U). Comme α ∈ E(f, a), il existeun entier p tel que α /∈

⋃
n≥p fn(U) don
 β /∈

⋃
n≥p−1 fn(U). Ce qui prouve que β ∈ E(f, a). On en déduitalors que f−1(E(f, a)) ⊂ E(f, a).Or f est une fra
tion rationnelle non 
onstante don
 f(Ĉ) = Ĉ (d'après le théorème de d'Alembert-Gauss)et 
haque point de E(f, a) a alors au moins un anté
édent par f don
 ♯f−1(E(f, a)) ≥ ♯E(f, a), �nalement

f−1(E(f, a)) = E(f, a)



1.3 Quelques propriétés de l'ensemble de Julia Jf 7et même 
omme f est surje
tive,
f(E(f, a)) = E(f, a)Supposons E(f, a) 6= ∅. Si E(f, a) = {α}, alors f(α) = α.Si α = ∞ alors f est un polyn�me (le seul anté
édent de ∞ par f est lui-même don
 f n'a pas de p�le).D'après la proposition (1.5), f et g induisent la même dynamique modulo la 
omposition par φ. Le point α estalors un point super-attra
tif de f (le multipli
ateur de ∞ d'un polyn�me de degré au moins deux est 0). Onen déduit que α ∈ Ff (Proposition (1.3)) et que α ∈ E(f, b) pour tout point b ∈ Jf . En e�et, si il existe unentier N pour lequel α ∈ fN (V ), où V est un ouvert de Ĉ, alors α ∈ V 
ar {α} est totalement invariant et ilsu�t alors de prendre un voisinage de b qui ne ren
ontre pas α (
e qui est possible 
ar α ∈ Ff 6= b ∈ Jf et que

Ĉ est séparée) pour voir que α ∈ E(b, f).Si α 6= ∞ 
onjuguons la fra
tion rationnelle f par la transformation de Möebius φ(z) = 1/(z − α), alors
g = φ ◦ f ◦ φ−1 n'a pas de p�le de C et est don
 un polyn�me.Si maintenant E(f, a) = {α, β} ave
 α 6= β, on voit en raisonnant de la même façon que deux possibilités seprésentent :

f(α) = α = f−1(α) et f(β) = β = f−1(β) (
as 1)
f(α) = β = f−1(α) et f(β) = α = f−1(β) (
as 2)Considérons la transformation φ(z) = (z−α)

(z−β) , où on a supposé α 6= β, son inverse permet par 
onjugaison de seramener au 
as où α = 0 et β = ∞. Dans le premier 
as on remarque que f est un polyn�me dont la seule ra
ineest 0 d'où f = czd. Dans le deuxième 
as, on se ramène au premier en 
onsidérant 1/f , f est alors 
onjugué à
cz−d. On en déduit alors que E(f, a) est in
lus dans le Fatou et par le même argument que pré
édemment onvoit que E(f, a) ⊂ E(f, b) et par 
ardinalité E(f, a) = E(f, b) pour tout b ∈ Jf .S'il existe a ∈ Jf tel que ♯E(f, a) = 2 alors E(f, a) = E(f, b) pour tout b ∈ Jf . Sinon s'il existe a ∈ Jf telque ♯E(f, a) = 1 alors E(f, a) ⊂ E(f, b) pour tout b ∈ Jf mais ♯E(f, b) < 2 d'où l'égalité E(f, a) = E(f, b). Siau
une des deux éventualités pré
édentes n'est réalisée alors l'ensemble ex
eptionnel est vide. Dans tout les 
ason voit qu'il ne dépend pas du point a ∈ Jf .Remarque. � Ce théorème signi�e qu'il existe un ensemble Ef , d'au plus deux points, ne dépendant que de fpour lequel

Jf ⊂ Ĉ \ Ef ⊂
⋃

n≥p

fn(U)pour tout ouvert U ren
ontrant l'ensemble de Julia Jf et tout entier naturel p.En parti
ulier, tout point de Ĉ \ Ef est "visité" une in�nité de fois par la suite fn(U).Théorème 1.8. � L'ensemble de Julia est parfait.Démonstration. � Il s'agit de montrer qu'au
un point de Jf n'est isolé. Soit don
 a ∈ Jf et U un voisinageouvert de a. on distingue deux 
as :
1er 
as : a n'est pas périodique, i.e. fn(a) 6= a, pour tout entier n. Comme a ∈ Jf , a n'est pas ex
eptionnelet don
 il existe un entier N tel que a ∈ fN (U). Soit don
 w ∈ U tel que fN (w) = a. Comme Jf est totalementinvariant par f , w ∈ Jf don
 on a bien w ∈ U ∩ Jf et w 6= a 
ar a n'est pas périodique.
2ième
as : a est périodique. Comme Jf = Jfk on peut rempla
er f par une itérée et supposer que f(a) = aet que df ≥ 4. Le point a ne peut alors être 
ritique 
ar sinon il serait 
ontenu (ave
 son bassin super-attra
tif)dans Ff . Ainsi a n'est pas une valeur 
ritique de f don
 a est ra
ine simple de f(z)−a = 0. Soit b une ra
ine de

f(z) − a = 0 distin
te de a. Comme f(b) = a ∈ Jf et que Jf est totalement invariant, on en déduit que b ∈ Jf .Par le même argument que pour a on montre que b est une ra
ine simple de f(z) − a.De plus df ≥ 4, le théorème de d'Alembert-Gauss et le même argument que 
i-dessus montrant que toutera
ine b distin
te de a telle que f(b) − a = 0 est une ra
ine simple, montrent alors qu'il existe au moins troisautres ra
ines b1, b2, b3 distin
tes deux à deux telles que f(bi) = a, 
e qui montre que bi ∈ O−(a) pour toutentier i ∈ {1, 2, 3}.L'un au moins des bi, disons b1, n'est pas dans Ef 
ar ♯Ef ≤ 2. En pro
édant 
omme dans le premier 
as ontrouve w ∈ U ∩O−(b1) ⊂ U ∩ Jf , là en
ore w 6= a 
ar a /∈ O−(b1) (
ar a est invariant par f , si a ∈ O−(b1) alors
a = b).



8 1 DYNAMIQUE DE FATOU ET JULIAThéorème 1.9. � Si a /∈ Ef alors
Jf ⊂ O−(a)� Si a ∈ Jf alors
Jf = O−(a)Autrement dit, l'ensemble de toutes les préimages itérées O−(a) d'un point a de l'ensemble de Julia Jf estdense dans l'ensemble de Julia Jf .Démonstration. � Soit U un ouvert arbitraire ren
ontrant Jf . Si a /∈ Ef alors a ∈ fN (U) pour un entier N ∈ Net alors O−(a) ∩ U 6= ∅. Ce
i établit la première assertion.Puisque Jf ∩ Ef = ∅ alors Jf ⊂ O−(a). De plus Jf est fermé et O−(a) ⊂ Jf lorsque a ∈ Jf . On en déduitque O−(a) ⊂ Jf . Ce
i montre bien la se
onde assertion.Corollaire 1.10. � Si f est une fra
tion rationnelle de degré au moins 2 alors Jf 
oïn
ide ave
 le bord dubassin super-attra
tif de l'in�ni
Jf = ∂A(∞)Démonstration. � Si a ∈ ∂A(∞) alors a /∈ Ff 
ar si l'on suppose le 
ontraire, il existe un voisinage de a surlequel {fn}n∈N est normale. Comme a ∈ ∂A(∞) 
e voisinage ren
ontre A(∞) et don
 la seule valeur d'adhéren
ede la famille pré
ompa
te {fn}n∈N est ∞, on en déduit que (fn)n∈N 
onverge uniformément sphériquement vers

∞ sur 
e voisinage de a et don
 que a ∈
◦

A(∞), l'intérieur de A(∞), 
e qui est impossible puisqu'il appartientau bord de 
et ensemble.Pour l'in
lusion ré
iproque, on 
ommen
e par observer que ∂A(∞) est 
omplètement invariant 
ar A(∞)l'est. Ainsi si a ∈ ∂A(∞) alors
O−(a) ⊂ ∂A(∞)Puis on utilise le théorème (1.9) pour un point a ∈ ∂A(∞) ⊂ Jf et 
omme ∂A(∞) est fermé on a :

Jf = O−(a) ⊂ ∂A(∞)On a ainsi 
ara
térisé l'ensemble de Julia 
omme le bord du bassin d'attra
tion de l'in�ni. L'ensemble deJulia présente deux aspe
ts, l'une topologique en tant que bord d'attra
tion de l'in�ni, l'autre plus dynamiqueen tant que 
omplémentaire de l'ensemble des points où la famille des itérées de f est lo
alement normale.



92 Dynamique lo
aleLe but de 
ette partie est de donner des outils de base pour l'étude de la dynamique d'une fon
tion holo-morphe f au voisinage d'un point �xe (ou plus généralement d'un point périodique), que l'on supposera égal àl'origine. Le 
omportement de f dépendra étroitement de la nature de 
e point �xe.2.1 Points �xes attra
tifs et répulsifsOn 
ommen
e par analyser les points �xes répulsifs et attra
tifs (mais non super-attra
tifs). Koenigs a montréqu'une appli
ation holomorphe f est lo
alement 
onjuguée à sa partie linéaire. Les 
oordonnées réalisant 
ette
onjugaison s'appellent 
oordonnées de Koenigs.Théorème 2.1 (Théorème de linéarisation de Koenigs). � Soit f une fon
tion holomorphe dé�nie surun voisinage de 0 telle que f(0) = 0.Si le multipli
ateur λ de f en 0 est tel que |λ| /∈ {0, 1}, alors il existe un 
hangement lo
al et holomorphedes 
oordonnées ω = Φ(z), tel que Φ(0) = 0 et
Φ ◦ f ◦ Φ−1(ω) = λωau voisinage de 0. De plus, Φ est unique à une 
onstante multipli
ative non nulle près.Démonstration. Uni
ité � Soient deux telles appli
ations Φ et Ψ, alors

Ψ ◦ Φ−1(λω) = Ψ ◦ (f ◦ Φ−1(ω))

= Ψ ◦ f ◦ Ψ−1(Ψ ◦ Φ−1(ω))

= λΨ ◦ Φ−1(ω) (1)L'appli
ation Ψ◦Φ−1 est holomorphe, en utilisant la relation (1) ave
 |λ| 6= 0, 1, il vient que Ψ◦Φ−1(ω) = αω.D'où l'uni
ité à une 
onstante multipli
ative près.Existen
e de la linéarisation � Dans le 
as attra
tif on établit l'existen
e par un pro
édé de renormalisation.Soit 2 c < 1 tel que c2 < |λ| < c. Par 
ontinuité de l'appli
ation holomorphe z 7→ f(z)/z à l'origine, on sait qu'ilexiste r > 0 tel que |f(z)| ≤ c |z| pout tout z ∈ Dr := D(0, r).L'orbite {zn = fn(z)} d'un point z ∈ Dr est 
ontenue dans Dr et 
onverge géométriquement vers l'origine
|zn| = |fn(z)| ≤ c

∣∣fn−1(z)
∣∣ ≤ . . . ≤ cn |z| ≤ rcnPar ailleurs, pour r su�samment petit, il existe k > 0 tel que

|f(z) − λz| ≤ k
∣∣z2

∣∣ pour tout z ∈ Drpar dé�nition de λ := f ′(0). Posons Φn(z) := 1
λn fn(z), alors

|Φn+1(z) − Φn(z)| =
1

|λn+1|

∣∣fn+1(z) − λfn(z)
∣∣ ≤ k

|λn+1|
|fn(z)|2 ≤

kr2

|λ|

(
c2

|λ|

)npour z ∈ Dr. La série de terme général (Φn+1 − Φn) 
onverge normalement sur Dr (
ar c2 < |λ|). On dé�nitalors une appli
ation holomorphe par
Φ(z) = lim

n→+∞
Φn(z), z ∈ Drtel que Φ ◦ f = λΦ puisque pour tout entier n, Φn ◦ f = λΦn+1.Il reste à montrer que Φ est inversible en 0. On sait que fn(0) = λn, ainsi pour tout entier n

fn(z) = λnz + O(z2) au voisinage de 0Don
 Φ′
n(0) = 1 pour tout entier n et Φ′(0) = 1.Le 
as répulsif se déduit du 
as attra
tif. En e�et, il su�t de 
onsidérer f−1, qui est bien dé�nie au voisinagede 0, de multipli
ateur 1

|λ| < 1.2Soit ε tel que 0 < |λ| < ε < 1, posons c = min{|λ| + (1/2) |λ| (1 − ε), (ε + |λ|)/2} alors c − c2 = c(1 − c) > |λ| (1 − ε) et
c2 < c − |λ| (1 − ε) < |λ| soit 1 > c > |λ| > c2.



10 2 DYNAMIQUE LOCALEOn peut généraliser le théorème (2.1) 
omme suit.Corollaire 2.2 (Linéarisation globale). � Soit λ, tel que 0 < |λ| < 1, le multipli
ateur d'une fon
tionholomorphe f : Ĉ → Ĉ en un point �xe attra
tif noté p. Il existe alors une appli
ation holomorphe Φ : A(p) → C,dé�nie sur A(p) le bassin d'attra
tion de p, telle que :� le diagramme suivant
A(p)

f
−−−−→ A(p)

yΦ

yΦ

C
λ.

−−−−→ C
ommute� Φ(p) = 0 et φ est un biholomorphisme d'un voisinage de p sur un voisinage de l'origineDe plus Φ est unique à une 
onstante multipli
ative près.

Fig. 4 � L'ensemble de Julia de l'appli
ation z 7→ z2 + 0.7iz ave
 les 
ourbes |Φ| =
onstante.Démonstration. � Notons δ un réel stri
tement positif tel que f soit linéarisable sur D(0, δ) (théorème (2.1)).Soit z ∈ A(p), 
omme par dé�nition fn(z) → p, alors à partir d'un 
ertain rang N , on aura fn(z) ∈ D(0, δ).Remarquons alors que l'expression
λ−nΦ(fn(z))ne dépend pas de l'entier n ≥ N . En e�et, pour tout w ∈ D(0, δ), on a Φ ◦ f(w) = λΦ(w), don


λ−(n+1)Φ(fn+1(w)) = λ−nΦ(fn(w))On peut alors étendre Φ en posant Φ(z) = λ−n(Φ(fn(z))), pour n assez grand. Véri�ons alors que Φ estholomorphe. Soit un voisinage 
ompa
t V de z in
lus dans A(p), on sait que f est normale sur V (
ar lebassin d'attra
tion est in
lus dans l'ensemble de Fatou), don
 il existe un rang n tel que pour tout w dans V ,
fn(w) ∈ D(0, δ). On a alors Φ(w) = λ−nΦ(fn(z)), et don
 Φ est holomorphe au voisinage de z. La fon
tion Φainsi dé�nie est don
 holomorphe sur A(p) et fait 
ommuter le diagramme.Les propriétés d'uni
ité et de nullité en p sont évidentes en 
onsidérant un voisinage de p, Φ s'identi�antalors au 
hangement de 
oordonnés de Koenigs.Remarque. � Il existe une version ave
 paramètre du théorème de Koenigs. Considérons une famille d'appli-
ations holomorphes (fα)α∈C de multipli
ateurs λ(α), λ étant une fon
tion holomorphe de α. Alors la famille
Φα des biholomorphismes 
onstruits dans la démonstration pré
édente est dé�nie sur un même voisinage de



2.2 Points �xes super-attra
tifs 11zéro et varie de façon holomorphe ave
 α, 
'est à dire qu'à z �xé, Φα(z) est holomorphe. Pour montrer 
ela,plaçons-nous sur un voisinage de α0 tel que c2 < |λ(α)| < c où c est un réel 3 stri
tement positif. Alors il estaisé de véri�er que la 
onvergen
e est uniforme en α.2.2 Points �xes super-attra
tifsLa dynamique lo
ale au voisinage d'un point �xe super-attra
tif est dé
rite par le théorème de Bött
her.Théorème 2.3 (Théorème de Bött
her). � Si f et f ′ s'annulent en l'origine, alors f est lo
alement
onjuguée à zp, où p est l'ordre de 0.Démonstration. � La fon
tion f(z)/zp est bornée au voisinage de l'origine, don
 il existe une 
onstante C telleque pour |z| assez petit, |f(z)| ≤ C|z|p. On peut alors trouver un voisinage de l'origine tel que |fn(z)| ≤ Cn|z|p
n .Pour k adéquat, le 
hangement de variables w = kz permet de se ramener au 
as où f(z) = zp + zp+1 + ...Au voisinage de l'origine, fn(z)/zpn ne s'annule pas, 
ar 0 est un zéro isolé de f et fn(z) reste 
on�né dansun voisinage de 0 aussi petit que l'on veut. On peut don
 dé�nir ϕn(z) = (fn(z))p−n

= z(1 + ...)p−n . On a larelation de ré
urren
e suivante
ϕn−1 ◦ f = (fn−1 ◦ f)p−(n−1)

= ϕp
nIl su�t alors de montrer que le suite ϕn 
onverge uniformément sur tout 
ompa
t. Pour 
ela, montrons que leproduit des ϕn+1/ϕn 
onverge. On a

ϕn+1

ϕn
=

(
ϕ1 ◦ fn

fn

)p−n

= (1 + O(|fn|)p−n

= 1 + O(p−n)pour |z| ≤ 1/C. Le produit ∏
n≥1

ϕn+1

ϕn

onverge don
 uniformément au voisinage de zéro, d'où le résultat.2.3 Points �xes paraboliques ou rationnellement neutresOn 
onsidère désormais le 
as où le multipli
ateur λ du point �xe est une ra
ine de l'unité : ∃p ∈ N, λp = 1.On suppose que 
e point �xe est l'origine.2.3.1 Etude du 
as où λ = 1Le développement de f au voisinage de 0 est

f(z) = z + azn+1 + o(zn+1)en supposant qu'un tel 
omplexe a non nul existe (le 
as f(z) = z n'étant pas très intéressant). L'entier n + 1désigne la multipli
ité du point �xe.Considérons V un voisinage de l'origine tel que f|V : V → V ′ = f(V ) soit un di�éomorphisme 
onforme (
evoisinage existe bien d'après le théorème d'inversion lo
ale).Dé�nition 2.1 (Pétale attra
tif et répulsif). � Un ouvert 
onnexe U , ave
 U ⊂ V ∩ V ′ est un pétaleattra
tif pour f si
f(U) ⊂ U ∪ {0} et

⋂

k≥0

fk(U) = {0}On dit que U est un pétale répulsif pour f , si U ′ est un pétale attra
tif pour f−1.Remarque. � Dans le 
as où l'ouvert 
onnexe U est un pétale attra
tif, la propriété
⋂

k≥0

fk(U) = {0}est équivalente 4 à supposer que {fk}k≥0 
onverge uniformément sur U de (fk)k≥0 vers la fon
tion nulle.3voir la note de bas de page n◦ 2, page 9, pour l'existen
e d'un tel réel c. Dans le 
as présent une telle 
onstru
tion de c esttoujours possible quitte à prendre un voisinage de α0 aussi petit que l'on veut.4En e�et, supposons que ⋂
k≥0

fk(U) = {0}. Comme f(U) ⊂ U , la famille {fk(U)}k≥0 est alors une famille dé
roissante de
ompa
t qui tend vers {0} 
e qui est équivalent à la 
onvergen
e uniforme sur U de (fk)k≥0 vers la fon
tion nulle.



12 2 DYNAMIQUE LOCALELe théorème 
entral de 
ette partie est le suivant :Théorème 2.4 (Théorème de la �eur). � Si l'origine est un point �xe parabolique de multipli
ateur λ = 1et de multipli
ité n + 1 ≥ 2 pour une appli
ation holomorphe f dé�nie au voisinage de l'origine, alors il existe
n pétales attra
tifs disjoints Ui et n pétales répulsifs disjoints U ′

i pour f tels que
N0 = {0} ∪

n⋃

i=1

(Ui ∪ U ′
i)soit un voisinage de 0. De plus 
es pétales alternent : "Si on fait un tour autour de l'origine, on ren
ontresu

essivement un pétale attra
tif puis un pétale répulsif et ainsi de suite." 5

Pétale attra
tif
Pétale répulsifU1

U ′
1

U2

U ′
2

U3

U ′
3Fig. 5 � La �eur de Leau à trois pétales attra
tifs et trois pétales répulsifs. Les �è
hes indiquent la dynamiqueinduite par f .Avant de débuter la preuve du théorème de la �eur 
ommençons par lo
aliser les di�érents types de pétales.Au voisinage de l'origine

f(z) = z(1 + azn + o(zn))Si |v| est assez petit pour que l'on puisse négliger les termes de plus haut degré, on a f(v) ≈ v(1 + avn).� Si v satisfait à la 
ondition avn < 0, on voit que f(v) dé�nit approximativement la même dire
tion que vmais est attiré par l'origine. On dira qu'un ve
teur v ∈ C
∗ est une dire
tion attra
tive si

avn < 0Au voisinage de l'origine et dans la dire
tion v on remarque que |f(z)| < c |z|, où c est un réel tel que
0 < c < 1, ainsi que f(z) reste dans la dire
tion et le sens indiqués par v. Par 
onséquent, pour vsu�samment petit, (fn(v))n∈N 
onverge vers 0.� De manière analogue, on dira qu'un ve
teur v ∈ C

∗ est une dire
tion répulsive si
avn > 0Si le point �xe est de multipli
ité n+1, on a pré
isément n dire
tions attra
tives et n dire
tions répulsives 6qui alternent lorsqu'on fait un tour de l'origine.On verra que les pétales attra
tifs (resp. répulsifs) se situent dans les se
teurs S (resp. S′) formés par deuxdire
tions répulsives (resp. attra
tives) su

essives. A�n de dé
rire 
es pétales et 
omprendre la dynamique que

f y induit, on introduit le 
hangement de 
oordonnées suivant :
w = φ(z) =

−1

nazn5L. Leau (1897)6données par arg v = (π + 2kπ − α)/n et arg v = (2kπ − α)/n, pour k = 0, 1, . . . , n − 1, ave
 α = arg a
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Fig. 6 � Un pétale répulsif V ′
ε et un pétale attra
tif Vε de l'appli
ation f : w 7→ w + w2.Cette appli
ation transporte le problème de l'origine à l'in�ni et peut être vue 
omme un di�éomorphisme
onforme 7 d'un se
teur S, se situant entre deux dire
tions répulsives, sur C \ (−∞, 0]. On notera alors

z = n
√
−1/naw := φ−1(w)l'appli
ation ré
iproque 8. Un 
al
ul 9 montre que l'appli
ation f devient après 
onjugaison par φ

g(w) = φ ◦ f ◦ φ−1(w) = w + 1 + o(1) pour w → ∞De manière analogue, la même appli
ation w = φ(z) envoie un se
teur S′ 
ompris entre deux dire
tions attra
-tives sur C \ [0,+∞) et la 
onjugaison de f−1
|S′

par φ donne
g∗(w) = φ ◦ f−1

|S′
◦ φ−1(w) = w − 1 + o(1) pour w → ∞Passons à la démonstration du théorème de la �eur (Théorème 2.4).

DomaineV

R
c

Fig. 7 � On peut 
hoisir un réel c de telle sorte que V ne ren
ontre pas D(0, R).Démonstration. � Tout d'abord, re
her
hons un pétale attra
tif dans un se
teur S, situé entre deux dire
tionsrépulsives su

essives. Grâ
e au 
hangement de 
oordonnées pré
édent où l'on a dépla
é le problème de l'origineà l'in�ni, 
e
i revient à trouver dans C\] −∞, 0] un ouvert non borné V satisfaisant
g(V ) ⊂ V et (gk

|V )k∈N converge vers ∞ uniformément7Sur un se
teur ouvert d'angle 2π/n, l'appli
ation z 7→ zn est 
onforme sur son image.8Comme l'appli
ation holomorphe −1/nazn dé�nie sur S simplement 
onnexe est à valeur dans C∗, on peut dé�nir une appli-
ation holomorphe "ra
ine n-ème" de −1/nazn.9g(w) = φ ◦ f(z) = φ(z(1 + azn + o(zn))) = −1
nazn(1+nazn+o(zn))

= w
1−1/w+o(1/w)

= w(1 + 1/w + o(1/w)) = w + 1 + o(1)



14 2 DYNAMIQUE LOCALEOn 
hoisit alors V de la manière suivante : Soit α > 0 tel que τ = sinα ∈]0, 1/4[. Comme
g(w) = φ ◦ f ◦ φ−1(w) = w + 1 + o(1) pour w → ∞On prend R tel que

|g(w) − (w + 1)| < τ pour tout |w| > R (2)Il su�t alors de 
hoisir (voir �gure 7) une 
onstante positive c > 0 telle que
V =

{
w = u + iv; u > c −

|v|

tan 2α

}ne ren
ontre pas le disque D(0, R). En utilisant (2), on a
g(V ) ⊂ Vet de plus, Re(g(w)) > Re(w) + 1/2 pour w ∈ V puisque τ < 1/4. Par 
onséquent, Re(gn(w)) > Re(w) + n/2,
e qui montre que P = φ−1(V ) est un pétale attra
tif. On 
on
lut de même dans 
haque se
teur S et de manièreanalogue pour les pétales répulsifs dans les se
teurs S′.2.3.2 Etude du 
as général

Fig. 8 � Ensemble de Julia de z 7→ z2 + e2iπtz où t = 3
7 .Nous allons 
ompléter les arguments utilisés pour l'étude du premier 
as. Considérons l'appli
ation F = fp.Pour 
ette appli
ation, l'origine est un point �xe parabolique de multipli
ateur 1. Soit N + 1 la multipli
itéde 
e point �xe. Le théorème de la �eur (Théorème 2.4) s'applique et montre qu'il existe N pétales attra
tifs

U1, U2, . . . , UN et autant de pétales répulsifs U ′
1, U

′
2, . . . , U

′
N .Si P désigne par exemple un pétale attra
tif de F , alors f(P ) est de nouveau un pétale attra
tif de Ppuisque 10

F (f(P )) = F (f(P )) = f ◦ fp(P ) = f ◦ F (P ) ⊂ f(P ) ∪ {0}et 
omme (F k)k∈N 
onverge uniformément vers 0 sur P on en déduit que F k ◦f = f ◦F k 
onverge uniformémentvers f(0) = 0 
'est-à-dire que (F k)k∈N 
onverge uniformément vers 0 sur f(P ). f(P ) est don
 un pétale attra
tif.Au voisinage de l'origine
f(z) = λz + o(z) avec λp = 1L'appli
ation f agit en l'origine 
omme une rotation d'angle θ = arg λ, elle é
hange les pétales. Ainsi f(P ) estéquivalent 11 à l'un des pétales U1, U2, . . . , UN . Par 
onséquent f permute les pétales de F , f a le même nombre

N de pétales que F et 
e nombre est un multiple de p.10en utilisant d'une part le fait que f est un homéomorphisme lo
al sur un voisinage de l'origine, 
e qui permet d'é
rire que
f(P ) = f(P ) et d'autre part le fait que P est un pétale pour F don
 F (P ) ⊂ P ∪ {0}.11Le pétale étant 
onnexe, on peut proprement identi�er f(P ) ave
 un autre pétale.



2.4 Points �xes irrationnellement neutres 152.4 Points �xes irrationnellement neutresLa question de la linéarisation au voisinage des points irrationnellement neutres est longtemps restée ouverte.En 1912, lors un 
ongrès international, E. Kasner 
onje
ture qu'une linéarisation est toujours possible. En 1917,G.A. Ptei�er 
onstruit un 
ontre-exemple, et Julia prétendra deux ans plus tard qu'une linéarisation n'est jamaispossible. Sa preuve se révélera in
orre
te, et Cremer en 1927, puis Siegel en 1942, 
lari�eront la situation.Soit f une appli
ation holomorphe dé�nie au voisinage de l'origine. Rappelons que l'origine est un point �xeirrationnellement neutre pour f si
f(z) = λz + a2z

2 + a3z
3 + . . . au voisinage de 0où λ = e2iπθ, θ irrationnel. L'argument θ ∈]0, 1[ est appelé angle de rotation.Dé�nition 2.2. � Les points �xes irrationnellement neutres sont de deux sortes :� Les points de Siegel pour lesquels il existe une linéarisation lo
ale.� Les points de Cremer pour lesquels il n'existe pas de linéarisation lo
ale.

Fig. 9 � Ensemble de Julia de z 7→ z2 + e2iπζz où ζ = 3

√
1
4 .Théorème 2.5 (Théorème de non-linéarisation de Cremer). � L'origine est un point de Cremer detout polyn�me de la forme f(z) = zd + ... + λz, ave
 λ irrationnellement neutre tel que

lim sup
q→∞

log(log(1/|1 − λq|))

q
> log(d)En parti
ulier, l'ensemble des multipli
ateurs λ irrationnellement neutres tels que l'origine soit un point deCremer pour tout polyn�me f(z) = zd + ... + λz de degré quel
onque est dense dans le 
er
le unité.Démonstration. � Soit f un tel polyn�me, et supposons par l'absurde que f(z) = zd + ...+λz soit linéarisable :il existe une fon
tion h biholomorphe telle que sur D(0, δ),

h−1 ◦ f ◦ h(z) = λzAlors pour tout entier n,
fn(z) = h(λnh−1(z))Soit alors z un zéro de fn dans D(0, δ). D'après la relation pré
édente, λnh−1(z) est un zéro de h. Comme λest irrationnellement neutre, l'ensemble des λn est dense dans le 
er
le unité, et don
 on doit avoir h−1(z) = 0en vertu du prin
ipe des zéros isolés. Don
 l'origine est le seul zéro de fn dans D(0, δ).De plus, on a 
lairement

fq(z) − z = zdq

+ ... + (λq − 1)z



16 2 DYNAMIQUE LOCALECe polyn�me a dq −1 ra
ines non nulles (
ar λ n'est pas ra
ine de l'unité) dont le produit vaut ±(1−λq). Soientalors ε > 0 et une suite (qn)n∈N stri
tement 
roissante tels que pout tout n, |1 − λqn | < 1 et
log(log(1/|1 − λqn |)) > qn(log(d) + ε)(une telle suite et un tel ε existent par hypothèse).D'une part, en passant aux exponentielles, on obtient

1/|λqn − 1| > exp(dqneqnε)don

|λqn − 1| < exp(−eqnεdqn) < exp(−eqnε)D'autre part, la ra
ine zn de fqn(z) − z de module minimal véri�e |zn|

qn−1 ≤ |λqn − 1|, don

|zn| < |λqn − 1|

1
qn−1 < |λqn − 1|

1
qnFinalement, |zn| < exp(−eqnε/qn) don
 (zn)n∈N tend vers zéro, et à partir d'un 
ertain rang, zn ∈ D(0, δ), 
equi 
ontredit le fait que fn ait un unique zéro au voisinage de l'origine.Si on é
rit alors λ = e2iπθ, la 
ondition sur λ peut se reformuler ainsi : il existe une suite de 
ouples d'entierspremiers entre eux (pn, qn) telle que :

lim
q→∞

log(log(1/|θ − pn

qn
|))

qn
> log(d)Ce résultat se démontre simplement en e�e
tuant un fa
torisation par l'angle moitié, 
omme dans la proposition(B.2). On montre en annexe que l'ensemble des nombres irrationnels véri�ant 
ette 
ondition pour tout d estdense dans R.Malgré 
e résultat, il reste en
ore "beau
oup" de multipli
ateurs λ irrationnellement neutres tels que toutefon
tion holomorphe ayant zéro pour point �xe et λ pour multipli
ateur en zéro soit linéarisable :Théorème 2.6 (Théorème de linéarisation de Siegel). � Soit θ un réel diophantien 12. Toute fon
tionholomorphe s'annulant à l'origine et de multipli
ateur λ = e2iπθ est linéarisable au voisinage de zéro.Démonstration. � É
rivons f(z) = λz + f̂(z), ave
 f̂(z) =

∞∑

n=2

anzn, et re
her
hons un biholomomorphisme ψtel que
ψ−1 ◦ f ◦ ψ(z) = g(z) = λz + ĝ(z) (3)où ĝ est une fon
tion holomorphe "plus petite" que f̂ en un 
ertain sens que l'on pré
isera. On 
onstruiraalors le biholomomorphisme ϕ tel que ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ(z) = λz 
omme une limite de biholomorphismes 
onstruitspar ré
urren
e.L'équation fon
tionnelle

ψ̂(λz) − λψ̂(z) = f̂(z) (4)admet une solution dé�nie 
omme la somme de la série
ψ̂(z) =

∞∑

n=2

an

λn − λ
znEn e�et,le rayon de 
onvergen
e de 
ette série est non nul, 
ar 
omme θ est diophantien, d'après la propositionB.2, il existe deux 
onstantes c, µ > 0 telles que

|λn − 1| ≥ cn1−µ12voir l'annexe B



2.4 Points �xes irrationnellement neutres 17(µ peut être prise entière et supérieure ou égale à 2). On a alors |an|
|λn−λ| ≤ c−1|an|n

µ−1, et la série entière∑
|an|n

µ−1zn a le même rayon de 
onvergen
e que la série ∑
|an|z

n.Dans toute la suite, on prend une 
onstante c0 telle que pour tout n

1

|λn − 1|
≤ c0

nµ

µ!et on peut 
hoisir η < 1/5 et δ su�samment petit tel que c0δ < ηµ+2. On remarque qu'en prenant η assez petit,
ette dernière 
ondition implique que δ < η. On peut également prendre r > 0 tel que ∀z ∈ D(0, r), |f̂ ′(z)| < δ.L'inégalité de Cau
hy appliquée à f̂ ′ donne |an| ≤
δ

nrn−1 , et alors, pour z ∈ D(0, (1 − η)r), on a :
|ψ̂′(z)| ≤

∞∑

n=2

nan

|λn − λ|
rn−1(1 − η)n−1 ≤

c0δ

µ!

∞∑

n=2

nµ(1 − η)n−1

<
c0δ

µ!

∞∑

n=1

n(n + 1)(...)(n + µ − 1)(1 − η)n−1 =
c0δ

ηµ+1Comme c0δ < ηµ+2, alors |ψ̂′| ≤ η sur le disque D(0, (1− η)r). D'après l'inégalité des a

roissements �nis, on aalors |ψ(z)| ≤ |z| + η|z| < r(1 − 3η) pour z ∈ D(0, (1 − 4η)r).Montrons de plus que ψ est un biholomorphisme de D(0, (1 − η)r) dans D(0, (1 − 2η)r). Pour 
ela, onremarque que ψ(z) = 0 si et seulement si z = 0 : en e�et, ψ(0) = 0 et ré
iproquement, si ψ(z) = 0, alors
ψ(λz) = 0, et pour tout n, ψ(λnz) = 0, et 
omme θ est irrationnel, l'ensemble des λn est dense dans le 
er
leunité, don
 z est nul par le prin
ipe des zéros isolés. De plus, l'inégalité des a

roissements �nis montre que
|ψ̂(z)| ≥ (1−2η)r pour z ∈ D(0, (1−η)r), don
 ψ−w ne s'annule pas sur D(0, (1−η)r) pour w ∈ D(0, (1−2η)r).On peut alors appliquer le prin
ipe de l'argument : en notant C la frontière de D(0, (1−η)r) et N(w) le nombrede solutions de l'équation ψ(z) = w dans D(0, (1 − η)r), où w ∈ D(0, (1 − 2η)r), on a

N(w) =

∫

C

ψ′(z)

ψ(z) − w
dzDon
 N est 
ontinue sur D(0, (1−2η)r) qui est 
onnexe, don
 N est 
onstante : N(w) = N(0) = 1. Finalement,

ψ est un biholomorphisme de D(0, (1 − η)r) dans D(0, (1 − 2η)r).Étudions alors g = ψ−1 ◦ f ◦ ψ sur le disque D(0, (1 − 4η)r). D'après 
e qui pré
ède, et en utilisant le faitque δ < η, on a :
D(0, (1 − 4η)r)

ψ
−→ D(0, (1 − 3η)r)

f
−→ D(0, (1 − 2η)r)

ψ−1

−−−→ D(0, (1 − η)r)don
 g(D(0, (1 − 4η)r) ⊂ D(0, (1 − η)r).On é
rit g(z) = z + ĝ(z), et on veut estimer ĝ relativement à f̂ . D'après (3), on a :
ĝ(z) + ψ̂(λz + ĝ(z)) = λψ̂(z) + f̂(z + ψ̂(z))et la relation (4) donne alors l'équation fon
tionnelle

ĝ(z) = ψ̂(λz) − ψ̂(λz + ĝ(z)) + f̂(z + ψ̂(z)) − f̂(z) (5)Notons C le maximum de ĝ sur le disque D(0, (1 − 4η)r). L'inégalité des a

roissements �nis appliquée à larelation (5) donne :
C ≤ sup |ψ̂′(z)|.C + sup |f̂(z + ψ̂(z)) − f̂(z)| ≤ ηC + δ

c0δ

ηµ+1
r
e qui se résout en

C ≤
c0δ

2r

ηµ+1

1

1 − ηL'inégalité de Cau
hy s'é
rit alors :
∀z ∈ D(0, (1 − 5η)r), |ĝ′(z)| ≤

c0δ
2r

ηµ+2

1

1 − η



18 2 DYNAMIQUE LOCALEOn note la présen
e du terme quadratique en δ, qui va permettre à la ré
urren
e de fon
tionner.Posons η0 = η, δ0 = δ, r0 = r, et dé�nissons les suites rn, ηn et δn par ré
urren
e :
rn+1 = rn(1 − 5ηn)

ηn+1 = ηn/2

δn+1 = c0δ
2
nη−(µ+2)

n 2−(µ+2)La 
ondition c0δn < ηµ+2
n est immédiate à véri�er par ré
urren
e, et 
omme ηn+1 < ηn, on a également

δn < ηn. On peut don
 
onstruire par ré
urren
e une suite de fon
tions biholomorphes (ψn)n∈N dé�nies sur
D(0, (1 − 5ηn)rn) ainsi qu'une suite

gn = ψ−1
n ◦ ψ−1

n−1 ◦ ... ◦ ψ−1
1 ◦ f ◦ ψ1 ◦ ... ◦ ψn−1 ◦ ψnPosons alors

R = r0

∏

n≥0

(1 − 5ηn) > 0alors
|(ĝn)′| ≤

δnrn

1 − ηn
−−−−→
n→∞

0sur D(0, R), don
 gn −−−−→
n→∞

z sur 
e même disque. En�n, 
omme ψ−1
n−1 ◦ ... ◦ ψ−1

1 ◦ f ◦ ψ1 ◦ ... ◦ ψn−1 ◦ ψn estbornée, on peut en extraire une suite qui 
onverge uniformément vers une fon
tion biholomorphe ϕ telle que
ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ = λz sur D(0, R).En parti
ulier, l'ensemble des réels diophantiens dans [0, 1] ayant pour mesure 1, pour presque tout λ du
er
le unité, toute fon
tion holomorphe �xant l'origine et ayant λ 
omme multipli
ateur en zéro est linéarisable.On s'intéresse maintenant à la famille des polyn�mes de degré 2 de la forme P (z) = z2 + λz. Cette famillejoue un r�le important dans l'étude des points �xes irrationnellement neutres ; 
itons pour 
ela le résultat di�
ilesuivant dû à Yo

oz (voir par exemple [Yo
95℄).Théorème 2.7 (Yo

oz). � Si pλ(z) = λz + z2 est linéarisable alors tout germe holomorphe g(z) = λz +
a2z

2 + a3z
3 + . . . dé�ni au voisinage de 0 est également linéarisable.Il existe une démonstration plus élémentaire du théorème de Siegel dans le 
as de 
es polyn�mes :Théorème 2.8 (Linéarisation des polyn�mes de degré 2, Yo

oz, 1988). � Pour presque tout θ, lepolyn�me f(z) = z2 + e2iπθz est linéarisable en zéro.La preuve repose sur trois lemmes élémentaires, ainsi que sur la formule de Jensen exposée en annexe.Lemme 2.9. � Soit f une fon
tion holomorphe de degré au moins deux ayant zéro pour point �xe attra
tif.D'après le théorème de Koenigs, il existe un biholomorphisme lo
al ϕ tel que ϕ ◦ f ◦ ϕ−1(z) = λz. Le bassinimmédiat d'attra
tion A∗(0) 
ontient alors un voisinage U qui s'envoie bije
tivement par ϕ sur un disque Dρ,et 
ontenant un point 
ritique de f sur sa frontière.Démonstration. � Notons ψ = ϕ−1. Supposons que 
ette fon
tion soit prolongeable analytiquement sur C. Larelation f ◦ ψ(z) = ψ(λz) étant vraie sur un ouvert non vide, elle est don
 vraie sur C en entier par le prin
ipedes zéros isolés. Il est alors 
lair que

∀z ∈ C, fn ◦ ψ(z) = ψ(λnz) −−−−→
n→∞

0Don
 ψ est à valeurs dans A∗(0), qui omet trois points 
ar il est 
ontenu dans l'ensemble de Fatou, 
e qui estimpossible d'après le théorème de Pi
ard.Notons alors ρ le rayon de 
onvergen
e de la série entière asso
iée à ψ, qui est �ni et non nul. Supposonsque f ′ ne s'annule pas sur sa frontière. Alors on peut dé�nir f−1 sur un disque de rayon r > ρ, et prolonger ψpar la relation ψ(z) = f−1 ◦ ψ(λz), 
e qui est impossible. Don
 f a au moins un point 
ritique sur ∂U .Lemme 2.10. � Dans le 
as d'un polyn�me fλ(z) = z2 + λz, ave
 |λ| < 1, notons Φλ le 
hangement devariables holomorphes tel que Φλ ◦ fλ ◦ Φ−1
λ (z) = λz. Alors ave
 les mêmes notations qu'au lemme pré
édent,

ρ = |Φ(−λ/2)|. De plus, la fon
tion η(λ) = Φλ(−λ/2) est holomorphe et ne s'annule pas sur D − {0}.



2.4 Points �xes irrationnellement neutres 19Démonstration. � La première assertion se déduit du lemme pré
édent et du fait que −λ/2 soit la seule valeur
ritique. L'analy
ité de η se déduit de la remarque du théorème de linéarisation de Koenigs. En�n, pour montrerque η est bornée, on remarque que U ⊂ D(0, 2) : en e�et, si |z| > 2, il est 
lair que |fλ(z)| > |z|, don
 (fn
λ (z))n∈Nne peut pas 
onverger vers zéro. Don
 Φλ envoie U sur D(0, ρ), ave
 une dérivée égale à 1 à l'origine, et d'aprèsle lemme de Shwarz, ρ ≤ 2.L'origine est alors une singularité illusoire, et on peut don
 prolonger η à D.Lemme 2.11. � Ave
 les mêmes notations, soit λ un 
omplexe de module 1. Supposons que l'origine soit unpoint de Cremer pour fλ, alors :

lim
r→1

η(rλ) = 0Démonstration. � Supposons que :
lim sup

r→1
|η(rλ)| = ρ0 > 0alors pour ρ < ρ0, pour une suite λn ∈ D qui 
onverge vers λ, Φ−1

λn
est bien dé�nie et envoie D(0, ρ) sur D(0, 2).La suite Φ−1

λn
est don
 bornée, on peut en extraire une sous suite 
onvergeant uniformément sur tout 
ompa
tvers un biholomorphisme Φ−1, et il est aisé de véri�er que Φ−1(λz) = fλ(Φ−1(z)). L'origine est don
 un pointde Siegel.On 
on
lut par le théorème de F. et M. Riesz : η(re2iπθ) ne peut tendre vers zéro que pour un ensemble demesure nulle d'angles θ, don
 pour presque tout θ, zéro est un point de Siegel de fe2iπθ .



20 A ANALYSE COMPLEXE SUR LA SPHÈRE DE RIEMANNA Analyse 
omplexe sur la sphère de RiemannA.1 La sphère de RiemannOn 
onsidère le 
ompa
ti�é d'Alexandrov du plan 
omplexe C qui est
Ĉ := C ∪ {∞}muni de l'unique topologie dont une base d'ouverts est l'ensemble formé des ouvert de C et des cK ∪ {∞} pour

K 
ompa
t de C.La proje
tion stéréographique z 7→ z∗ permet d'identi�er Ĉ à la sphère unité eu
lidienne S
2 de R

3 (voir la�gure A.1).On munit Ĉ de la topologie induite par la métrique sphérique σ :
σ(z, w) := ‖z∗ − w∗‖

R3 =
2 |z − w|√

(1 + |z|2)(1 + |w|2)

σ(z,∞) := lim
w→∞

σ(z, w) =
2√

1 + |z|2

∀ z, w ∈ Ĉ, σ(z, w) = σ(1/z, 1/w)ave
 la 
onvention 1/∞ = 0.

C

z

z∗

N

•
SFig. 10 � La proje
tion stéréographique z 7→ z∗ permet d'identi�er Ĉ à S2.Considérons les homéomorphismes

φ1 :

{
U1 = C → C

z 7→ z
et φ2 :






U2 = C ∪ {∞} − {0} → C ∪ {∞} − {0}

z 7→

{
1/z si z 6= ∞
0 si z = ∞Alors

φ2 ◦ φ−1
1 :

{
C − {0} → C − {0}

z 7→ 1
zest holomorphe. Don
 (U1, φ1)i=1,2 est un atlas de 
artes holomorphe sur Ĉ. L'espa
e Ĉ, muni de l'atlas de
artes holomorphe maximal 
ontenant (U1, φ1)i=1,2 est don
 une variété analytique 
omplexe de dimension 1,que l'on appelle la sphère de Riemann. Elle est 
lairement Cw−di�éomorphe à la variété S

2.La métrique sphérique σ permet de dé�nir la 
onvergen
e uniforme sphérique 
omme étant la 
onvergen
euniforme pour 
ette métrique parti
ulière.



A.1 La sphère de Riemann 21Dé�nition A.1 (Dérivée sphérique). � Pour une appli
ation f : Ĉ 7→ Ĉ, on dé�nit la dérivée sphérique de
f en z par

|f ′(z)|σ = lim
w→z

σ(f(w), f(z))

σ(w, z)La notion utile par la suite sera la suivante : pour une appli
ation f : D 7→ Ĉ, où D est le disque unité ouvertde C, on dé�nit la dérivée sphérique de f en z par
f ♯(z) = lim

w→z

σ(f(w), f(z))

|w − z|Dé�nition A.2 (Fon
tions holomorphes sur Ĉ). � Une appli
ation f : D 7→ Ĉ du disque unité ouvertde C dans la sphère de Riemann est dite holomorphe en z0 si sa 
omposée ave
 l'une des 
artes dé�nissant lastru
ture de Ĉ est analytique au voisinage de z0.Plus pré
isément, f doit véri�er les propriétés suivantes :� f est à valeurs 
omplexes et holomorphe au voisinage de tout point z0 6= ∞ véri�ant f(z0) 6= ∞� Si z0 6= ∞ et f(z0) = ∞, alors la fon
tion z 7→ 1/f(z) est à valeurs 
omplexes et holomorphe au voisinagede z0� Si ∞ ∈ Ω et f(∞) 6= ∞ , alors la fon
tion z 7→ f(1/z) est à valeurs 
omplexes et holomorphe au voisinagede 0� Si∞ ∈ Ω et f(∞) = ∞, alors la fon
tion z 7→ 1/f(1/z) est à valeurs 
omplexes et holomorphe au voisinagede 0.On véri�e que les restri
tions des appli
ations holomorphes à C sont exa
tement les fon
tions méromorphes.Les fon
tions holomorphes sur Ĉ en entier sont tout simplement les fra
tions rationnelles. Pour montrer
ette 
ara
térisation, on a besoin du lemme suivant :Lemme A.1. � Soit f une fon
tion holomorphe non 
onstante d'un ouvert 
onnexe U de Ĉ dans Ĉ. Alorspour tout b dans la sphère de Riemann, l'ensemble f−1{b} est un ensemble fermé et dis
ret de U .Démonstration. � Quitte à translater ou à 
hanger f en 1/f , on peut supposer que b = 0. L'ensemble des zérosnon isolés de f est 
lairement un fermé de U . S'il est non vide, soit a un zéro non isolé. Supposons d'abord que
a ∈ C. Au voisinage de a, f est holomorphe à valeurs dans C. Don
 d'après le théorème des zéros isolés, f estnulle au voisinage de a. Supposons maintenant que a = ∞. En 
onsidérant f(1/z), on montre de même que fest nulle sur un voisinage de a. Finalement, l'ensemble des zéros non isolés est un ouvert fermé de U , et par
onnexité, il est vide (
ar f est non 
onstante).On en déduit le résultat annon
é :Théorème A.2. � Les fon
tions holomorphes sur Ĉ sont exa
tement les fra
tions rationnelles.Démonstration. � Il est 
lair que les fra
tions rationnelles sont holomorphes sur la sphère de Riemann. Ré
i-proquement, soit f une fon
tion holomorphe sur Ĉ. D'après le lemme pré
édent, l'image ré
iproque de ∞ par
f est dis
ret dans Ĉ, don
 �ni (par 
ompa
ité de la sphère de Riemann). Notons alors n le nombre de zérosdistin
ts de 1/f . Soit a un zéro �ni de 1/f , au voisinage de a, 1/f est à valeurs dans C et holomorphe, don
on peut é
rire 1/f(z) = (z − a)kf1(z), où f1 est holomorphe sur Ĉ et f1(a) 6= 0. Alors les p�les de f di�érentsde a sont les zéros de f1, et don
 le nombre de zéros de f1 est stri
tement inférieur à n. On peut alors montrerpar ré
urren
e qu'il existe p 
omplexes ai (les p�les de f 
omptés ave
 leur ordre de multipli
ité) tels que

g(z) = f(z)
∏

1≤i≤p

(z − ai)ne prenne que des valeurs 
omplexes sur C.Toujours d'après le lemme, g n'a qu'un nombre �ni de zéros. Soit b un zéro de g, au voisinage de b on peuté
rire g(z) = (z − b)kg1(z), ave
 g1(z) 6= 0. On peut aussi é
rire g(z) = (z − b)kg2(z) hors d'un voisinagede b, 
ar 1/(z − b) est holomorphe sur un tel ouvert. On peut alors, grâ
e au prin
ipe des zéros isolés, é
rire
g(z) = (z − b)g1(z) sur C. Ainsi, en pro
édant par ré
urren
e, on obtient g(z) = h(z)

∏
1≤j≤q(z − bj), où h estentière et ne s'annule pas. On a alors :

f(z) = h(z)

∏
1≤i≤p

(z − ai)

∏
1≤i≤q

(z − bi)



22 A ANALYSE COMPLEXE SUR LA SPHÈRE DE RIEMANNOr, h est également holomorphe sur Ĉ, don
 h est 
ontinue en l'in�ni. Si h est non bornée h(∞) = ∞, 
omme
h ne s'annule pas, alors 1/h est entière, nulle en l'in�ni, don
 
onstante par Liouville, 
e qui est absurde. Don

h est bornée, don
 
onstante, et don
 f est rationnelle.La 
onvergen
e uniforme sphérique nous sera très utile pour prouver le théorème de Montel et pour dé�nirles familles normales à valeurs dans Ĉ. Voi
i quelques théorèmes de 
onvergen
e qui pré
isent 
ette notion.Théorème A.3. � Soit (fn)n∈N une suite d'appli
ations holomorphes sur D à valeur dans Ĉ.La suite (fn)n∈N 
onverge uniformément sphériquement sur tout 
ompa
t de D si et seulement si pour tout
z0 ∈ D, il existe un disque fermé D(z0, r) sur lequel soit (fn)n∈N ou (1/fn)n∈N 
onverge uniformément sur
D(z0, r).Démonstration. � Comme σ(w1, w2) ≤ |w1 − w2| et σ(w1, w2) ≤

∣∣∣ 1
w1

− 1
w2

∣∣∣, si soit {fn} ou {1/fn} 
onvergeuniformément sur D(z0, r), alors {fn} 
onverge uniformément sphériquement sur D(z0, r), don
 sur tout 
ompa
tde D.Ré
iproquement, on distingue 2 
as :� f(w) 6= ∞ :Par 
ontinuité de f , on sait qu'il existe un voisinage de w sur lequel f est borné. fn 
onverge uniformémentsphériquement vers f bornée don
 fn 
onverge uniformément vers f .� f(w) = ∞ :Comme σ(1/fp, 1/fq) = σ(fp, fq), en 
onsidérant 1/f on se ramène au 
as pré
èdent. Il y a don
 
onver-gen
e uniforme de 1/fn vers 1/f sur un voisinage de w.Proposition A.4. � Soit {fn} une suite de fon
tions sphériquement 
ontinues qui 
onverge sphériquementuniformément vers une fon
tion f sur un 
ompa
t E de C, alors f est sphériquement uniformément 
ontinuesur E et les appli
ations {fn} sont sphériquement équi
ontinues sur E.Démonstration. � La preuve est valable dans tout espa
e métrique, et don
 en parti
ulier dans Ĉ.Il est souvent fait allusion aux homographies, ou transformations de Möebius. Leur intérêt provient duthéorème suivant :Proposition A.5. � Les automorphismes de la sphère de Riemann Ĉ sont exa
tement les transformations deMöebius, ou homographies, dé�nies par
φ(z) :=

az + b

cz + doù le déterminant ad − bc est non nul.Démonstration. � Il est immédiat que les homographies de déterminant non nul sont des automorphismes de
Ĉ, et qu'une homographie est un automorphisme si et seulement si elle est de déterminant non nul.Ré
iproquement, on 
ommen
e par montrer que les automorphismes de C sont les similitudes. Soit g un auto-morphisme de C. Quitte à 
omposer par une translation, on peut supposer que g(0) = 0. La fon
tion g(z)

z estalors entière et bornée. En e�et, posons ζ = 1
z et h(ζ) = 1/g(1/ζ) qui est holomorphe sur C

∗. Alors
lim
z→0

g(z)

z
= g′(0) et lim

z→∞

g(z)

z
= lim

ζ→0
=

1

h′(0)et la fon
tion ω 7→ g(eω)
eω est alors entière et bornée, don
 
onstante d'après le théorème de Liouville, et g estdon
 une homothétie.Soit alors f un automorphisme de Ĉ, quitte à 
omposer par une homographie, on peut supposer que f(∞) = ∞.Alors la restri
tion de f à C est un automorphisme de C, don
 une similitude. L'appli
ation f est don
 bienune homographie.Remarque. � On remarquera que tout triplet de points de Ĉ peut être envoyé sur le triplet {0, 1,∞} par unetransformation de Möebius.



A.2 Familles normales, théorème de Montel 23A.2 Familles normales, théorème de MontelDé�nition A.3. � Une famille F de fon
tions holomorphes D → Ĉ est dite normale si toute suite extraite de
F possède une valeur d'adhéren
e pour topologie de la 
onvergen
e uniforme sphérique.L'objet de 
ette se
tion est, dans un premier temps, l'étude des familles normales en général, aboutissantau théorème de Montel, et dans un deuxième temps, l'appli
ation de 
ertains résultats à la famille des itérées
{fn} d'une fon
tion holomorphe f .Les résultats qui suivent aboutissent au théorème de Montel, donnant un 
ritère fondamental de normalité.Théorème A.6. � Une famille F d'appli
ations holomorphes sur D est normale si et seulement si F estsphériquement équi
ontinue sur D.Démonstration. � Pour l'impli
ation dire
te, on peut raisonner par l'absurde, et 
onsidérer une suite nonéqui
ontinue de F . Cette suite admet une valeur d'adhéren
e pour la 
onvergen
e uniforme sphérique, don
d'après la proposition A.4 
itée en annexe, on obtient un absurdité.L'impli
ation ré
iproque est immédiate :� D est 
ompa
t� l'espa
e d'arrivée Ĉ est 
ompa
t� f est équi
ontinueD'après un théorème d'As
oli, F est normale.Le théorème suivant est utilisé dans la démonstration du théorème de Montel.Théorème A.7 (Théorème d'Hurwitz). � Si fn : D 7→ Ĉ est une suite d'appli
ations holomorphes qui
onverge uniformément sur tout 
ompa
t vers une appli
ation holomorphe g non 
onstante et si g prend la valeur
α, alors fn prend la valeur α pour n assez grand.Démonstration. � Si α = ∞ 
omme ∀ z, w ∈ Ĉ, σ(z, w) = σ(1/z, 1/w) en 
onsidérant 1/f et 1/g on se ramèneau 
as où α = 0. On peut don
 supposer que α ∈ C, de plus en 
onsidérant f − α et g − α, on se ramène au
as où α = 0. Soit alors z ∈ D tel que g(z) = 0. Par 
ontinuité de g, il existe un voisinage de z tel que g soit àvaleur dans C. En 
onsidérant un voisinage 
ompa
t on peut supposer que {fn}n∈N est à valeur dans C.Comme l'appli
ation holomorphe g n'est pas 
onstante, ses zéros sont isolés. On peut don
 trouver ε > 0 telque g(z + εeiθ) 6= 0 pour tout θ ∈ R. Par 
onvergen
e uniforme de 1/fn vers 1/g sur le 
er
le de 
entre z et derayon ε, on a pour n su�samment grand,

sup
θ∈R

1

|fn(z + εeiθ)|
≤ 2 sup

θ∈R

1

|g(z + εeiθ)|
< +∞Comme fn(z) −−−−−→

n→+∞
0, à partir d'un 
ertain rang

2 sup
θ∈R

1

|g(z + εeiθ)|
<

1

|fn(0)|On en déduit que fn s'annule sur le disque de 
entre z et de rayon ε, sinon 1/fn ne respe
terait pas le prin
ipedu module maximum.Théorème A.8 (Théorème de Marty). � Une famille F de fon
tions holomorphes de D dans Ĉ est normalesi et seulement si f ♯ est lo
alement bornée : pour tout 
ompa
t K de D, il existe un réel stri
tement positif C(K)tel que pour tout 
omplexe z ∈ K, pour toute appli
ation f ∈ F

f ♯(z) =
2 |f ′(z)|

1 + |f(z)|2
≤ C(K)Démonstration. � Supposons que F est normal et qu'il existe un 
ompa
t K in
lus dans D, une suite de points

zn de K et des appli
ations holomorphes fn de F tels que
f ♯

n(zn) −−−−−→
n→+∞

+∞Après une éventuelle extra
tion, on peut supposer par normalité de la famille F que fn 
onverge uniformémentsphériquement sur K vers une appli
ation holomorphe f : K 7→ Ĉ. Soit w ∈ D, d'après le théorème (A.3)soit fn → f , soit 1/fn → 1/f uniformément sur un voisinage de w lorsque n → +∞. Il existe don
 un réel r
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tement positif tel que sur D(w, r) le disque fermé in
lus dans D de 
entre w et de rayon r on ait 
onvergen
euniforme soit de fn soit de 1/fn.Dans le 
as où fn 
onverge uniformément vers une appli
ation holomorphe f bornée sur D(w, r). A partird'un 
ertain rang, les appli
ations fn sont bornées sur D(w, r) et don
 à valeur dans C, on retrouve la notion
lassique d'appli
ation holomorphe dans C. Le théorème de Weierstrass s'applique don
 et on en déduit que
f ♯

n(z) =
2 |f ′

n(z)|

1 + |fn(z)|2
−−−−−→
n→+∞

f ♯(z) =
2 |f ′(z)|

1 + |f(z)|2uniformément sur D(w, r). Comme f ♯ est bornée sur D(w, r), il en est de même pour f ♯
n.Dans le 
as où 1/fn 
onverge uniformément vers une appli
ation holomorphe 1/f bornée sur D(w, r). Lemême argument que pré
édemment s'applique à 1/fn, et puisque g♯ = ( 1

g )♯ on a la même 
on
lusion. Dans toutles 
as f ♯
n est bornée à partir d'un 
ertain rang sur D(w, r). Comme K est 
ompa
t, on peut le re
ouvrir par unnombre �ni de disque ouvert {D(wi, ri)}i∈{0,...,p} 
e qui montre que f ♯

n est bornée sur K, 
e qui est impossiblepuisque f ♯
n(zn) −−−−−→

n→+∞
+∞.� Ré
iproquement, soit D(0, r) un voisinage 
ompa
t de l'origine sur lequel F ♯ est uniformément bornée,il existe une 
onstante C telle que ∀ z ∈ D(0, r),∀ α f ♯

α(z) ≤ C. Soit z0, z ∈ D(0, r), γ le segment joignant z0à z, alors
σ(fα(z0), fα(z)) ≤

∫

γ

f ♯
α(ζ) |dζ| ≤ C |z0 − z|

F est alors sphériquement équi
ontinue sur D(0, r). D'après le théorème (A.6), F est normale sur D(0, r)Le lemme suivant est la dernière étape avant le théorème de Montel.Lemme A.9 (Prin
ipe de renormalisation de Zal
man). � Une famille d'appli
ations holomorphes Fde D dans Ĉ n'est pas normale au voisinage de a ∈ D si et seulement si il existe une suite de points an ∈ D,
an −−−−−→

n→+∞
a, des réels positifs rn ց 0 et des appli
ations fn ∈ F tels que la suite fn(an + rnw) 
onvergeuniformément sur tout 
ompa
t de C vers une appli
ation entière non 
onstante g : C 7→ Ĉ satisfaisant à la
ondition de renormalisation

g♯(w) ≤ g♯(a) = 1pour tout w ∈ C.Démonstration. � Supposons que la famille d'appli
ations holomorphes F := {fα} de D dans Ĉ est une famillenormale au voisinage de a ∈ D et qu'il existe une suite de points an ∈ D, an −−−−−→
n→+∞

a, des réels positifs rn ց 0et des appli
ations fn ∈ F tels que la suite fn(an +rnw) 
onverge uniformément sur tout 
ompa
t de C vers uneappli
ation entière non 
onstante g : C 7→ Ĉ satisfaisant à la 
ondition de renormalisation. La famille {fn}n∈Nétant une famille normale au voisinage de a, après une éventuelle extra
tion on peut supposer que fn 
onvergesur un voisinage K de a vers une appli
ation holomorphe h : D 7→ Ĉ.Soit w ∈ C, 
omme an + rnw → a en passant à la limite sur K on trouve g(w) = h(a). Don
 g est 
onstante,
e qui est impossible. La 
ondition énon
ée est don
 su�sante à la non-normalité.� Ré
iproquement, en 
onsidérant un disque ouvert de 
entre a in
lus dans D on se ramène au 
as où a = 0.D'après le théorème de Marty (Théorème A.8), F ♯ := {f ♯
α} n'est pas uniformément bornée au voisinage de

a = 0. Soit alors ρn ց 0 une suite de réels dé
roissant vers 0. On peut trouver fn ∈ F et ξn ∈ D(0, ρn/2) telsque
f ♯

n(ξn) ≥
n

ρn
(6)Choisissons an ∈ D(0, ρn) tel que

f ♯
n(an)(ρn − |an|) = sup

|z|≤ρn

f ♯
n(z)(ρn − |z|) =: Mn (7)Ave
 (6) on a

Mn ≥ f ♯
n(ξn)(ρn − |ξn|) ≥

n

2et don
 la suite Mn diverge vers +∞. Posons rn := 1/f ♯
n(an), (7) peut alors s'é
rire

rnMn = ρn − |an|
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e qui montre en parti
ulier que rn → 0.Comme |an + rnw| ≤ |an| + rnMn = ρn pour tout nombre 
omplexe |w| ≤ Mn, l'appli
ationgn(w) :=
fn(an + rnw) est bien dé�nie sur D(0,Mn) et on a

g♯
n(w) = rnf ♯

n(an + rnw) ≤
rnMn

ρn − |an + rnw|
≤

rnMn

ρn − |an| − rn |w|
=

1

1 − |w| /MnLa famille {gn} est don
 lo
alement équi
ontinue. En vertu du théorème d'As
oli la suite gn 
onverge don
uniformément sur tout 
ompa
t de C après une éventuelle extra
tion. Si g : C → Ĉ est la limite, alors
g♯(w) = lim

n→+∞
g♯

n(w) ≤ lim
n→+∞

(
1 −

|w|

Mn

)−1

= 1et g♯(0) = lim
n→+∞

g♯
n(0) = 1.Le théorème de Montel fournit un 
ritère spe
ta
ulaire de normalité, qui servira notamment pour l'étude del'ensemble de Julia.Théorème A.10 (Théorème de Montel). � Si a, b, c sont trois points distin
ts, alors toute famille d'ap-pli
ations holomorphes fα : D 7→ Ĉ \ {a, b, c} est normale.Démonstration. � En 
onjuguant par une homographie appropriée (
f Proposition A.5) on peut supposer que

{a, b, c} = {0, 1,∞}. Soit
fn : D → Ĉ \ {0, 1,∞}une suite d'appli
ations holomorphes. Comme D est simplement 
onnexe et fn(D) évite les valeurs 0 et ∞ onpeut, pour tout entier n et tout entier k ≥ 1, dé�nir

fn,k = 2k
√

fnComme fn ne prend pas la valeur 1, fn,k(D) évite l'ensemble
Rk := {e2iπq/2k

; 1 ≤ q ≤ 2k}des ra
ines 2k-mêmes de l'unité.Supposons {fn}n∈N non normale. Le prin
ipe de renormalisation de Zal
man et le théorème d'Hurwitzappliqués à {fn,k}n∈N fournissent une appli
ation entière non 
onstante φk : C → Ĉ \ ({0,∞} ∪ Rk) telle que
φ♯

k ≤ φ♯
k(0) = 1. On en déduit qu'en vertu du théorème de Marty, la famille {φk}k∈N est normale. Aprèsextra
tion, {φk}k∈N 
onverge sur tout 
ompa
t de C vers une appli
ation entière φ : C → Ĉ. L'appli
ation φest non-
onstante 
ar φ♯(0) = lim

n→+∞
φ♯

k(0) = 1. Par ailleurs, la suite Rk étant 
roissante pour l'in
lusion, lethéorème d'Hurwitz nous montre que
φ(C) ⊂ C \

⋃

k≥1

Rk (8)Comme l'appli
ation entière φ est ouverte, φ(C) est ouvert, et par densité ave
 (8) on a φ(C) ∩ S
1 = ∅.L'image 
ontinue d'un 
onnexe est 
onnexe, ainsi φ ou 1/φ est à valeur dans D. Mais alors par le théorème deLiouville, φ est 
onstante, 
e qui est impossible.Le théorème suivant, Théorème de Pi
ard, est équivalent au Théorème de Montel (Théorème A.10).Théorème A.11 (Théorème de Pi
ard). � Si a, b, c sont trois points distin
ts, alors toute appli
ationholomorphe f de C dans Ĉ \ {a, b, c} est 
onstante.Démonstration. � La normalité de la famille fn : D → Ĉ \ {a, b, c} dé�nie par fn(z) = f(z0 + nz) entraîne

f ′(z0) = 0 puisque f ′
n(0) = nf ′(0). Ainsi le théorème de Montel (Théorème A.10)entraîne 
elui de Pi
ard.Ré
iproquement, si fn(z) = f(z0 + nz) est non normale, alors d'après le prin
ipe de renormalisation deZal
man (Lemme A.9), il existe an → a ∈ D et rn ց 0+ tels que fn(an + rnw) 
onverge vers une appli
ationentière non 
onstante g : C → Ĉ. Comme fn évite les points a, b, c, le théorème d'Hurwitz (Théorème A.7)justi�e que g(C) ⊂ Ĉ \ {a, b, c}. Le théorème de Pi
ard montre alors que g est 
onstante 
e qui est impossible.Par 
ontraposée, on a ainsi montré que le Théorème de Pi
ard implique 
elui de Montel.Il y a équivalen
e entre le théorème de Pi
ard et le théorème de Montel.



26 A ANALYSE COMPLEXE SUR LA SPHÈRE DE RIEMANNA.3 Théorème de Jensen, Théorème de F. et M. RieszLa démonstration du théorème de Siegel pour les polyn�mes de degré deux utilise le théorème de F. et M.Riesz, que l'on montre grâ
e à un théorème de Jensen. Commençons par deux lemmes :Lemme A.12. � Pour tout t ≥ 0, la fon
tion θ 7→ log |t − eiθ| est intégrable sur [0, 2π], et on a :
2π∫

0

log |t − eiθ|dθ =






0 si t ≤ 1
2π∫

0

log |t − eiθ|dθ = 2π log(t) si t > 1Démonstration. � L'intégrabilité de la fon
tion est évidente (dans le 
as t = 1, on a log |1 − eiθ| ∼ log |θ| quiest intégrable au voisinage de zéro). Notons alors
I(t) =

2π∫

0

log |t − eiθ|dθSi t > 1, t − z ∈ C − R
− pour z ∈ D don
 z 7→ log(t − z) est dé�nie et holomorphe au voisinage de D. Comme

log |t − z| = Re(log(t − z)), la formule de la moyenne donne :
I(t) = 2πRe(log(t))Si t < 1, on a log |t − eiθ| = log |t − e−iθ| = log |eiθt − 1| = log(t) + log |1t − eiθ|. Dans 
e 
as

I(t) = 2π log(t) + I(1/t) = 0On montre que I(1) = 0 par 
ontinuité sous le signe intégral.Corollaire A.13. � Soit r > 0. Pour tout a ∈ C, la fon
tion θ 7→ log |a − reiθ| est intégrable sur [0, 2π], et
2π∫

0

log |a − reiθ|dθ =

{
2π log(r) si |a| ≤ r
2π log |a| si |a| > rDémonstration. � On é
rit a = |a|eiθ0 et log |a − reiθ0 | = log(r) + log | |a|r − ei(θ−θ0)|, et on applique le lemmepré
édent.On en déduit la formule de Jensen :Théorème A.14 (Formule de Jensen). � Soit f une fon
tion holomorphe au voisinage d'un disque D(0, r),telle que f(0) 6= 0. Notons a1, ..., an ses zéros éventuels sur D(0, r), 
omptés selon leurs ordres de multipartite.Alors θ 7→ f(reiθ) est intégrable sur [0, 2π] et on a :

2π∫

0

log |f(reiθ)|
dθ

2π
= log |f(0)| +

n∑

j=1

log |
r

aj
|Démonstration. � Soit ε > 0 tel que f soit holomorphe sur D(0, r + ε) et n'ait pas d'autre zéro que les aj . Onpeut é
rire

f(z) = g(z)
∏

j≤n

(z − aj)où g est holomorphe et ne s'annule pas. Comme D(0, r+ε) est simplement 
onnexe, on peut dé�nir ϕ(z) = log(g).Alors |g(z)| = Re(ϕ(z)), et don
 d'après la formule de la moyenne,
log |g(0)| =

2π∫

0

log |g(reiθ)|
dθ

2π



A.3 Théorème de Jensen, Théorème de F. et M. Riesz 27De plus, log |g(0)| = log |f(0)| −
∑
j≤n

log |aj | et log |g(reiθ)| = log |f(reiθ)| −
∑
j≤n

log |aj − reiθ|, don
 θ 7→

log |f(reiθ)| est intégrable et
2π∫

0

log |g(reiθ)|
dθ

2π
= log |f(reiθ)|

dθ

2π
− n log(r)d'où le résultat.Théorème A.15. � Soit f holomorphe non nulle sur D. Alors log |f(reiθ)| est intégrable sur tout 
er
le

0 < |z| = r < 1, 2π∫

0

log |f(reiθ)|
dθ

2π
est 
roissante selon r et 2π∫

0

log |f(reiθ)|
dθ

2π
≥ log |f(0)|.Démonstration. � Dans le 
as où f(0) 6= 0, la formule de Jensen permet de 
on
lure. Sinon, on é
rit f(z) =

zmg(z) où g(0) 6= 0, et alors f(reiθ) = rm + log |g(reiθ)|, 
e qui montre que log |f | est intégrable sur tout 
er
leet permet de 
on
lure.On en vient maintenant au théorème de F. et M. Riesz :Théorème A.16 (F. et M. Riesz). � Soit f : D → C une fon
tion holomorphe et bornée telle que la limiteradiale lim
r→1

f(reiθ) existe et vaut zéro pour tout θ appartenant à un ensemble E ⊂ [0, 2π] de mesure non nulle.Alors f est identiquement nulle.Démonstration. � f étant bornée, quitte à multiplier par une 
onstante, on peut supposer que |f | < 1. Notons
E(ε, δ) l'ensemble des θ tels que |f(reiθ)| < ε dès que 1 − δ < r < 1. Alors il est 
lair que pour tout ε,

E ⊂
⋃

n>0

E(ε, 1/n)don
 λ(E(ε, δ)) doit tendre vers une limite supérieure ou égale à λ(E). On peut don
 trouver δ tel que
λ(E(ε, δ)) > λ(E)/2. Considérons alors la moyenne de Jensen

A(r) =

2π∫

0

log |f(reiθ)|
dθ

2πpour 1− δ < r < 1. Alors log |f(reiθ)| < 0 partout, et log |f(reiθ)| > log(ε) sur un ensemble de mesure au moins
λ(E)/2. Par 
onséquent,

2πA(r) < log(ε)λ(E)/2dès que r est su�samment pro
he de 1. ε étant pris arbitrairement petit, si λ(E) 6= 0, alors A(r) −−−→
r→1

−∞, 
equi 
ontredit le fait que A soit 
roissante.



28 B APPROXIMATION DES RÉELS PAR DES RATIONNELSB Approximation des réels par des rationnelsOn montre i
i deux résultats utiles pour l'étude des points irrationnellement neutres.Théorème B.1. � Pour une appli
ation q → η(q) > 0 quel
onque, l'ensemble des irrationnels θ tels que
|θ −

p

q
| < η(q)pour une in�nité de rationnels est une interse
tion dénombrable d'ouverts denses (en parti
ulier, 
et ensembleest dense).Démonstration. Il est immédiat que l'ensemble re
her
hé s'é
rit

A =
⋂

q>0

{θ ∈ R − 1/qZ,∃r > q, p ∈ N, |θ − p/r| < η(r)} =
⋂

q>0

Bqoù Bq est un ouvert. Soient alors a ∈ R, ε > 0, q ∈ N. Par densité, il existe un rationnel p/r, ave
 r > q, tel que
0 < |a− p/r| < ε. Soit alors p/r− η(r)θ < p/r, il est 
lair que |a− p/r| < ε et que |θ− p/q| < η(q). Les Bq sontdon
 des ouverts denses.En appliquant 
e résultat à η(q) = 2−q!, il est immédiat que les irrationnels θ tels que

lim
n→∞

log(log(1/|θ − pn

qn
|))

qn
= +∞pour une suite pn/qn de rationnels forment un ensemble dense.Les irrationnels qui au 
ontraire ne s'approximent pas bien par les rationnels jouent un r�le dans le théorèmede Siegel :Dé�nition B.1. � Un réel θ est dit diophantien s'il existe c > 0, µ > 2 telles que l'inégalité suivante soitvéri�ée sauf pour un nombre �ni de rationnels : |θ − p

q | ≥
c

qµRemarque. � On remarque que quitte à modi�er c , l'inégalité peut être véri�ée pour tout rationnel.La propriété suivante est utilisée dans la démonstration du théorème de Siegel :Proposition B.2. � Soit λ = e2iπθ, si θ est diophantien, alors à partir d'un 
ertain rang, |λq − 1| ≥ cq1−µ.Démonstration. � Pour q assez grand et pour p ∧ q = 1, on obtient par une fa
torisation par l'angle moitié :
|λq − 1| = 2| sin((qπ(θ − p

q )))|. Il su�t alors de 
hoisir p tel que |θ − p
q | ≤

1
2q , 
e qui est toujours possible, et onobtient : |λq − 1| ≥ 2cq1−µ.Le résultat suivant 
omplète le théorème de Siegel :Théorème B.3. � L'ensemble des nombres diophantiens de [0, 1] est de mesure 1Démonstration. � Notons E le 
omplémentaire de l'ensemble des nombres diophantiens dans [0, 1]. θ ∈ E si etseulement si pour tout µ il existe une in�nité de rationnels tels que |θ − p
q | < q−µ. Il est aisé de véri�er que Eest mesurable et que λ(E) ≤

∑
q≥n 2q−µq pour tout n et tout µ. Il su�t alors de prendre µ > 2 pour obtenirle résultat.
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