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1 Représentations linéaires des groupes finis

1.1 Définitions et exemples

Afin de mieux comprendre les propriétés d’un groupe, on peut tenter de
voir ce groupe comme un sous-groupe de GL,(C). Cela conduit & la notion
suivante :

Définition 1. On appelle représentation linéaire d'un groupe G la donnée
d’un espace vectoriel V' et d’'un morphisme de groupes :

p:G— GL(V).

L’espace vectoriel V' est 1’espace de la représentation et la dimension de
V son degré. Dans toute la suite, nous n’étudierons que des représentations
de groupes finis, a valeurs dans des C-espaces vectoriels de dimension finie.
On peut alors raisonner en termes de matrices puisque I'image de GG par p est
un sous-groupe de GL(V'), qui s’identifie, par le choix d'une base, & G L, (C),
ou n est la dimension de V.

Définition 2. On dit que deux représentations linéaires d’'un méme groupe
G, pi - G — GL(V;),i = 1,2, sont équivalentes s’il existe un isomorphisme
d’espaces vectoriels, f: V) — V5, tel que :

Vg € G, pa(g)o f=fopi(g)

En termes de matrices, cela signifie que les matrices associées a la premiere
représentation sont semblables a leurs homologues dans la seconde, via la
méme matrice de passage.

Exemple

1. Tous les groupes possedent la représentation triviale (ou représentation
identité), qui envoie tout élément de G sur Idc. (L’espace de la représentation
est C.)

2. Si G opere a gauche sur A, on dispose d'une représentation de G dans
I’espace vectoriel des combinaisons linéaires formelles d’éléments de A
définie par :

plg)a)=g.a, g€ G, acA.

C’est la représentation de permutation associée a A.



(On peut prendre par exemple G = S, et A = {1,...,n}, ce qui permet
d’identifier S,, au sous-groupe de GL,(C) constitué des matrices de
permutation.)

3. Un cas particulier important de l'exemple précédent est celui de la
représentation réguliere (a gauche) de G, qu’on obtient en faisant agir
G sur lui-méme par translation a gauche.

Définition 3. Soit V' un espace vectoriel et G un groupe. On dit que V' est
un G-module s’il est muni un morphisme de groupes p: G — GL(V).
Cela équivaut a la donnée d’une multiplication externe G x V' — V telle que :
1. gveV
2. g(ev +dw) = c(gv) + d(gw)
3. (gh)v =g(hv)
4. lgv=v

Pour tous gh € G; v, we V; ¢, deC.
Une représentation de GG correspond donc a un G-module.

Définition 4. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G, et W
un sous-espace vectoriel de V. On dit que W est stable par GG si W est stable
par tous les p(g) , g € G. La restriction de p & W est alors une représentation
de G dans W. Cela correspond a dire que W est un sous-G-module de V.

Théoréme 5. Soit p : G — GL(V) une représentation de G, et W un sous-
espace stable par G. Alors, il existe un supplémentaire Wy de W stable par G.

Démonstration. Soit W un supplémentaire quelconque de W dans V', et p le
projecteur de V sur W correspondant. Posons :

1
o = m Zp(t)pp(t)’1 , | G| étant l'ordre de G.
teG

Alors, pg est un projecteur de V sur W qui commute a tous les éléments de
(G, donc son noyau, Wy est stable par G. O

Définition 6. Une représentation p : G — GL(V) (resp. un G-module) est
dit(e) @rréductible (ou simple) si V n’est pas réduit a zéro, et si aucun sous-
espace vectoriel strict non nul de V' n’est stable par G (resp. si V n’admet
aucun sous-module autre que lui-méme et {0}).

On vérifie aisément qu’'une représentation est irréductible si et seulement si



le module associé 1’est.

Théoreme 7. Toute représentation est somme directe de représentations
simples.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur dim(V). Si dim(V) = 0, le
résultat est clair. Supposons dim(V') > 1. Si V' est irréductible, il n’y a rien
a4 démontrer. Sinon, on peut décomposer V en V' @ V", avec V' et V" de
dimensions strictement inférieures a dim(V'), ce qui permet de passer a la
récurrence. O

Théoreme 8. Lemme de Schur
Soient V' et W deux modules irréductibles de G , et f : V — W un mor-
phisme de G-modules. Alors, f = 0 ou f est un isomorphisme de G-modules.

Démonstration. Comme ker f est un sous-module de V', qui est irréductible
ce ne peut étre que {0} ou V. De méme, grace a l'irréductibilité de W,
Im f={0} oulm f =W, ce qui prouve ce qu’on veut. O

Corollaire 9. Si p; et py sont deux représentations irréductibles non équivalentes,
et si f: V] — V4 est linéaire et vérifie Vg € G, f.p1(g) = p2(g).f, alors,
f=0.

Démonstration. Il suffit de traduire le lemme de Schur en termes de représentations.
O

Corollaire 10. Soit p : G — GL(V) une représentation irréductible de
G (V étant un C-espace vectoriel de dimension finie). Un endomorphisme f
(d’espace vectoriel) de V' qui commute & tous les p(g), g € G est une ho-
mothétie.

Démonstration. Comme C est algébriquement clos, f admet une valeur propre
A. Mais alors f — Aidy commute aussi a tous les p(g), g € G donc c’est un
morphisme de G-modules. Or f — Aidy n’est pas injectif, d’apres le lemme
de Schur, il est nul : f = \idy est une homothétie. O



1.2 Théorie des caracteres

Définition 11. Soit p : G — GL(V) une représentation de G. Pour tout
s € G, posons :
Xp(s) = Tr (p(s))
On obtient ainsi une fonction x, sur G, a valeurs complexes, appelée caractére
de la représentation p.
On démontre alors aisément les propriétés suivantes :
Proposition 12. Si y est le caractere d’une représentation p de degré n, on
a:
x(1) =
x(s71) = x(s)* (conjugué complexe de x(s)), pour tout s € G
x(tst™') = x(s), pour tous s, t € G
Si p1 et po sont deux représentations irréductibles équivalentes, alors,

Xp1 = XPQ .

n

.*“PJ!\D.H

Définition 13. Soient x et ¢ deux fonctions de G dans C. On définit le
produit scalaire de x et 1/1 par :

(0) = g7 ot TP
teG teG
Théoréme 14. Soient y et ¢ deux caracteres irréductibles de G, alors :

(X, ) = Oy (symbole de Kronecker)

Démonstration. Soient A = (a;;) et B = (b;;) les matrices des représentations
associées a x et a 1, de degrés d et f respectivement (les a;; et les b;; sont
des fonctions de G' dans C). Soit X = (z;;) une matrice d x f quelconque.

Posons :
ZA t) X B(t

Alors, pour tout s € G,

A(s)YB(s™!) = ZA (st)XB((st)™) =Y

KF-=

Donc, pour tout s € G, A(s)Y =Y B(s).
En appliquant alors les corollaires 9 et 10, on obtient :

v Al; si les représentations sont équivalentes
10 sinon



1¢" cas : x # 1 Les représentations ne sont pas équivalentes, donc, pour
toute matrice X,

Vi, j, Y awt)auby (') =0
e

Pour que ce polynome en les xy; soit nul, il faut que tous ses coefficients
soient nuls, donc :

Vi, gkl an(®by(t) =0
teG

() = o7 X el =0

1,7 teG

Par suite,

2¢ cas : x =9 (x,¥) = (x, x) ne dépend que de x, donc que de A. Par suite,
on peut supposer A = B, et les représentations sont alors équivalentes :

ZA XA =X, (%)
teG

D’ou, en prenant la trace, cd = TrX.
L’égalité des cofficients matriciels dans (*) donne alors :

d
\V/Z.ajv Zzazk xkla'lz :éz

kil teG

Comme 1'égalité vaut pour tout choix de X,

\V/'L.ajakala Zazk a'lz = _5191

teG

On en déduit :
(X x) el Z > ai(t)a(t) =1

et le théoreme est prouvé. O

On en déduit facilement le corollaire suivant :
Corollaire 15. Soit V' une représentation de GG de caractere x. Supposons :

= mlv(l) ® m2v(2) DD mkv(k)

ot les V@ sont irréductibles et deux & deux non équivalentes, de caracteres
. Alors,



\V/j, <X7 X(])> = my.
06 x) = mi+ -4 mi.
V est irréductible si et seulement si (x, x) = 1.

A s

Si W est une autre représentation de GG de caractere ¥, X = VY si et
seulement si y = 1.

Corollaire 16. Soit W un G-module et V' un G-module irréductible. Le
nombre de copies de V' dans une décomposition en sous-modules irréductibles
de W ne dépend pas de la décomposition et il est égal a dim Homg(V, W)
(morphismes de G-modules de V' vers W).

Démonstration. Que ce nombre soit indépendant de la décomposition est
une conséquence immédiate de la proposition précédente. Ensuite, soit W =
Wy @ Wy @ - - - W, une décomposition de W en sous -modules irréductibles.
Notons p; la projection de W sur W; pour cette décomposition. Pour tout ¢, p;
est un morphisme de modules, et > . p; = idy . Soit alors f € Homg(V, W),
on a:

f=fopi+- -+ fops
Et pour chaque i, f o p; est un morphisme de modules de V' vers W;. On
en déduit que Homg(V, W) = @._, Homg(V, W;). Or, Homg(V, W;) = {0}
si V2 W, (lemme de Schur) et Homg(V, W;) est une droite vectorielle si
V = W; (d’apres le corollaire 10). O

1.3 Représentation réguliere et nombre de représentations

irréductibles
Dans ce paragraphe, on désigne par xi, ..., x» les différents caracteres
associés aux représentations irréductibles W7y, ..., W) de G ; on note n; le

degré de W, i.e. n; = x;(1).

Proposition 17. Chaque représentation irréductible W; de GG est contenue
dans la représentation réguliere un nombre de fois égal a son degré n;.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que le caractere rq de la représentation
réguliere est donné par rg(1) =| G | et rg(s) =0 si s # 1.
Ensuite, le nombre d’apparitions de W; dans V est :

TG, Xi) (57 )xl( G| xi(1)=n; O

seG



Corollaire 18. Les n; vérifient :

h

Y ni=|G.

i=1

Définition 19. Une fonction f : G — C est dite centrale si elle est constante
sur les classes de conjugaison de G (i.e. si Vs, t € G, f(tst™) = f(t)).

Proposition 20. Soit f une fonction centrale sur G, et soit p : G — GL(V)
une représentation linéaire de G. Soit py 'application linéaire de V' dans

lui-méme définie par :
pr=Y_ f(t)o(t)

teG

Si V est irréductible de degré n et de caractere x, py est une homothétie de

rapport :
=25 ronn = i,

teG

Démonstration. Pour s € (G, calculons :

porpls™) = S J0p(s ') (1)

teG

= 3" f(sus (2)
ueG

= > f(w)p(u) = py (3)
ueG

On a donc psp(s) = p(s)ps. D’apres le corollaire 10, py est une homothétie
de rapport :

= 3 FOTHp) = - S Flox |(f><> 0

tGG tEG

On introduit maintenant 1’espace vectoriel H des fonctions centrales sur

G'; les caracteres xi, ..., xn appartiennent a H.
Théoreme 21. Les caracteres xq, ..., X, forment une base orthonormale de
H.



Démonstration. On sait déja que les x; forment un systeme orthonormal
dans H. Pour prouver qu’ils forment une base de H, il suffit de montrer que
tout élément de H orthogonal aux x; est nul. Soit donc f un tel élément.
Pour toute représentation p de G, la fonction p; définie a la proposition
précédente est nulle. Appliquant cela a la représentation réguliere, on obtient
en particulier :

ps(1) =" (1)t =0

teG

Donc f(t) = 0 pour tout ¢ € G, ce qui acheve la démonstration. O

Théoréme 22. Le nombre de représentations irréductibles de G (a isomor-
phisme pres) est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Démonstration. Les fonctions indicatrices des classes de conjugaisons de G
forment une base de H, donc il y en a h, ce qu’il fallait démontrer. O

1.4 Représentations restreintes et induites

Soit H un sous-groupe d’un groupe . Dans ce paragraphe on va étudier
commment obtenir des représentations de G a partir de celles de H et vice
versa.

Définition 23. Soit H un sous-groupe d’un groupe G, soit X une représentation
de G. La restriction de X & H, notée X|%, est donnée par

X1G (h) = X(h)
pour chaque h € H.
On voit facilement que X |% est effectivement une représentation de H.

Définition 24. Soit H un sous-groupe d’un groupe G, soit Y une représentation
de H. Fixons une transversale t,...t; de classes a gauche de H, i.e.

G =tHW...t;H — union disjointe. La représentation de G induite par
Y, notée Y14, est donnée par

Y(tfigtl) Y(tfigtz) Y(tfigtz)
_ Y(t; gt1) Y(ty gta) ... Y(t3 gty)

YT?]: (Y<ti 19tj)) = . : .. :
Yt 'gt) Yt gta) ... Y(t'gt)



ou Y(g) est égal a zéro si g ¢ H. On dit aussi que la transversale {¢y,...,#}
donne la représentation induite Y1%.

Cette définition vient naturellement de l'idée consistant a prolonger la
représentation de H par zéro en dehors de H (ce qui est impossible, car les
matrices X (g), g € G doivent étre inversibles). On montre facilement que
Y14 est effectivement une représentation de G, en notant que chaque ligne
et chaque colonne de matrices de Y19 (g) contient exactement un bloc non
nul Y (¢;'gt;) (car pour chaque i = 1,..,l il y a exactement un élément de
H dans la liste ¢, gt;, t5 gt . . .t;lgti et de méme pour les lignes).

Si y est le caractere de la représentation X, on note x|% (h) le caractere de
X1% et x1% (h) le caractere de X19.

Le cas particulier des représentations induites qui va nous servir est 11%.
Rappelons que si {t1,...,#;} est une transversale de H, alors le module
Clt1H, .. .t;H] est isomorphe a la représentation de permutation associée a
H. Les matrices (z;;) de cette représentation sont données par

2ij(9) = { 0, sinon.

Proposition 25. Soit Y la représentation unité de H (i.e. Y(h) = 1 pour
chaque h € H). Alors les matrices de 11% sont identiques & celles de la
représentation de permutation associée a H.

Démonstration. Soient (y;;) et (z;;) les matrices pour ces représentations
respectivement. Les éléments de ces matrices sont les zéros et les unités
par les définitions de 17 et de la représentation de permutation. De plus,

Donnons quelques propriétés importantes de Y14 .

Proposition 26. Soit H un sous-groupe d’un groupe G, soit Y une représentation
de H.

1. Y19 ne dépend pas de la transversale, c’est-a-dire que si {t1,...,#} et
{s1,...,8} sont les transversales donnant les représentations induites
X =Y114 et Z = Y51% respectivement, alors X et Z sont isomorphes.

2. (Réciprocité de Frobenius)
Soient v et y les caracteres de H et GG respectivement. Alors,

W15,x) = (W, xl i) (4)

10



Démonstration.

1. II suffit de montrer que les caracteres des représentations X et Z sont
égaux. Soit x le caractere de X, 1 le caractere de Y, et ¢ le caractere de
Z. Alors x(g) = S_TeY (¢ gt;) = S 4(t; ' gt;), olt la somme est prise

sur les 7 tels que t; 'gt; € H. De méme, ¢(g) = >_1(s; 'gsi).

Comme {t1,...,t;} et {s1,..., s} sont des transversales, on peut sup-
poser, que t,H = s;H, i = 1,..,1] et alors t; et s; sont dans la méme
classe & gauche de H et donc v(t; *gt;) = 1(s; 'gs;), dont x(g9) = ¢(g).
2. Soit {t1,...,t;} une transversale. Notons que si h € H, alors ¢ (t; *gt;) = ¥(h~'t; 'gt;h).
Par suite,

1% (g @Zw 't gtih) = ‘H|wa g).

i heH zeG

D’ou
(1% (h),x) = %ZG@DT% (9)x(g™")
= @ 2 2 Yegr)x(g™)

zeG geG

= 1G] > 2 bl

)
zeG yelG
)

= o L o Y

zeG yelG

= ;Gz/}(y)x(y*
= w2 WXy

yeH

X(zy~tz~!) [en posant y = r~'gx]

x(y)
")
)= (¥, x1g). O

2 Représentations du groupe symétrique

2.1 Tableaux de Young

Dans cette section il s’agit de construire toutes les représentations irréductibles
(& isomorphisme pres) du groupe symétrique. De fagon générale le nombre
de représentations irréductibles d’un certain groupe (& isomorphisme pres)
est égal au nombre de classes de conjugaison de ce groupe. Dans le cas du
groupe symétrique S,, c’est le nombre de partitions de n. On écrit A 4 n
pour la partition A = (A1,..., N), n=|A=>_ A, Ay > Ay >--- > )\. Une

(2
méthode pour visualiser une partition est la notion de diagramme de Ferrer.

11



Définition 27. Soit A = (A,...,N\) - n. Le diagramme de Ferrer t de
forme A est un tableau avec [ lignes, tel que la i-eme ligne contienne \;
cases, 1 = 1,..,1[.

Par exemple, pour A\ = (5,4,4,2,1) on a le diagramme suivant

Soit A = (Ay,...,A;) - n, cette partition correspond a un certain sous-groupe
de S,,, en 'occurrence a

S\ = 3{1,2,..., A} X S{)\1+1,>\1+2,..., AHAg} X oo X S{n—)\l—l—l,n—)\l—l—Q,...,n}-

On l'appelle le sous-groupe de Young correspondant a A\ 4 n.

L’idée qui vient naturellement pour construire les représentations irréductibles
de S, est de considérer d’abord la représentation induite 17g}. D’apres le pa-
ragraphe précédent le module de cette représentation est

ClmiSy, ooy meSa] VA,

ou 7y, ..., T, est une transversale de S,.
Maintenant, pour obtenir l'action de &, sur les tableaux ou sur les dia-
grammes de Ferrer, introduisons les notions suivantes.

Définition 28. Soit A 4 n. Remplacons les cases d'un diagramme de Ferrer
de forme A par les nombres 1,2, ...,n bijectivement. Le tableau ainsi obtenu
est un tableau de Young de forme \.

Si A = (3,1) alors des exemples de tableaux de Young de forme A sont

4 1 2 1 2 3 3 4 1

Définition 29. On dit que deux tableaux t; et {5 de méme forme A sont
équivalents et on note t; ~ t5 si chaque ligne de ¢; contient les mémes éléments
que la ligne correspondante de t,. On appelle tabloide une classe d’équivalence
pour cette relation et on note {t} le tabloide associé a t.

12



SiA=(2,1),t= zl)) Q,alors

1 2 3 2 1 2
m-{3* 15
Si t est un tableau de Young de forme A = (Ay,...,\) - n, alors le

nombre de tableaux dans la classe {t} est égal a Aj!---\/! AL Ainsi le

nombre de A-tabloides est ’;—:
Maintenant on peut considérer I'action du groupe symétrique sur I’ensemble
de tabloides de forme A, en posant

m{t} = {nt}, 7 € S,.

Cette action est bien définie, i.e. ne dépend pas du choix du représentant
de {t}. Il en découle la notion de S,-module suivant.

Définition 30. Soit A 4 n. Soit {{t1},...,{tx}} 'ensemble des A-tabloides.
Alors,

M € Cl{t1}, ..., {tx}]

est un module de permutation correspondant a .
Dans la suite on aura besoin d’encore une définition.

Définition 31. Soit M un G-module. Il est dit cyclique s’il existe v € M
tel que Gv = {gv, g € G} engendre linéairement M. On dit aussi que le
G-module M est engendré par v.

Donnons quelques propriétés de M.

Proposition 32.
1. M?* est cyclique, engendré par un A-tabloide quelconque. De plus
dim M* = K—:
2. V* et M? sont isomorphes comme S,-modules.
Démonstration.

1. 1l suffit de noter que S, agit transitivement sur l’ensemble des A-
tabloides.

2. Puisque M?* est cyclique, il est engendré comme S,-module par un
tabloide {t} quelconque. Si 71, ..., 7 est une transversale de S, alors
I’application
0:V*— M*: m8S\ +— {mt} est un isomorphisme de S,-modules. [

13



2.2 Modules de Specht

Soit A 4 n et soit ¢t un tableau de Young de forme \. On s’intéresse aux
éléments de S,, qui stabilisent ¢ d’une certaine maniere.

Définition 33. Soient Ry, ..., R; les lignes d'un tableau ¢, soient C4,...,C}
ses colonnes. Alors

R, = Sg, x -+ x Sp,

est le stabilisateur des lignes de t et
Cy =8¢, X x 8¢,
est le stabilisateur des colonnes de t.

Ce sont des sous-groupes de S,. En général, si H C S, et si S, agit sur
un espace vectoriel X, alors une des méthodes pour étudier I'action de H

sur X est de considérer les sommes H™ = Y wmet H- = ) sgn(m)w. Si
weH meH
H = {r}, on écrit simplement 7~ au lieu de H~. Dans le cas des A-tabloides,

considérons
k= Cf =) sgn(m)m € CIS,).
TeCy

Notons que si Cy = S¢y X -+ - X S¢,, alors ky = ke, - - ke, -

Définition 34. Soit ¢ un tableau, alors le polytabloide associé a t est

et:kt{t}.
. 4 1 2
Par exemple, si ¢ =3 5 , alors ky = (e — (3,4))(e — (1,5)) et
o_ A1 2 312 452 350
‘T35 15 3 1 41

Définition 35. Soit A 4 n. Le module de Specht S* est le sous-module de
M?, engendré par tous les polytabloides e;, ol ¢ est de forme \.

Proposition 36. Soit ¢ un tableau, = € S,,. Alors,
1. ng = 7TRt7T_1,
2. Cﬂt = 7TCt7T_1,

14



3. k7rt == 7Tk’t7T71,
4. €t = Ty,
5. S* est cyclique, engendré par un A-polytabloide quelconque.

Démonstration. Les assertions (1), (2) et (3) se démontrent de la méme
maniére. Démontrons (1) :

c€Rysanty={rt}erlor{t}={t} o nlorn€e Ry o cnRm

Pour (4) on a ey = ky{mt} = ko Hrt} = 7k {t} = me;, d’olt on déduit
(5). O

On a maintenant introduit tous les objets nécessaires pour énoncer le
théoreme suivant.

Théoréme 37. Les S, A\ 4 n énumerent toutes les représentations irréductibles
de S, sur C. Plus précisément, les S*, A 4 n sont des S,-modules irréductibles
deux a deux non isomorphes et tout S,-module irréductible est isomorphe a
I'un d’entre eux.

Pour le démontrer on a besoin de développer une machinerie appropriée.
D’abord on aura besoin de 1'unique produit scalaire sur M* tel que

{1} {s}) = 0y

Ce produit scalaire existe car M* = C[{t1}, ..., {tx}], ot {t1 }, ..., {tx} est une
liste de tous les A-tabloides, donc pour définir le produit scalaire sur M?> il
suffit de le définir pour les A-tabloides {t} et {s}. Notons que ce produit
scalaire est S,-invariant, car pour 7 € S, on a : {t} = {s} & {nt} = {ws}.

Lemme 38. Lemme du signe
Soit H un sous-groupe de S,,.

1. Si7m e H, alors
TH™ =H m=(sgnm)H",
doun"H =H".
2. Siu,ve M, alors
(H u,v) = (u, H v)
3. Si la transposition (b, c) appartient a H, alors on peut factoriser H~
par (e — (b, ¢)), c’est-a-dire écrire H~ = k(e — (b, ¢)), ou k € C[S,].
4. Sit est un tableau, si b et ¢ sont dans la méme ligne de t et si (b, ¢) € H,
alors H {t} = 0.
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Démonstration.

1. tH™ = ) sgn(o)mo = ) sgn(w)sgn(no)mo = >,  sgn(m)sgn(r)r

ocH ocH T=mocH
= (sgnm)H ™~ et de méme pour H 7.

2. Comme (mu, mv) = (u,v) Vr € Sy, ona (H u,v) = (Y sgn(m)mu,v) =
weH

<u,7r§{sgn(7r)7r_1v) = (u,ﬂ%{sgn(ﬂ_l)ﬁ_lv) = (u,ﬂé{sgn(w)wv} =
= (u, H v).

3. Soit K le sous-groupe {e, (b,¢)} de H. On écrit H = |4, k; I, ou {k;} est
une transversale de K. Alors on peut factoriser H~ =) . k; (e—(b,c)).

4. Ona (b, c){t} = {t},donc H {t} = k(e — (b,c)){t} = k({t} — {t}) = 0.
U

Une deuxieme chose qui va nous servir est la notion d’ordre sur I’ensemble
des partitions de n.

Définition 39. Soit A = (A,..., N) A n, g = (1, .-, ftm) 1 n. On dit que
A domine p et on écrit A D> p, si

At N >t

pour chaque ¢ > 1. (Si i > [, on prend A\; = 0 et si ¢ > m, on prend u; = 0.)
> est une relation d’ordre.

Lemme 40. Lemme de domination

Soient t* et s* deux tableaux de formes \ et y respectivement. Si pour chaque
i les éléments de la i-eme ligne de s* sont dans des colonnes différentes de ¢,
alors A > .

Démonstration. On peut permuter les éléments de chaque colonne de t* de
telle maniere que les éléments des lignes 1,2, ..., 4 de s* soient dans les lignes
1,2,...,idet*, dou AD>p, car Ay +---+ \; et g +- - -+ p; sont les nombres
d’éléments dans les lignes 1,2, ...,7 de t* et s* respectivement. O

Notons que si A > u, alors A > u, ot 7 >" signifie I'ordre lexicographique.
Démontrons maintenant quelques corollaires du lemme du signe.

Corollaire 41. Soit \, iz -1 n. Soient t = t* et s = s* un A-tableau et un p-
tableau respectivement. Si k;{s} # 0, alors Al . Si A = p, alors k{s} = *e;.
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Démonstration. Si b et ¢ sont deux éléments dans la méme ligne de s*, alors
ils sont dans des colonnes différentes de #*. Sinon par le lemme du signe on
aurait k; = k(e — (b, c) et ky{s} = 0. Donc, d’apres le lemme de domination,
AD .

Si A\ = p, alors {s} = {7t} pour un certain = € S, et alors k{s} = ky{t} =
= +e;. (La derniere égalité est claire si 7 est une transposition, donc pour
tout ™ € S,,.) O

Corollaire 42. Si u € M*" et t est un p-tableau, alors k;u est un multiple
de e;.

Démonstration. On a v = Y, ¢;{s;} ol s; sont des p-tableaux. Par ce qui
précede, k=), fciey O

Démontrons maintenant le résultat suivant, qui est plus fort que le théoreme 37
et qui reste vrai lorsque le corps de base n’est plus C.

Théoreme 43. Théoreme du sous-module
Soit U un sous-module de M*. Alors soit U 2 SH, soit U C (S*)*.

Démonstration. Soit u € U, soit t un u-tableau. Par ce qui précede kyu = fe;
ou f est un scalaire. Donc s'il existe u € U et un p-tableau ¢ tels que f # 0 (f
dépend de u et de t), alors S* C U, car kyu € U, e, € U et S* est cyclique.

Sinon, en appliquant le lemme du signe, on aurait pour chaque u € U et
pour chaque p-tableau t (u,e;) = (u,e;) = (kwu, {t}) = (0,{t}) = 0, d’ot
U C (Sm)*. O

Pour la suite on se place sur C.

Proposition 44. Soit § € Hom (S*, M*) non nul. Alors A > 1 et si A = p,
alors 6 est une multiplication par un scalaire.

Démonstration. Comme 6 # 0, il existe un vecteur e; tel que (e;) # 0. On
peut prolonger § & un élément de Hom (M?*, M*) en posant 6((S*)*) = 0,
(M* = S* @ (8*)* sur C). Alors on a 0 # 0(e;) = 0(kft}) = = kO({t}) =
k(> ci{si}), ou s; sont des p-tableaux. Alors, par le corollaire 41 du lemme

K3
du signe, A> u. Si A = pu, 0(e;) = ce; ou ¢ est une constante. Donc 6 est une
multiplication par ¢ sur S*, car S* est cyclique et

O(er) = 0(me;) = wl(ey) = m(cey) = cer. O
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Maintenant on est prét a démontrer le théoreme 37.

Démonstration du théoreme 37. Par le théoreme du sous-module,
les S* sont irréductibles, car S* N (S*)+ = 0 sur C. Comme leur nombre
est égal au nombre de représentations irréductibles de S,, (a isomorphisme
pres), il suffit pour conclure de démontrer que S* 2% S* si X # u. Suppo-
sons donc S* = S#. Comme S* C M*, il existe un homomorphisme 6 # 0,
6 € Hom (S*, M*). Par la proposition précédente A > p. De méme pu > A,
donc A = p. O

Corollaire 45.

MF = @ m,\MS/\, ou les my,, sont des nombres entiers.
A

2.3 Tableaux standards et base de S*

En général, les polytabloides qui engendrent S* ne sont pas linéairement
indépendants. On cherche donc ici a déterminer une sous-famille de polyta-
bloides qui forment une base de S*.

Définition 46. Un tableau ¢ est dit standard si ses lignes et ses colonnes
sont croissantes. Dans ce cas, on dit aussi que les tabloide et polytabloide
correspondants sont standards.

Exemple
1 2 3
t= 4 6
5
est standard, mais
1 2 3
t= 5 4
6

ne l'est pas.
Définition 47. Une composition de n est un [-uplet d’entiers strictement

positifs :
A= ()\1,...,)\[)
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tel que >, \; = n. Les entiers A, ..., \; sont appelés les parties de la com-
position.

On étend de maniere évidente les définitions de diagramme de Ferrer et de
tableau pour les compositions. La relation de domination s’étend aussi clai-
rement aux compositions.

Définition 48. Soit {¢} un tabloide de forme A, partition de n. Pour tout
i entre 1 et n, on définit :

{t'} = le tabloide formé des éléments de {t} inférieurs & i
M = la composition qui est la forme de {t'}
Définition 49. Soit {s} et {t} deux tabloides ayant pour suites de composi-

tions A\’ et u1, respectivement. On dit que {s} domine {t} si, pour tout i, A" > '

Lemme 50. Lemme de domination pour les tabloides
Si k <, et si k apparait dans une ligne en-dessous de [ dans {t}, alors,

{t} < (&, D{t}.
Démonstration. Supposons que {t} et (k,[){t} ont les suites de compositions
Aiet pf. Alors, pour i < koui > 1, on a A\ = ',
Etudions maintenant le cas k < ¢ < [. Si r et ¢ sont les lignes de {t} dans
lesquelles k et [ apparaissent (respectivement), alors :

N = ¥ avec la ¢° partie diminuée de 1, et la r° augmentée de 1.

Or, par hypothese, ¢ < r, on trouve donc \* < p.

Définition 51. Si v =), ¢;{ti} € M", on dit que {t;} apparait dans v si
C; # 0.

Proposition 52. Sit est standard, et si {s} apparait dans e;, alors, {t} > {s}.

Démonstration. Ecrivons s = wt, on w € C}, de sorte que {t} apparait dans
e;. On raisonne par récurrence sur le nombre d’inversions de colonne dans
s, i.e. le nombre de paires k < [ dans la méme colonne de s telles que k
apparait plus bas que [. Si s n’a pas d’inversion, s = t. Ensuite, si (k,[) est

une inversion,
{s}<(k,l)s
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d’apres le lemme précédent. Comme (k,[){s} a moins d’inversions que s,
(k,){s} < {t} ce qui acheéve la récurrence.

Définition 53. Soit (A, >) un ensemble partiellement ordonné. Un élément
b € A est appelé mazimum si Ve € A, b > c. Un élément b est dit mazimal
s’il n’existe pas de ¢ € A vérifiant ¢ > b.

Lemme 54. Soit vy, va,..., v, des éléments de M*. Supposons que, pour
chaque v;, on puisse choisir un tabloide {t;} qui apparait dans v; tel que :

1. {ti} est maximum dans v;
2. les {t;} sont tous distincts.

Alors, vy, ..., v, sont linéairement indépendants.

Démonstration. Quitte a permuter les indices, on peut supposer que tq est
maximal parmi les t;. Alors, t; ne peut apparaitre que dans v;. Par suite,
toute combinaison linéaire :

v+ + vy, =0

doit vérifier ¢; = 0 car il n’y a pas d’autre moyen d’annuler le coefficient de
{t1}. On conclut par récurrence.

Théoréme 55. La famille F = {e; : ¢ est un A-tableau standard} est linéairement
indépendante.

Démonstration. Par la proposition 7, {t} est maximum dans e,, et, par hy-
pothese, les éléments de F sont distincts, donc le lemme précédent s’applique.

On veut maintenant montrer que cette famille est une base de S* ; il reste
donc & prouver qu’elle engendre S*.

Définition 56. Soit A et B deux ensembles disjoints d’entiers positifs. On
choisit des permutations 7 telles que :

SAUB = L‘ﬂﬂ'(SA X SB)

™

L’élément de Garnir correspondant est :

gaB = Z(sgn ).

™
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Définition 57. Soit ¢ un tableau et A et B des parties des colonnes j et j+1
respectivement. L’élément de Garnir associé a t (et A, B) est > _(sgnm), ou
les 7 ont été choisis de sorte que les éléments de A U B croissent quand on
descend les colonnes de 7t.

Proposition 58. Soit ¢, A et B comme dans la définition précédente. Si
|A U B| est strictement supérieur au nombre d’éléments dans la j¢ colonne
de ¢, alors, ga pe; = 0.

Démonstration. Montrons d’abord que S ze; = 0.

Soit o € C, quelconque. D’apres les hypotheses, il existe a,b € AU B tels
que a et b sont dans la méme ligne de ot. Mais alors, (a,b) € Saup donc
Siuplot} = 0, grace au lemme du signe. Comme ceci vaut pour tout o
apparaissant dans k, on a bien, S, ze; = 0.

Or, Saup =, 7(Sa x Sp), donc S 5 = 9a,5(Sa x Sp)~. En substituant
dans I’équation précédente, on trouve :

9a,8(Sa x Sp) e, = 0.
Mais (Sa x Sg) C Cy, done, pour o € Sy X Sp, par le lemme du signe,
o e=0 C {t}=C;{t} =e:.
Par suite, (S4 x Sg)"e; = |Sa x Sgle; donc g4 e, = 0.

Définition 59. Soit ¢ un tableau, on définit son tabloide colonne par :
] = C;

i.e. I'’ensemble des tableaux obtenus en réarrangeant les colonnes de t.

La relation de domination colonne pour les tabloides s’obtient de maniere
analogue a la relation de domination ligne (i.e. celle définie précédemment).

Définition 60. Soit ¢ un tableau, on appelle descente (de ligne) de ¢t un
couple d’entiers (k,l), k <, tel que k et [ sont adjacents dans une ligne de

t, k apparaissant apres [.

Théoréme 61. La famille F = {e; : t est un A-tableau standard} engendre
S,

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si e; est engendré par cette
famille, alors, e aussi, pour tout s € [t| (en effet, on a alors s = 7t ou

21



m € C}, donc e, = (sgnm)e,). Ainsi, on peut supposer que les colonnes de
t sont croissantes. L’ensemble partiellement ordonné des tabloides colonne
admet un élément maximum [to], ou1 ¢y s’obtient en numérotant les cases du
tableau de haut en bas, en commengant par la colonne la plus a gauche.
Comme ?, est standard, e;, est engendré par F.

Soit maintenant ¢ un tableau quelconque. Par récurrence, on suppose que
tout tableau s>t est engendré par F. Si t est standard, il n'y a rien a
prouver. Sinon, ¢t possede une descente dans une ligne notée i (puisque les
colonnes sont croissantes). Notons aussi j et j + 1 les numéros des colonnes
concernées par cette descente, et a; < --- < ap; by < --- < b, les entiers
qu’elles contiennent, respectivement. On a donc :

ay b1
A
as by
A
A
a; > bz
A
A by
p
Prenons A = {a;,..., a,} et B = {by,..., b;}. L’élément de Garnir associé

ga,p vérifie g4 pe; = 0, donc :

e = — Z(sgn )€t

TFid

Enfin, by <--- <b; < a; < --- < a, implique que [rt] > [t] pour 7 # id, grace
a I’analogue colonne du lemme de domination pour les tabloides. L’hypothese
de récurrence permet de conclure.

Théoréme 62. Résumons les résultats que nous avons obtenus : soit f le
nombre de A-tableaux standards, alors,

1. La famille F = {e; : t est un A-tableau standard} est une base de S*.
2. dim S* = f*
3. D (fN)?=nl
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2.4 Représentation naturelle de Young

Les matrices de la représentation S* dans la base standard constituent ce

qu’on appelle la représentation naturelle de Young. Dans cette partie, nous
allons montrer comment obtenir ces matrices.
Comme §,, est engendré par les transpositions de la forme (k, k+1), il suffit de
calculer les matrices correspondant a ces éléments. Pour un tableau ¢ donné,
il y a trois possibilités :

1. Si k et k+ 1 sont dans la méme colonne, alors (k,k + 1) € C; puis

(k,k+1)e, = —ey.

2. Si ket k+ 1 sont dans la méme ligne, alors (k, k + 1)t a une descente
dans cette ligne. On calcule donc (k,k + 1) a l'aide des éléments de
Garnir : (k, k + 1)e, = e, + d’autres polytabloides e, , avec [t'] > [t].

3. Si ket k+ 1 ne sont ni dans la méme ligne, ni dans la méme colonne,
alors t' = (k, k4 1)t est standard et (k,k + 1)e; = e, .

Le e; dans la somme du deuxieéme cas provient du terme (k, k + 1) dans
I’élément de Garnir. Bien que nous n’ayons pas d’expression immédiate des
autres polytabloides comme combinaisons linéaires de polytabloides stan-
dards, une application itérée de ces trois cas permet de les calculer.

2.5 La décomposition de M*

Le but de ce paragraphe est de développer la méthode combinatoire qui
permet de calculer les multiplicités m,, de S* dans M* dans la décomposition
M= P m,\uSA. Pour cela, on introduit quelques nouveaux objets.

A
Définition 63. Un tableau de Young généralisé T de forme X\ est obtenu a
partir du diagramme de Ferrer de forme A en remplagant les cases par des
entiers, avec répétitions possibles. Le contenu de T est une composition de n,
= ({41, fm), Ol i; est le nombre de répétitions de ¢ dans T'. On appellera
désormais tableau simple un tableau de Young non généralisé.

Par exemple le tableau T' = ;L ; 4 est de forme (3,2) et de contenu

(1,0,2,2).
Notons 7, = {T'| T est de forme X et de contenu p}.

On définit la classe d’équivalence {T'} de la méme fagon que dans le cas
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des tableaux simples. Notons qu’un tableau de Young généralisé de forme \
et de contenu (1) n’est rien d’autre qu’un tableau de Young simple de forme
A. De maniere générale, si ¢ est un tableau et 7' est le tableau généralisé
de méme forme A, alors on note 7'(i) I'élément de T' qui est dans la méme
position que ¢ dans ¢. Par exemple, si

4 . 135

I= =y

3 il)) ,alors T' =
ounT(1)=T(5)=4,T2)=T(4)=3et T(3) =1.

Dans la suite on suppose qu’on a fixé un tableau ¢ de forme )\, et donc
on note 7T'(i) les éléments de tout tableau généralisé T' de méme forme.
Maintenant, a chaque tabloide {s} on va associer un tableau généralisé T,
de sorte que la forme de {s} soit le contenu de T : si {s} est un tabloide de
forme p, posons T'() le numéro de la ligne de {s} ou i apparait.

Par exemple, si = (2,2,1),

4 1
- _ T(1) T(3) T(5) 1 2 2
3—2 5’T_T(4) T(2) ,alorsT—l 3

Comme le nombre de répétitions de ¢ est égal au nombre d’éléments dans
la i-eme ligne de {s}, le contenu de T" est égal a u. Notons que 1'application
ainsi définie 0 : {s} +— T est une bijection entre les bases de M* et de C[T),,].
L’application inverse associe a T' donné un tabloide {s} tel que la i-eme ligne

de {s} contienne les éléments j tels que T'(j) = i.

Définissons une structure de S,-module sur C[7},] en posant 77(%) e (= 14).

Proposition 64. M" = C[7,,] en tant que S,-modules, oli A est une par-
tition fixée.

Démonstration. On doit vérifier que O(mw{s}) = 7T. Or O(n{s})(i) est le
numéro de la ligne de 7{s} ou i apparait, i.e. le numéro de la ligne de {s}
o 7% apparait, i.e. T(7 %), donc O(n{s})(i) = T(x 1) = 7T (7). O
Dans la suite on identifie M* et C[7},,].

Rappelons que la multiplicité de S* dans M* est égale & dim Hom(S*, M*).
Pour calculer cette dimension on va construire une base de Hom(S*, M#).
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Définition 65. Soit t un A-tableau fixé, T' € 7,,. Le morphisme correspon-
dant o T est I'application #7 € Hom(M?*, M#) donnée par

Or(g{t}) =g( Y_ ).

Se{T}

Pour obtenir un élément de Hom(S*, M*) on consideére 67, la restriction de
Or & S*. Alors pour le tableau fixé t on a :

Br(er) = Or(ke{t}) = k(0o {t}) = k(3 ).

Se{T}

Proposition 66. Soit ¢ un A-tableau fixé, T' € 7,,. Alors kT = 0 si et
seulement si T possede deux éléments égaux dans la méme colonne.

Démonstration. Si k,T = 0, alors T+ Y (sgnm)nT = 0, donc il existe w € S,,

weClt
m#e
tel que sgn(m) = —1 et T'= #wT'. Alors les éléments correspondant aux cycles

non triviaux de 7 sont tous égaux et sont tous dans la méme colonne.

Pour la réciproque supposons que T'(i) = T'(j), ou T'(i) et T'(j) sont dans la
meéme colonne de T'. Alors par le lemme du signe on peut factoriser :

kT =k(e— (i,7) T =k(T—-T)=0. O

Ce résultat nous permet d’introduire la notion de tableau semistandard de
la maniere naturelle suivante.

Définition 67. Un tableau de Young généralisé est dit semistandard si les
éléments de ses lignes sont croissants et les éléments de ses colonnes sont
strictement croissants. On note 7, I'ensemble des tableaux semistandards
de forme A et de contenu p.

Proposition 68. L’ensemble {0 |T € 7).} est une base de Hom(S*, M*).

La preuve de cette proposition utilise les mémes idées que dans le cas de
S, on 'omet.
Maintenant on peut calculer les multiplicités my, de S* dans M* dans la
décomposition M* = @ m,,S* en utilisant une méthode combinatoire.
A

Définition 69. Les nombres de Kostka sont

Ky, =Tyl
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Théoreme 70. Loi d’Young
La multiplicité de S* dans M* est égale au nombre de tableaux semistandards
de forme A et de contenu p, i.e.

M" = P K.

ABu

Donnons quelques exemples.

1. Soit = (3,1,1). Alors pour A>p on a toutes les partitions A possibles
et les tableaux généralisés semistandards associés :

111
A=(3,1,1): T=2

3

11 1
A=(32): T=, ,
A=(4,1): T:é b1z ouT:; b1l

A=0B): T=1 1 1 2 3
Dot MGLD — §B.LY g §B32) g 294D g §6)

2. Pour chaque ppon a K, = 1. Or le seul tableau généralisé semistandard
de forme p et de contenu p est le tableau avec tous les éléments de la
1-ieme ligne égaux a 1.

2.6 Loi de la ramification (”Branching rule”)

Pour le groupe symétrique S, la liste de toutes les représentations irréductibles
est {S*, A F n}. Il est assez naturel de regarder les représentations induites
ou restreintes. D’abord on introduit la notion de restriction et d’extension
pour les diagrammes.
Soit t un diagramme de Ferrer de forme A = (Aq,...,\;). On note

1. (i,7) la case de t a la i—eme ligne et la j-iéme colonne,
2. t—(i,j) le tableau obtenu a partir de ¢ en supprimant ’élément (4, j),

3. t+(4,4), (i,7) ¢ t le tableau obtenu & partir de ¢ en ajoutant un élément
a la i-ieme ligne et la j-ieme colonne.
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Définition 71. Soit ¢ un diagramme de Ferrer de forme A = (Ay,..., \).
Le coin (i,7) € t de ce diagramme est dit intérieur si t — (i, j) est encore un
diagramme de Ferrer (i.e. la suite des nombres des éléments dans les lignes
1,2...1 est décroissante). Le coin (7, j) ¢ t de ce diagramme est dit extérieur
si t+(i,7) est encore un diagramme de Ferrer. On note A~ et A™ les partitions
correspondantes a t — (i, ) et ¢t + (4, j) respectivement. Pour indiquer que la

partition A~ est obtenue a partir de A, on écrira A~ — A. De méme, on écrira
AT — A

Par exemple, si A = (5,4,4,2,1), on a le diagramme suivant

Les coins intérieurs sont (1,5),(3,4),(4,2) et (5,1). On a les diagrammes
ainsi obtenus :

Les coins extérieurs sont (1,6),(2,5),(4,3),(5,2) et (6,1). On a les dia-
grammes ainsi obtenus :

Théoreme 72. ”Branching rule”
Soit A F n. Alors,

1L SMNg =St
P

2. SMetiz @S
Ton g@
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Ce résultat permet de comprendre la structure de S,-module S*. En par-
ticulier, il contient tous les S~ sans multiplicités.
Avant de donner la preuve du théoreme 72 démontrons quelques résultats
préliminaires.

Lemme 73. Soit f* = dim S?, soit f* =dim S* , A~ — \. Alors,

=

AT —A

Démonstration. Comme F = {e;, t est standard} est une base de S*, f* est
égal au nombre de tableaux standards de forme A. Chaque tableau standard
t contient n dans un de ses coins intérieurs (i;, j;) (car les éléments de ses
lignes et de ses colonnes sont croissants). Notons que le tableau ¢ — (i, j;) est
un tableau standard de la forme A~ correspondante. Donc donner un tableau
standard ¢ de forme A est équivalent a donner un coin intérieur (i, j;) du
diagramme de Ferrer correspondant a A et un tableau standard ¢’ de forme
A~. Le résultat en découle. O

Lemme 74. Soit V' un G-module, soit W un sous-module de V' (i.e. stable
par 'action de G). Alors,

Vewae(V/W),

ou V/W est 'espace quotient.

Démonstration. V/W est effectivement un G-module pour l'action g[v] o
[gv], o g € G, [v] € V/W est une classe de v € V (cette action est bien
définie car W est un sous-module de V).

Comme V n’est pas irréductible, il existe un sous-module W’ de V tel
que V. =W @ W’. Soit €y, .., € une base de W, soit €,,1,..,€, une base
de W'. Alors [exy1], .., [€m] est une base de V/W, d’ou V/W = W’ et
Ve=wae (V/W). O

Démonstration du théoréme 72.

1. Supposons que les coins intérieurs de A\ apparaissent dans les lignes
ry < ry < --- < 71 et dans les colonnes ¢; < ¢p < --- < ¢;. Notons
t' =t — (r;,c;), et A\ la partition correspondante. On veut montrer que

k )
Ps = DSt
i=1
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D’apres le lemme 74, il suffit de construire une chaine de sous-espaces
{0y =vocVvicv2c. - cVFk=5%avec VA\V7! =2 S en tant
que S,_1-modules, 1 <i < k.

Soit V' I'espace vectoriel de base

{e:},n napparait que dans les lignes 7, ...r; de t.

Montrons que les V* conviennent. ,
Pour chaque i, 1 < i < k, considérons les applications §; : M — M,

0,({1}) = {{t’} si n est dans la ligne r; de {t}

sinon

On étend 6; par linéarité sur tout M?*.

Notons que §,,_; agit sur l'ensemble des tableaux de forme A\, A - n en
permutant les éléments 1,..,n—1. Donc S,,_1 ne change pas la position
de n dans un tableau, d’ou 6; est un S,,_;-homomorphisme.

De plus, V=1 C ker ;.

Soit t € V@ standard. Regardons V® comme un S,_;-module. Comme
e; = k{t}, (ot ky = C;, Cy est le stabilisateur des lignes de ¢t (C; C
S.-1)), pour chaque tabloide apparaissant dans e;, n n’apparait que
dans la j-ieme ligne avec j < 7. De plus, la position de n dans chaque
tabloide apparaissant dans e; est la méme et ne dépend que de t. D’ou

bi(ey) e;i, sin est dans la ligne r; de t
' 0, sinest dans laligne r; det, 7 <i

Donc 6; envoie une base de V® sur une base de SN surjectivement.
D’ou 6,V S A
Comme V=1 C ker 0;, on peut construire une chaine

{0y =V°CV'nkerf CV*CV?Nkerfy CV2C...CVF=352

A |40 - V®nker6;
De plus, dim S E dim A + dim =5

Puisque 6,V = S)‘ , on a ’égalité des dimensions :

1740 , :
; — d; @ — N
dim VO A kerd dim o,V = f
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D’apres le lemme 73, f* = dim S* = Z . Ainsi,

k :
: A V) nker 6;
dim S Z im V()mkere + dim =5

I
'MM

)\1 : V) nker 6;
1 + Zl dlm W

-
I

I
=2
=
()
>

k
: V() Nker 6,
1=

Dot VO N kerd, = V=Y 4 = 1,.. k. Donc on a bien une chaine
{0} =VocVicV2c...cVF= S)‘avec

Vi-l V@ N ker §;

2. On démontre cette partie a ’aide de la machinerie développée pour les

N . b\ Sn+1g A Sn+1§
caracteres. Soit SMG = @ m,S*. Alors XM= YT muxt.
pn+1 pukn+1
Donc pour calculer les m,, on peut utiliser I'orthogonalité des caracteres

et la loi de la réciprocité de Frobenius. On a
= (AT X = (A XMe) = [daprés la partie 1] = (x* ZX
1, sip=A"

1, siA=pm PP _ i
= { 0. sinon = [par définition de p~ et de \7| = { 0. sinon.

O

3 La formule des crochets

Il existe une méthode tres simple pour calculer f* (nombre de A-tableaux
standards), et c’est ce que nous allons étudier dans cette partie.

Définition 75. Si v = (i, j) est un noeud dans le diagramme de A, le crochet

correspondant est :
Hy = Hi; = {0,717 = 7} u{(@ )i = i}.

La longueur du crochet est h, = h; ; = |H, |.

Théoréme 76. Formule des crochets

Si A Fn, alors :
n!

=g
H(i,j)e)\ hi,j
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Pour prouver ce théoreéme, on définit un algorithme (probabiliste) de
construction d’un A-tableau standard, dont on montrera qu’il donne un A-
tableau standard P quelconque avec probabilité :

h -
prob(P) = _Hn'm.

Ceci prouve le théoreme, puisque la distribution est uniforme. L’algorithme
est le suivant :

Prendre un noeud v € A avec une probabilité %
Tant que v n’est pas un coin intérieur faire
Prendre un noeud v € H, — {v} avec une probabilité ﬁ
vi=T
fait
Mettre n dans le coin auquel on est arrivé.
Recommencer I'algorithme au début avec A := X\ — {v} et n :=n — 1 jusqu'a
ce que toutes les cases de A soient remplies.

Définition 77. La suite de noeuds par lesquels on passe lors d'un passage
dans la boucle intérieure de ’algorithme est appelée un passage.

Proposition 78. L’algorithme précédent produit un tableau standard P de
forme \ avec une probabilité w

Démonstration. Il est clair que 1’algorithme produit un A-tableau standard.
Pour montrer que tous les tableaux sont obtenus avec la méme probabilité,
on raisonne par récurrence sur 7.

Soit P un A-tableau, w la case contenant n, et P le tableau obtenu en sup-
primant w de P (de forme ). On a alors :

prob(P)=prob(w)prob(P)

ou prob(w) est la probabilité qu'un passage se termine sur w. Par récurrence,
il suffit de montrer que :

h,/n!
prob(w) = Hve’\ /n

sex hw/ (n = 1)F

Apres simplification, on obtient :

prob(w) = TLew 7

% HUEW(l + ﬁ)
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oun W = {v#w|we H,}
= {v # w|wv est dans la méme ligne ou dans la méme colonne que w}.

Notons (a, 3) les coordonnées de w, et posons a; = h; g—1 et b; = hq j—1.
En injectant dans I’équation précédente, on trouve :

2 1 1 —
rob = prob =—1|1 + (1 + *
prob(w) = prob(a, ) < ~ H H (*
Pour interpréter les termes de cette équation, on définit, pour un passage
qui se termine en (a, 3), la projection horizontale du passage par :
I ={i+# a|v=(i,7) pour un certain v dans le passage}.

On définit de méme la projection verticale. Notons proby j(c, 3) la probabi-
lité d’arriver en (o, 3) apres un passage de projections horizontale et verticale
I et J respectivement. On a donc prob(a, 3) = >, ;prob; ;(a, 3).

Pour obtenir (x) (donc la proposition puis la formule des crochets), il
suffit de montrer le lemme suivant :

Lemme 79. Soit (a, ), I = {1, ...} et J = {j1, ...}. Alors,

prob; ;(a H_H_

zEI v jed ]

Démonstration. Supposons d’abord que I ou J est vide. Par exemple, J = &.
Alors, le seul passage possible est

v = (’il,ﬁ>,’l]2 = (iz,ﬁ), e

et le résultat est vrai.

donc proby j(a, 3) = —=-

T

Supposons maintenant I, J # @&. Alors, v; = (i1, 1), et il y a exactement

deux possibilités pour vy a savoir (ig, j1) et (i1, j2) (en posant iy = asi [I| =1

et de méme pour jo). Soit [ = I —{i;} et J = J—{j1}. Alors, par récurrence
sur |I U J|,

prob; ;(a, 8) = 57— —[probs (v, 3) + prob, 5(c, 5)]
1

11,71
S 1
hiy gy L N8y Gig by bjy . Naiy Gig-.-bjy by ...
_ aytby 1
hiy,jp tnaipaig...bj by ...
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ou le symbole ~ signifie que le terme est omis.
Or,
hil,jl —-1= (h'ilﬁ - 1) + (h'a,jl - 1) = a;, + bjl

ce qui acheve la preuve. O

4 Conclusion

Nous avons donc établi une correspondance (canonique) entre les classes
de conjugaison de S, et ses représentations irréductibles sur le corps des
complexes. De plus nous avons montré une utilisation simple de la construc-
tion des modules de Specht pour calculer facilement les dimensions de ces
représentations.
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