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On s’intéresse dans cet exposé aux parties génératrices de SL,(Z). On intro-
duit pour cela en premiere partie la notion de présentation d’'un groupe. Dans la
deuxieme partie, on s’intéresse au cas particulier, plus simple mais tres riche, ou
n = 2. Dans la troisieme partie, on reprend le cas général, et on donne en partic-
ulier une présentation de SL,(Z). Enfin, dans la quatrieme partie, on s’intéresse a
des propriétés de génération bornée de SL,(Z) pour n > 3.

1 Groupes libres et présentations de groupes

On s’intéresse aux groupes libres, c¢’est a dire aux groupes F' munis d’une partie X
vérifiant la propriété universelle suivante : pour tout groupe G, pour toute appli-
cation f: X — @, il existe un unique homomorphisme f : F — G qui prolonge f.
On verra en particulier qu'un tel groupe est unique a isomorphisme pres (c’est le
groupe libre sur X)) et engendré par X.

On donne ci-dessous une construction d’'un groupe libre sur X a partir de
I’ensemble des mots sur I’ensemble X.

Considérons un ensemble X appelé alphabet, il existe un ensemble X’; en bijection
avec X, tel que X N X’ = (). Soit ¢ une telle bijection. Pour z € X et y € X’ on
notera i(x) =z et i1 (y) =y~ L.

Définition 1 (mots sur X). On appelle mot sur X une famille finie (z1,...,z,)
d’éléments de X U X', que l'on notera z = zxy...x,. L’entier n = [(x) est appelé
la longueur du mot. On note 1 le mot associé a la famille vide, de longueur nulle
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par convention. On identifiera = vu comme {elément de X U X’ avec le mot x. On
notera M (X, X’) I'ensemble des mots ainsi définis.

On définit un produit noté ...sur M (X, X’) par concaténation des suites, qui
vérifie en particulier : m-1=m=1-m.

Proposition 1. Ce produit confére a M (X, X') une structure de monoide simpli-
fiable & gauche et a droite dont I’élément neutre est 1. On a la relation l(x - y) =
I(x)l(y). Enfin si on a un ensemble X" vérifiant les mémes propriétés que X' alors
M(X, X") et M(X,X") sont isomorphes en tant que monoides.

On notera désormais M (X, X') = M(X) et X' = X 1.
Définition 2. Le monoide M (X) ainsi défini est appelé monoide libre sur X.

On définit une relation R’ sur M (X) comme suit : uR'v si et seulement s’il existe
a € XUX Yt ty € M(X), tels que (u,v) = (tito, taa"ts) ou (traatty, tits).
Cette relation est dite d’adjacence, et deux mots en relations sont adjacents.

R’ engendre sur M(X) une relation d’équivalence R : uRv si et seulement si
dtq, ..., t, tels que uR'ty, ..., t;R't;11,...,t,R'v. Cette relation est compatible avec
le produit - de M(X).

Proposition 2. Notons s : M(X) — M(X)/R la surjection canonique. La loi
passe au quotient, conférant ¢ M(X)/R une structure de groupe ; ce groupe est
engendré par s(X).

Démonstration. 1l est clair que R’ est compatible avec le produit ; une récurrence
sur n (en conservant les notations introduites dans la définition de R) permet alors
de voir que R l'est aussi. O

Définition 3 (mots irréductibles). Un mot u = x;...z,, € M(X) est dit irréductible
sipour1<i<n—lonaxi+17éx;1.

Proposition 3. Chaque classe d’équivalence de M(X) modulo R comporte un et
un seul mot irréductible. L’unique mot irréductible équivalent a u sera noté r(u).

Démonstration. On remarque d’abord que chaque classe contient un mot irréductible :
il suffit en effet de choisir un mot de longueur minimale parmi ceux de la classe. Soit
maintenant v = a;...a, € M(X). On construit par récurrence une suite de mots
irreductibles (u;) en posant ug = 1;u; = aq; us = ayas si a; # a;l et 1 sinon ; puis si
u; est un mot irréductible équivalent a a;...a; on construit u;,; de la maniere suiv-
ante : si u; = 1,u;41 = a;41 ; sinon u; est de la forme ¢;...t; et on pose u; 11 = ;g1
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si apy1 # t,;l , t1...tp_1 sinon. Alors u, est un mot irréductible équivalent a wu,
que nous noterons r(u). Enfin, par construction, si u et v sont équivalents alors
r(u) = r(v), et si u est irréductible alors r(u) = u. Donc si u et v sont équivalents
et irréductibles, alors u = r(u) = r(v) = v, d’out 'unicité. O

Définition 4 (groupe libre). Notons F'(X) l'ensemble des mots irréductibles de
M(X). Par la proposition précédente, F'(X) est en bijection via la restriction
de s avec M(X)/R. La bijection réciproque transporte la structure de groupe de
M(X)/R sur F(X) : F(X) est donc un groupe engendré par X. On 'appelle le
groupe libre engendré par X. Par convention on pose F()) = 1.

Théoréme 4 (propriété universelle du groupe libre). Soient X un ensemble, G un
groupe et f : X — G une application. Alors il existe un unique homomorphisme de
groupes de F(X) dans G qui prolonge f.

C’est bien la propriété annoncée au début.

Démonstration. Soit f: X — G une application. f se prolonge & X ! par f(z7!) =
f(x)™t, puis & M(X) par f(1) =1 et f(xy..w,) = f(x1)...f(x,). Par récurrence
sur la longueur on voit alors que VYu,v € M(z), f(uv) = f(u)f(v), et que f est
constante sur les classes. Le théoreme de factorisation des applications fournit alors
f:M(X)/R — G telle que fos = f. Alors, notant 3 la restriction de s & F'(X) et
r comme ci-dessus, si ¢ = f o3, alors por = f. Donc ¢ est un homomorphisme de
groupes convenable, et 'unicité provient de ce que X engendre F'(X). O

En particulier, si X est une partie génératrice d’'un groupe G, on a une inclusion
X — G, d’ott un homomorphisme canonique de F(X) dans G.

Par exemple on peut montrer en utilisant la propriété universelle que le groupe
libre engendré par un singleton est isomorphe a Z. On peut aussi montrer que F'(X)
est non-commutatif des que card(X) > 2, qu'un groupe libre est sans torsion, que
F(X) et F(Y) sont isomorphes si et seulement si X et Y sont en bijection, et que
tout sous-groupe d’un groupe libre est encore un groupe libre (théoreme de Schreier).

Définition 5 (Présentation d'un groupe). Soient G un groupe, X une partie généra-
trice de G, R une partie de F'(X), H(R) le sous-groupe distingué de F'(X) engendré
par R. On dit que le couple ( X | R ) est une présentation de G si ’homomorphisme
canonique F(X) — G a pour noyau H(R). On appelle alors X l’ensemble des
générateurs de la présentation, et R 1’ensemble des relations de la présentation.
Dans le cas ou X et R sont des ensembles finis on parle de présentation finie.
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Remarquons que dans la configuration ci-dessus, on a: G ~ F(X)/H(R).
Par exemple une présentation du groupe libre engendré par X est ( X |
une présentation du groupe cyclique d’ordre n est ( {a} | a™ ).
La propriété suivante des présentations sera importante dans la troisieme partie.

0) et

Proposition 5 (Suite exacte de groupes et présentations). Supposons qu’on a la
suite exacte de groupes : 1 — F' — G — H — 1, avec des morphismes ¢ : F' — G
ety :G— H, et que F' et H ont pour présentations :

:<f17"'7fm | Rl,...,Rn> et
H={(hy,. .. hy| S, ... 5)

avec S; = hi1 ... hij, pouri=1,...,q. Soit g1,...,g9y, € G tels que pour k =1,...,q
on a g, € ¢ ' (hg). Alors, pour i =1,...,q, il existe r; € N et s; : [1,7;]] — [[1, n]]
tels que gi1 - - - gij, = P(fo;1)) - - - ©(fsirs))» €t alors, pour tout tel choix desr; et des s;,
le groupe G admet pour présentation

(o(f1)sso(fa)sg1s--ngp | @(R1), ..., 0(Rm),
J11 gl]ﬁp(fsl (r1) ) . (fsl ) 7"'vgq1"'gqjq90(fsq(rq ) (fsq(l ) >

Démonstration. Montrons d’abord la partie génération. Soit g € G. Comme
Y(g) € H, il existe 74 € N et s, : [[1,r]] — [[1,p]] tels que 1(g) = hg, @1 - - - Py (ry)-
On a alors gg;gl(rg)...gs_gl(l) € ker(¢y) = im(p), or ¢(f1),...,¢(fm) engendrent
im(p) donc il existe 7, € N et s; : [[1,7]] — [[1,m]] tels que gg_l(r o 95_91(1) =
o(fsy01)) - - - o)), on a alors g = o(fs o) - @(fs (1)) Gsy(1) - - - Gsy(ry) done G

est engendré par Qp(fl), ceey Sp(fn)7 915 -5 Gp-
Comme ¢ est un morphisme, pour i = 1...n, ¢(R;) = 1 est bien une relation

dans G. Pour i = 1...q, on a h;...h;; = 1, donc g;1 ..., € ker(y) = im(p)
et par conséquent il existe r; € N et s; : [[1,7]] — [[1, n]] tels que g1 ... =
O(fsi)) - ©(fsirs)). Par conséquent gg .. -gqjq‘P<fs_q(rq ) @(fsyy) "t =1 est bien
une relation dans G.

Soit g1 ...g; = 1 une relation dans G. D’aprés la partie génération pour k < [
on peut supposer que g fait partie des générateurs déja exhibés de G. Comme
im(p) = ker(1) est distingué dans G, quitte a les changer on peut pousser tous les
©(f;) & gauche dans notre relation qui se réécrit alors

@(ftl) . --@(ft;)gt/l c Gy, = 1.

Via 9 on en déduit la relation hy, ... ht;c . =1, donc les relations données permettent
d’exhiber k" et t” tels que

gty -9, = SO(ft’l’) o o(fer, )

k!
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Notre relation devient alors

o(fi) o fy)e(fiy) - o fir,) = 1.

]C//

Cette relation se déduit donc d’une relation sur F, et donc les relations p(Ry), ...,
©(R,) permettent de la trivialiser. Par conséquent une relation sur G se déduit bien
des relation données, et donc GG admet pour présentation celle donnée dans I’énoncé.

O

Définition 6 (produit libre de deux groupes). Soient GG; et Gy deux groupes.
On note X = G;][G2 (union disjointe ensembliste). On peut définir comme
précedemment la relation R ; alors M(X)/R est un groupe, qui permet de définir
(comme ci-dessus) sur l'ensemble des mots réduits de M (X) la seule structure de
groupe telle que la restriction de la surjection canonique soit un isomorphisme. On
appelle produit libre de G et G5, et on note GGy * G5 'ensemble des mots réduits de
M (X) muni de cette strucure de groupe.

Proposition 6 (propriété universelle du produit libre). G * Gy est ['unique groupe
a tsomorphisme pres qui soit solution du probleme universel suivant : pour tout
groupe H et pour tout couple d’homomorphismes f; : G; — H 1l existe un unique
homomorphisme f : G x Go — H tel que, si g; : G; — Gy * Gy est linclusion
canonique, f o g; = h;

La preuve étant analogue a celle de la propriété universelle du groupe libre, et
cette proposition n’étant pas utilisée dans la suite, on se contente de renvoyer a [Fre].

On peut bien-sir généraliser la notion de produit libre a une famille quelconque
de groupes. On peut alors voir le groupe libre sur X comme produit libre d’une
famille de groupes tous isomorphes a Z indexée par X.

Proposition 7 (produit libre de groupes et présentations). Soient G et H deuz
groupes, dont des présentations respectives sont

<gla"'7gn | Rl,...,Rm> et
Chuvevohy | Shyen Sy )

Alors le produit libre G« H de G et H admet pour présentation :
<gl,...,gn,dOtS,hl,...,hp | Rl,...,Rm,Sl,...,Sq >

Dans la partie suivante, on verra que PSLy(Z) est isomorphe au produit libre
de Z/2Z et de Z/3Z.
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2 SLy(Z) par générateurs et relations

Le groupe SLs(Z) joue un role particulier, puisqu’il a une structure proche de celle du
groupe libre, ce qui n’est pas le cas pour n > 3. Dans cette partie nous allons donner
une présentation par générateurs et relations de SLy(7Z). Pour cela nous observerons
son action sur le demi-plan de Poincaré, ce qui nous permettra de démontrer le
théoreme suivant.

Théoréme 8 (présentation de SLo(Z)). Le groupe SLo(Z) admet pour présentation
par générateurs et relations { s,t | s2 = (st)3,s* = 1), (a,b| aba = bab, (aba)* = 1)
et (a,bla®>=0b%a"=1).

La démonstration nécessite des notions de géométrie hyperbolique. Nous ren-
voyons a [Kat] pour un exposé plus complet de ces notions.

Définition 7 (demi-plan de Poincaré). On appelle demi-plan de Poincaré le demi-
plan supérieur H de C, c’est-a-dire 'ensemble {z € C [Im(z) > 0}.

On fait opérer SLy(Z) sur C=CuU {00} par l'action suivante: si g = <Z b),

d
on pose gz = 28 avec les conventions naturelles suivantes : &+t — @ b —
b gz = cz+d’ *oexoo+d ¢ ) cexoo+d
et %er = oo . On remarque que 1’élément ( 0 1) est le seul élément non

trivial qui opere trivialement sur C, on peut donc considérer que c’est PSLy(Z) =
SLy(7Z)/{£1} qui opere, et alors I'action est fidele.

Définition 8 (groupe modulaire). On appelle groupe modulaire le groupe PSLo(Z),
quotient de SLs(Z) par {£Id}, noté G par la suite.

Notons que

az + b)
cz+d

Im((az + b)(cz + d))

lcz + d|?

_ (az+b)(cz +d) — (aZ + b)(cz +d)
B 2cz+dJ?
~ (ad —bc)(z —z)/2
B lcz + d|?
_Im(z2)
ez +d|?

Im(gz) = Im(
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donc H est préservé par 'action du groupe modulaire. Désormais, nous ne nous
intéresserons plus qu’a 'action de G sur H. Le méme calcul montre que H est aussi
préservé par 'action de PSLy(R).

Le lemme suivant va étre utile dans la suite.

Lemme 9. Soit L une demi-droite euclidienne dans H UR orthogonale a ’aze réel,

. ) 1 ‘
et rencontrant cet axze en a. Alors l'action de la matrice 0 1&) envoie L sur

l’aze des imaginaires purs de partie imaginaire positive ou nulle.
Soit C' un demi-cercle euclidien dans HUR orthogonal a l’aze réel, et rencontrant

. ) 1 - )
cet axe en a et b. Alors l'action de la matrice ﬁ (1 _Z) envote C sur l'aze des

imaginaires purs de partie imaginaire positive ou nulle.

~

0 a b

Figure 1: L et C'C sont envoyés sur l'axe imaginaire pur

Démonstration. Le cas de la droite L est trivial.
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Soit z € C, on a alors |z — 24| = |bga|,d’of1
z—a\ (z—a)(z—0)

Re(z—b) _R€< |z — b|? )
_p (B )E -+
= Re( =0 )
_ (s Re(e 5 - (- o) - ()

|2 —bf?

= 0.

Donc C' est envoyé sur 'axe imaginaire pur. D’autre part on vérifie facilement que
a est envoyé en 0, et b en co. Donc 'image de C est exactement 1’axe imaginaire
pur de partie imaginaire strictement positive pour des raisons de connexité. O

Le demi-plan H est intéressant car on peut le munir d’'une métrique hyperbolique
naturelle.

Définition 9 (distance hyperbolique sur H). On équipe H de la métrique ds =
= o |dz| est 1’élément de distance euclidien y/dx? + dy?. On appelle [ la

Im(z)’
longueur des courbes asocié et d la distance associée.

Proposition 10. Les actions des éléments de PSLy(R) sur H sont des isométries
pour la distance d.

Démonstration. On a déja vu que H est stable pour 'action de PSLs(R). Montrons
que siy : I — H est un chemin différentiel, alors pour tout g dans G, on a l(g(7)) =
(7). Supposons que 7y soit donné par z(t) = x(t) + iy(t) et que g(vy) soit donné par
w(t) = u(t) + w(t). On a alors

dw  a(cz +d) — claz + b) 1

dz (cz + d)? (x4 d)?

=Y _ dw) _ v I
Oronav =, et donc || = 7. Dol

1 ‘d_w‘ 1 ‘d_w@| 1|dz
ot = [ e = [ Htlar— [ aar— i)
o o(t) o u(t) o y(t)
L’invariance de la distance hyperbolique découle de la derniere égalité. Par conséquent
les éléments de PSLo(R) sont des isométries de H. O
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Remarque 1. On peut montrer que I'ensemble des isométries directes (i.e préservant
'orientation) de H est exactement I’ensemble des actions sur H du groupe PSLy(R).

Proposition 11. Les géodésiques de H pour la distance d sont les demi-droites
euclidiennes perpendiculaires a l'axe des réels, définies par Re(z) = cste, et les
demi-cercles euclidiens orthogonaux a ce méme axe, définis par |z — x| = cste,
appelés désormais droites hyperboliques.

Démonstration. Soient zp,zy deux points de H. Supposons tout d’abord z; = ia
et zo = b, avec b > a. Si 7 est un chemin différentiable joignant z; a z, avec
~v(t) = z(t) 4+ iy(t), alors

l(’v)z/o1 \/WdtZ/ol—tdtz/Olﬁdt:/ab@:hl(é)

|4
y(t) y(t) y a’

Or ln(g) est la longueur hyperbolique du segment de I’axe imaginaire joignant ia et
1b, donc la géodésique joignant z; et 25 est le segment de 'axe imaginaire qui est
entre les deux.

Supposons maintenant z1, 2z quelconques. Ils appartiennent alors a un unique
cercle euclidien C' (resp. droite L si Re(z1) = Re(z2)) orthogonal a l'axe réel.
D’apres le lemme 9, il existe une transformation ¢t de P.SLy(R) qui envoie C' (resp.
L) sur I'axe imaginaire pur. Or ¢(C') est la géodésique joignant tz; a tze, donc C est
la géodésique joignant z; a z puisque t est une isométrie. O

Pour étudier I'action de GG sur H, nous allons regarder les images par cette action
d’un élément fixé. Pour lier les images de différents points, la notion de domaine
fondamental est utile.

Définition 10 (domaine fondamental). On appelle domaine fondamental pour I'action
de G sur H une partie F' de H vérifiant
(1) F = Adh(Int(F)),
(it) H = | gF,
geG

(i1i) Vg € G\ {1}, Int(F) N Int(gF) = 0.

Proposition 12. Soit zo € H tel que Stab(zy) = {1}. Alors l’ensemble D.,,(G) =
{z € H|Vg € G,d(z,g20) > d(z,20)} est un domaine fondamental, appelé domaine
fondamental de Dirichlet en z.
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Démonstration. Soit z € H, comme 'orbite Gz de z dans H est discrete, il existe
z' € Gz minimisant d(z, zp), d’ou d(Z/, z9) < d(gz, z9) pour tout g dans G, et donc
2" appartient a D, (G). Par conséquent D, (G) contient au moins un point dans
chaque orbite, d’ou le point (7).

Soit g € G, notons H,(2) le demi-plan (hyperbolique) délimité par la médiatrice
du segment [z0,gz0]. On a D, (G) = (V,cq Hy(20), et tous ces demi-plans étant
fermés, convexes (au sens hyperbolique) et d’intérieur non vide, D, (G) est fermé,
convexe et d’intérieur non vide, d’ou le point (7).

Montrons que deux points distincts 21, zo de l'intérieur de D, (G) ne peuvent
appartenir a la méme orbite. Soit z € D, (G). Sid(z, zy) = d(gz, 29), alors d(z, z9) =
d(z,97129), donc z est sur la médiatrice du segment (non trivial par hypothese !)
(20, 97 20], donc z appartient a la frontiere de D, (G). Doncsi z € Int(D.,(G)), alors
d(z,z9) < d(gz, z) pour tout g € G \ {1}. Si les deux points 21, 2o appartiennent a
la méme orbite, cela implique h(z1, 29) < h(zq, 20) et d(2a, 20) > d(z1, 20), d’ot1 une
contradiction. Ceci démontre (ii). O

Deux éléments de SLs(Z) vont jouer un role particulier dans la suite. On pose
(0 —1 ‘o 11
T o0) 0 1)
Proposition 13. Le domaine fondamental de Dirichlet D,;(G), pourr € R etr > 1,
est 'ensemble D = {z € H}|§R(z)| <1/2et|z| > 1}.

R(z) = —3 | R(z) =3
' D
|
I
|
ri7
P T Sy
lzl=1,"17 1 I\
| . | \
/o ! |
[ | 0 1

Figure 2: Le domaine fondamental de Dirichlet D,;(G)
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Démonstration. Notons d’abord que D,;(G) est bien défini puisque i n’est fixé par
aucun élément de G\{1}. Tout d’abord les trois isométries ¢(z) = z+1,¢7'(2) = 2—1
et s(t) = —1/z sont bien dans G, et D = Hy(z) N H; *(20) N H,(2). Ceci montre
D,i(G) C D.

Supposons D, (ri) C D, alors il existe z € Int(D) et g € G tels que gz € Int(D).

Posons gz = %% avec ad — bc = 1. On a alors
cz+d’

lcz +d|* = |z]* + 2Re(2)cd + d* > ¢ + d* — |ed| = (|c| — |d|)* + |cd],

car |z| > 1 et Re(z) > —3. Cette borne est entiére et strictement positive (car sinon
¢ = d = 0 qui contredit ad —bc = 1). Donc elle vaut au moins 1 et donc |cz+d| > 1.
I'm(z) - Im(z) ot Im(gz) > Im(z). Le méme argument

On a alors Im(gz) =

T |ez+d|?
marche alors en remplagant z par gz et g par g~!, d’ott Im(z) > Im(gz) et on a une
contradiction, d’ou la proposition. O

Corollaire 14. Les seuls domaines qui partagent un segment de frontiére de longueur
non nulle avec D sont sD,tD,t™'D.

Démonstration. Soit g € G tel que D et gD aient un segment de longueur non nulle
en commun. Alors ce segment est une partie de la médiratrice de [ri, gri], or les
seuls bords de D sont des segments des médiatrices de [ri, sgri], [ri, tri] et [ri, t'ri],
donc la médiatrice de [ri, gri] est confondue avec I'une des trois précédentes, donc
gri = sri,tri ou t~'ri, donc g = s,t ou t 1. O

Figure 3: Les images de D via (s, t,t7!)
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Théoréme 15. Le groupe G est engendré par s et t.

Démonstration. Soit g € G. Choisissons zy € D de telle sorte que le segment
géodésique S reliant zy a gzp ne passe par aucun point ayant un stabilisateur non
trivial. Ceci est toujours possible car ’ensemble de ces points est discret. Le seg-
ment S traverse donc une suite de domaines fondamentaux. Or cette suite est
finie car dans la région {z € H | Im(z) > Im(gzo), Re(z0) < Re(z) < Re(gzo)}
il ne rencontre qu'un nombre fini de domaines fondamentaux de Dirichlet, car
Paction est proprement discontinue. On peut donc supposer que la suite s’écrit
D,g1D, 192D, ...,9192 ... 9, D = gD. Pour tout i le segment [g; ... ¢;—120, 91 - - - GiZ0]
ne rencontre que deux domaines fondamentaux, donc le segment [z, g;z0] également,
or zyp € D, donc d’apres le corollaire précédent on a ¢;29 € sD,tD ou t'D, d’on
z; = s,t ou t~1. Par conséquent g est le produit de n termes dans {s,t, ¢t '}. O

//—\
20 91'20
0

Figure 4: L’arc reliant zy a gzg

Théoréme 16. Le groupe G admet pour présentation : { s,t | s*> = (st)>=1)

Démonstration. La partie génération vient d’étre démontrée, il suffit donc de mon-

trer que toute relation sur G se déduit de s> = (st)> = 1. Supposons donc
giga-..gn = 1, avec n > 2. Comme s et t engendrent G et comme s*> = 1 on
peut supposer g; = s,t ou t~! pour tout . Choisissons zy € Int(D) et posons

2i = ¢q1-..9i% (on adonc z, = z). Quitte a scinder notre relation en deux, on peut
supposer que pour tous ¢,j avec 1 <i,7 <n, on a ¢;gi+1...9; # 1, soit z; # z;. En
particulier, le mot ¢195...g, est réduit sur le groupe libre sur s,¢. Notons que la
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suite g1, ..., g, contient au moins un s, sinon on aurait z, = t*" # z,, et au moins
un t ou t71, sauf si n = 2 et g; = g» = 5. Par conséquent, quitte & passer & la suite
inverse, notre suite contient au moins un terme de la forme st ou ts. Traitons le
premier cas, le second se faisant de méme.

/ 3
4 B

Figure 5: Simplification de la relation ¢;...¢g, =1

Quitte a permuter cycliquement les termes de la suite on peut supposer g, =
5,92 = t. Comme l'axe imaginaire pur est entierement compris dans D U sD, et
que le domaine stD est a gauche de cet axe, tous les z», ..., 2, sont a gauche de cet
axe, or g, = t ou t™1, d’'olt g, = t. Comme t~*D Ut 'sD contient l'axe R(z) =
—1 et comme 2,1 € t7'D, il existe j avec 3 < j < n—2 tel que z; € ¢t 1sD.
Or la relation (st)® = 1 implique tst = st~1's donc la relation gi1go...¢, = 1 est
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équivalente & la relation t7'sgz...g, 15 = 1. Or la suite z{, 2}, ..., 2/, associée &
cette relation, ot I'on choisit 2 = z;, coincide avec zy, ..., z, pour tous les éléments
compris entre z» et z, 1, en particulier on a 2, = z;-, et on peut donc scinder notre
3 / ! _ : / / _ / !
nouvelle relation g; ...g, = 1 en deux relations g5...g;_; =1let g; ;...g, = 1de
longueurs strictement plus courtes, et la relation initiale se déduit de ces deux-la.

Par récurrence peut donc se ramener aux cas n = 0,2 qui sont triviaux. O
Corollaire 17. Le groupe PSLy(Z) est isomorphe au produit libre Z./27 * 7./ 37Z.
On peut maintenant démontrer le théoreme 8.
Démonstration. On a la suite exacte suivante
0 — Z/27 — SLy(Z) — PSLy(Z) — 0.

Donc d’apres le lemme 5, pour déduire une présentation de SLy(Z) de celle de G
qu'on a déja, il suffit de déterminer les éléments de I'image de Z/2Z — SLo(Z)

auxquels sont égaux s? et (st)®. Or un calcul facile montre que s? = (st)® = —I, =
p(—1), d’ou la premiere présentation. Pour déduire la seconde, il suffit de poser
a =11 b=tst, et pour la troisitme de poser a = s,b = st. O

La structure de SLs(Z) est donc proche de celle du produit libre Z /27 x Z/3Z,
et donc elle est proche de celle d'un groupe libre.

3 SL,(Z) pour n > 3 par générateurs et relations
Nous allons a présent nous intéresser a SL,(Z) pour n > 3.
Définition 11 (matrice élémentaire). Pour i < i # j < n, on note e;; la matrice:
1
, olt le 1 se trouve en position (i, 7).
1

Les puissances des e;; pour ¢ # j sont appelées matrices élémentaires.

Dans un premier temps, nous allons montrer que les matrices élémentaires en-
gendrent SL,(Z), puis nous dégagerons des relations entre celles-ci et montrerons
qu’elles engendrent presque toutes les relations entre matrices élémentaires.
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Théoréme 18. Les matrices élémentaires engendrent SL,(Z) pour n > 3.

Démonstration. Soit M une matrice de SL,(Z) de la forme

* % *
* % *
*x % *
Uy U ... Up

La multiplication a gauche par une matrice élémentaire eﬁj consiste a ajouter [
fois la j-ieme ligne a la i-ieme, et la multiplication a droite par elij consiste a ajouter
[ fois la i-ieme colonne a la j-ieme. Le jeu consiste donc a faire des opérations sur
les lignes et les colonnes pour se ramener de M a la matrice [,,. Ces deux types
d’opérations seront désormais appelées opérations élémentaires.

Comme M est inversible, on a uyZ +usZ + . . . +u,Z = 7, ie les u; sont premiers
entre eux. On distingue alors deux cas. Soit il existe i < n tel que u; = 0 et
alors en une opération élémentaire on peut amener u, a la place de u;, et de la

UL+ usZi + . .. + u,_1Z = Z. Soit, puisque n > 3, il existe t € Z tel que

t = 1 mod tous les premiers divisant uq, ..., u,_1,

t = 0 mod tous les premiers divisant wus, ..., u,_1 mais pas u;.

Pour l'existence de t, on peut utiliser le lemme suivant : Soient P; et P, deux
ensembles finis et disjoints de nombres premiers. Alors il existe ¢ tel que ¢ soit
congru a 1 modulo tout élément de P; et a 0 modulo tout élément de P,. En effet,
si on note 7; le produit des éléments de P; pour ¢ € 1,2 il suffit de choisir ¢t dans
(moZ)N(1+meZ), dont on voit qu'il est non-vide grace au théréme de Bezout, puisque
pged(my, mo) = 1. En une opération élémentaire on peut transformer uy en uq + tu,,.
On a alors (uy +tu,)Z +usZ+ . .. +u,_1Z = 7Z. En effet, soit p un diviseur premier
commun a uq + tuy,, U, ..., U,_1. D’une part p divise uy, car sinon par définition de
t, p ne diviserait pas uj + tu,. Donc, toujours par définition de ¢, p ne divise pas .
Or, il divise uq + tu,, et uy, donc aussi tu,, donc u,. Ainsi p divise tous les u;, qui
sont premiers entre eux ; contradiction. Ainsi, pged(uy + tuy, ug, ..., uy—1) = 1, ce
qui conclut. Il suffit alors d’utiliser n — 1 opérations élémentaires pour amener un 1
en position (n,n). De la 2(n— 1) opérations permettent de supprimer les coefficients
non nuls sur la derniere ligne et la derniere colonne, et donc de transformer notre
matrice en
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* ... x 0
* ... x 0
0 ... 01

Une récurrence facile permet alors de se ramener au cas des matrices de SLo(Z) qui

a été déja traité. O
Pour décrire SL,(Z) par générateurs et relations, on cherche alors a trouver

toutes les relations naturelles existant entre les e;;. On vérifie facilement que

leij, en] = 1 sij#ki#l
leij, €ji] = ein sii# k.

e . 0 . ,
On vérifie également que ejpe91€19 est la matrice ( ) de rotation d’angle /2,

1 0
d’olt (erze91€12)* = 1. Le résultat que nous démontrerons est le suivant.

Théoréme 19 (présentation de SL,,(Z)). Pourn > 3, SL,(Z) admet pour présentation
par générateurs et relations

(€ijsi # 7 | lesj. em] =1 pour j # ki #1,
leij, ek] = ek pour i # k,

(612621612)4 = 1>.

Pour démontrer ce théoreme, nous allons d’abord démontrer quelques lemmes
qui sont vrais dans un cadre plus général que celui de 'anneau Z.

On s’intéresse a GL,(A) le groupe des matrices inversibles de taille n x n a
coefficients dans I’anneau A. On va supposer des maintenant A commutatif car cette
hypothese sera indispensable dans les calculs qui suivent. Le groupe G L, (A) s'injecte

0

naturellement dans GL,1(A) par M — M O . On notera GL(A) la
0 ... 01

limite inductive (ou directe) des GL,(A). Les éléments unipotents seront notés
comme dans le cas A = Z: on note ef‘j la matrice ayant des 1 sur la diagonale et
un A en position (7,j), pour ¢ # j et A € A. On note E,(A) le sous-groupe de

GLy(A) engendré par les ey, et E(A) leur limite inductive. Une reformulation du
théoreme 18 est 1'égalité GL,(Z) = E,(Z).
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Une question qui se pose et dont nous cherchons la réponse dans le cas A = 7Z
est : quelles sont les relations existant entre les générateurs de E(A)? On a les
relations déja exhibées, appelées relations de Steinberg

ef}eé‘j = el’-\f“ (1)
[eg\j,ezl] =1 sijAkiF#l (2)
[eg\j, 6519] = ef‘,ﬁ‘ si 1 # k. (3)

L’idée est alors d’introduire un groupe abstrait défini par générateurs et relations
et qui imite le comportement déja observé des ef‘j.

Définition 12 (groupe de Steinberg). Pour n > 3, le groupe de Steinberg St,(A\)
est le groupe défini par les générateurs :L“g\j, pour 1 < i, 5 <mn,i# j,\ €A, et les
relations :

A A+

Tyt =Ty

[z, 2] =1 sij#ki#l
A A ..

[xija xélk] = %;5 si i # k.

Le groupe St,(A) s'injecte naturellement dans St,1(A), on peut donc parler de
la limite inductive ST'(A).
On définit le morphisme canonique

® : Stp(A) — GLn(A)

A A

L’image par ® de St,(A) est évidemment égale au sous-groupe E,(A). En pas-
sant a la limite directe, on obtient le morphisme ® : St(A) — GL(A), d'image
E(A). Ce qu'on veut déterminer est donc le noyau de ®, ou plutot le noyau
ker(®|st, ) = ker(®)|se,a)- En K-théorie, (voir par exemple [Mil]) ce noyau a
une grande importance.

Définition 13. On appelle KA le noyau de & : St(A) — GL(A).
Le théoreme 19 découle alors du théoreme suivant.

Théoréme 20. Pourn > 3, le groupe St,(Z) est une extension centrale :

1 - C, — St,(Z) — E.(Z) — 1



3 SLy(Z) POUR N > 3 PAR GENERATEURS ET RELATIONS 18

ou C, est cyclique d’ordre 2 engendré par (r15w21719)".

Pour démontrer ce dernier théoreme, on a besoin de quelques résultats généraux
sur St,(A). On va s’intéresser dans St,(A) a quelques éléments particuliers. Pour
toute unité v de A on pose

o1
yij(u) = xihay aly et zii(u) = yi(w)yi(—1).
On appelle Y, le sous-groupe de St,(A) engendré par les y;;(u) pour 1 < i,j <
n,i # j,u € A. On a encore Y,, C y,+1, et on notera donc Y la limite inductive des
Y.
On a par exemple, sin > 3 :

D(y5(u)) = 1| et @) = [ 1

—u~! ut
L’image par ® de y;;(u) est le produit d'une matrice de transposition et d'une
matrice diagonale de déterminant 1. On en déduit que I'image par ® d’un élément
y de Y, est le produit d’une matrice de permutation 7 et d’une matrice diagonale d
de déterminant 1. Le groupe Y tire son importance du lemme suivant.

Lemme 21. Soit y un élément de'Y,, tel que ®(y) = wd, le conjugué ya:?jy_l

digAd;;! : . o .
SL’W(Z-)WJ(;.).LE groupe Y, agit transitivement sur la partie gnératrice xfj, 1# J,AEN

du groupe de Steinberg St,(A). On a plus précisément, avec y comme ci-dessus :
Yyii (WY = Yrymi (diud;').

est égal

—1
Démonstration. On a Wde?jd_lﬁ_l = eii(ii;\i’(;). I1 suffit donc de faire la preuve pour
y = yr(u) (ceux-cis engendrent Y, et on a vu que leurs images par ® s’écrivent
comme produit d’une matrice de permutation et d’une matrice diagonale). Il y a
alors 7 cas suivant les égalités entre ¢, 7, k, [.

Traitons juste le cas i = k,j # 1. On a

=1 _ -1 _
yil(“)xi\jyil(—u) = xr," (wi‘lx?mz”)afﬁ ry"
1 -1 _
= xj(x" x?ﬂ?‘@ )z

o uo—uT NN —uy u _—u N —uy A
= Ty, (%‘sz‘l )= (xzﬂfzj Ly )5%
A u” N DY

A U
=Ty Ty Ty = 2y

Les autres cas se traitent de maniere similaire. O
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Corollaire 22. Le noyau C,, de ®|y, est dans le centre de St, (7).

Démonstration. Si ®(y) = I pour y € Yn, appliquons ¢ a yx?jy_l =z, on a alors

A ) _ i . X oA
ey = ely, doui = j,k=1,\= p, donc z} i = Ty, et par conséquent yri; = ziy. [

Corollaire 23. Pour tout u € A, on a la relation y;;(u) = y;i(—u™?t).
Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule du lemme 21 a y = y;;(u), d’ou
Yij(w) = yyi(Wy ™" = yi(—u e = yu(—uh). O

Appliquons maintenant le lemme 21 & y = z;;(u) : on a pour ¢, j, k distincts :

2ij(u) ™!
k() zip(u) ™!

2 (1) ik (0) 25 (w) ™!

= Zij (u)yzk( )yzk( )
= Yir(u0)yi(—u) = 2z
En multipliant par z;(v)~! & droite, on obtient
[2i(u), 2in(v)] = 2in(uv) 2o (w) " 2 (v) 7 ()
Le terme de droite ne dépend pas de j. Par symétrie, il ne dépend pas de k£ non plus.
Montrons qu’il ne dépend méme pas de i. En effet, on a y,;(1)2;;(w)yri(—1) = 2,.;(u)
done yri(1)[zi5(u), ik (0)]yri(=1) = [2r (1), 2r(v)]. Or d’apres (*), [2ij(u), zik(v)] est
dans C,,, qui est central dans St,(A), donc
(25 (w), zie(v)] = [z (w), 2ok (V)]

et [z;j(u), zix(v)] est bien indépendant de i. Ce crochet joue donc un role important
puisqu’il ne dépend que de u et v. Nous montrerons plus loin que C,, est engendré
par ces crochets.

Définition-Lemme 24. On appelle symbole de Steinberg, noté {u,v}, le crochet

25 (1), zi (V)] = zig () zip(w) Lz (0) 71 (pouri £jeti#k). Il est
(i) antisymétrique : {v,u} = {u,v}!
(i3) bimultiplicatif : {uv,w} = {u, w}{v w},
(14i) a valeurs dans le groupe C,,.

Démonstration. Le point (i) découle de la formule générale [a, b] = [b,a] ™",
Le point (i) provient du calcul suivant :

{uv, w} = [z (uv), zi(w)] = [z (w), 2i5 (V)] 255 (0) 235 (w), zip (w))]
]

[
= [2;;(v)zij(u), zig(w)] car [z (w), zi;(v)] € C,, qui est central
=
=

(v
25 (0), [zi5(w), Zir (W) 255 (u), 2 (w)][23 (v), zir(w)]
(

> Zik(
zij(u), zip(w)][25(v), zig(w)] car [z;;(u), zix(w)] € C, qui est central.
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(On n’a pas besoin que n > 3 ici car on n’a pas besoin que r # k.)
Le point (iii) se vérifie sur Pécriture matricielle de ®(zy, (uv)zi(u) 2 (v)71).
O

Il reste un dernier lemme technique a démontrer avant de commencer la démonstration
principale.

Lemme 25. Tous les z;;(u) peuvent s’exprimer en fonction des zix(u), au sens ot
ils sont combinaison algébriques des z1;(u) et de leurs inverses.

Démonstration. Si j = 1, le résultat voulu est simplement le corollaire 22. Traitons

maintenant le cas ot j # 1. D’une part on a z (u)y;x(1) 2 (w) “yn(—1) = yn(w)yp(—1) =
zix(u) en utilisant le lemme 20. D’autre part on a 2z (u)(y;x(1)zik(u) Ly(=1)) =
zik(u) 2 (u) ™, toujours grace au lemme 20. Par conséquent on a 2, (u) = 2z (u) 2 (u)
En prenant ¢ = 1 on a le résultat souhaité. O

-1

On peut maintenant démontrer le théoreme qui montre l'importance des sym-
boles de Steinberg.

Théoréme 26. Le sous-groupe central C,, = Ker(®ly,) de St,(A) est engendré par
les symboles {u,v}.

Démonstration. Soit Z,, C Y, le sous-groupe engendré par les z;;(u). D’apres le
lemme 21, il s’agit d’un sous-groupe distingué de Y,,.

Montrons tout d’abord C,, C Z,,. Modulo Z,,, on a y;;(u) = v;;(1) par définition
de z;;(u). Notons y;; leur classe commune modulo Z,. D’apres le corollaire 23, on
a Yij = Yji- Soit ¢ = iy, (u1) . .. Yi, 4, (ug) un élément de C,,. Fixons [ € [|2,n]]. Par
le lemme 21, on a ;91 = Yr1)r@)¥i; OU T est la transposition (i, ). Un tel échange
diminue la somme des [ tels que yy; apparait dans ’écriture de ¢, donc modulo 7,
on peut ramener tous les yy; a gauche dans I'écriture de c. A Tl'aide des relations
yuyu = 1 et y1;yu = yuyu pour j # [, on peut éliminer des yy; & gauche de ¢ de
sorte qu’il n’en reste qu'un. Mais cet unique y;; ne peut exister car sinon ®(c) ne

serait pas égal a l'identité. On peut par le méme procédé éliminer yo, ys, ..., et
finalement on obtient ¢ = I mod Z,,. Par conséquent C,, s’écrit comme produit de

D’apres le lemme 25, ¢ peut donc s’écrire comme produit des zy(u) et leurs
inverses. Soit C! le sous-groupe de C,, engendré par les symboles {u, v}, on a

21 (uv) = 2y(u)zy(v) mod C! | et
z15(u)z1(v) = 21(v)215(y) mod CY,

et par conséquent ¢ peut s’écrire comme produit
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¢ = z12(u2)z13(23) - . . 210 (up,) mod C7.

De cette écriture, on déduit que ®(c) est la matrice diagonale diag(us . . . un, uy ', . . ., u
Orona ®(c)=1,dotuyg =+ =wu, =1, soit c =1 mod C/, ce qui signifie que ¢
peut s’écrire comme produit de symboles de Steinberg. U

L’étape suivante dans la preuve du théoreme 20 est de montrer que le sous-
groupe central C), est le noyau de ® tout entier. Pour cela, on a besoin d’un résultat
d’algebre linéaire.

Le groupe St,(Z) agit a droite sur le module Z™ a travers le morphisme naturel
St (Z) — E,(Z) et action de E,(Z) sur Z", les éléments de Z" étant regardés
comme vecteurs-lignes. Pour n = 2, on a par exemple

(a,0)r12 = (a,a +b) et (a,b)xe; = (a+ b,b).
On utilise alors la norme [L; sur Z" définie par
las,. -y an)ll = lar] + -+ + laal.
Notons que 'action de Y,, sur Z" préserve la norme.

Lemme 27 (lemme de Silvester). Soit 3 l'un des vecteurs de base standard de 7",
c’est-a-dire tel que ||B|| = 1. Tout élément de St,,(Z) pourn > 2 peut s’écrire comme
un produit gi1gs ... gy, ouy €Y, et chaque g; est un générateur de Steinberg x?;l,
tel que

1891l < [1Bg1g2]l < -+ <||Bg1--.gnll-

Démonstration. A chaque suite g, . .., g, de générateurs de Steinberg, on associe la
suite sg = 1, s1, ..., s, d’entiers positifs définis par s; = ||Bg; ... ¢;||. On va mesurer
la déviation de cette suite par rapport a une suite monotone a l'aide d’un couple
d’entiers naturels (A, ). Si la suite sg, $1, ..., s, est monotone on pose A = p = 1.
Sinon on pose

A =max{s;|s; > sit1} et p = max{ils; > s;i41}

On ordonne les paires (A, i) lexicographiquement.

Nous allons démontrer le lemme par récurrence su (A, ). Lorsque (A, p) = (1,1)
il n’y a rien a démontrer, et sinon on va montrer que le mot ¢g; ... g,y peut étre
modifié grace aux relations de Steinberg de sorte a faire décroitre la paire (A, p).
L’ordre lexicographique étant bien fondé, en répétant I'opération un nombre fini de
fois, on obtient le mot recherché.
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Supposons donc (A, 1) > (1,1). On a alors A = s, > 5,41, p > 1let 5,1 < 5.
Quitte a renuméroter les coordonnées et a conjuguer chaque g; par un certain yx
on peut supposer g, = x12. Posons fgi...9, = (a,b,c,...) € Z". On a alors
Bg1...gut1 = (a,b—a,c,...). L'inégalité s,y < s, implique [b — a| < |b]. Cette
condition équivaut a

la| < 2|b| et si a # 0 alors ab > 0. (4)

La preuve du lemme se divise en 7 cas selon la nature de g,41, 4 pour lesquels
Ju+1 commute avec g, = w12 et 3 pour lesquels ces deux éléments ne commutent
pas. Nous ne traiterons qu'un cas dans chaque catégorie, les autres se traitant avec
des méthodes tout a fait similaires.

Cas 1: Supposons g,+1 = 27;,J = 3 qui commute avec g, = 12. Sans restreindre

la généralité on peut supposer j = 3,n = 3. On a donc (a,b,c) Jutl, (a,b,ea + ¢)

avec |c| > |ea + ¢|. Dans le mot g¢; ... g,y remplagons le produit ¢;g;11 = 12255 par

. T r ,
753212, La transformation (a,b — a,c¢) —> (a,b,c) —> (a,b,ea + c) est remplacée
par

(a,b—a,c) s, (a,b—a,ea+c) 22 (a,b,ea+c).

Les s; sont inchangés, sauf s, = ||(a, b, ¢)|| qui est remplacé par s,, = ||(a,b—a,ca+
c)||, oron a s,_1 > s,, donc on a (N, u') < (A, w).

Cas 2: Supposons g,4+1 = x5; qui ne commute pas avec g,. L’idée supplémentaire
a utiliser est d’introduire un y;5 pour se débarasser du défaut de commutation. Le

produit g,g,.+1 correspond & la transformation (a,b—a) = (a, b) 2L, (a+eb,b). Si

e =1, alors a et b sont de signes opposés ce qui contredit la seconde inégalité de (4).
Donc ¢ = —1. Remplacons le produit 1575 par oa1y1(—1) qui lui est égal. On
peut pousser y2; a droite de g, 42 . .. g, sans rien changer a la suite sq, ..., s,, puisque
la norme est invariante par 'action des éléments de Y,,. La transformation associée
devient alors (a,b — a) 2% (b,b — a) qui réduit (X, p) puisque \ est diminué. O
Théoréeme 28. Pour n > 2, le noyau du morphisme ® : St (Z) — E,(Z) est
contenu dans'Y,,.

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n. Celui-ci est clair pour
n = 1. Supposons donc n > 2. Soit # = (0,...,0,1). D’apres le lemme de Silvester
tout élément du noyau de ® s’écrit comme un produit g;...g,y avec y € Y, et
1< |8l

le--- < [|Bgr...gryll = 1. On en déduit 1 = [[Bgi|| = --- = [|Bgr...gyll = 1 et



3 SLy(Z) POUR N > 3 PAR GENERATEURS ET RELATIONS 23

par conséquent gi, puis inductivement tous les g;, laisse invariant 5. Donc le mot
g1---gr ne contient aucun générateur du type z;;. S’il contient des z7,, on peut
par les relations de Steinberg les envoyer tous a gauche. Notons x le produit de ces

x5, le produit g; ... g,y est donc égal a zi(w)y pour un certain w € St,,_1(Z) ou i
désigne le morphlsme naturel St,,_1(Z) — St,(Z). Les deux matrices ®(z) et ®(w)
sont donc de la forme

1 0 = 0
| ot * :
0 1 = 0
0 ... 01 0 ... 01
Or leur produit vaut 1 donc ®(z) = ®(w) = I. D’apres les relations de Steinberg,

le sous-groupe de St,(Z) engendré par xi,,..., T, 1, est commutatif, or x est un
élément de ce sous-groupe, d'image par ¢ triviale, d’'ou x = 1. Par hypothese de
récurrence, on a également w = 1, et donc g ...¢g,y =y € Y,,, d'ou le résultat. [

Comme on sait que le groupe Y,, est engendré par les symboles de Steinberg, il
ne reste plus qu’a calculer dans St,,(Z) les crochets {—1,1},{1,—1} et {—1,—1}.

Lemme 29. Pour tout anneau A commutatif et pour tout u € A on a {—u,u} =
{u,—u} =1.

Démonstration. D’apres le lemme 21, on a y;;(—u.u) = y;;(w)y;;(—1)y;;(—u), d’ou
zij(—u.u) = 2;(u)z;;(—u) qui est la relation voulue : en effet on a u, —u = z;;(—u -
u)zij(—u) "tz (u) 7 O

Lemme 30. L’élément {—1,—1} de St,(Z) est d’ordre 2.

Démonstration. On renvoie a un cours de topologie algébrique, par exemple [Paul]
ou [God] pour des précisions sur les résultats que nous admettrons.

On sait déja par le lemme 24 que {—1,—1}"' = {—1,—1}. 1l s’agit donc de
montrer {—1,—1} # 1. Il suffit d’établir ce fait dans St(n,R), puisqu’on a une
inclusion naturelle St(n,Z) — St(n,R).

On introduit d’abord la notion de revétement universel. Un revétement uni-
versel sur un espace topologique connexe et localement connexe par arcs B est un
revetement 7 : B — B avec B connexe, tel que pour tout revetement connexe
p: X — B avec X connexe et pour tous b € B et z € X tels que 7r(b) = p(z), il
existe un morphisme de revétements ® : B — X de 7 sur p tel que (I>(b) x.

On peut montrer qu’'un revétement universel est unique a isomorphisme pres
et que tout espace séparé, connexe et localement contractile (en particulier tous
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les espaces que nous aurons a considérer dans cette preuve) admet un revétement
universel. Enfin on peut montrer que si p : X — B est un revétement avec X
simplement connexe alors p est un revétement universel. (On désignera par (*) ce
résultat.)

On aura également besoin d’un résultat sur le reléevement des chemins :

Sip: X — B est un relevement et f : Y — B une application continue, un
relevement de f est une application continue f Y — X telle que po f f. Alors
pour tout chemin ¢ dans B d’origine b, et pour tout x € p~1(b) il existe un unique
relévement ¢ de ¢ d’origine z.

Enfin, on utilisera le fait que le revétement universel de SO(3) s’identifie avec la
sphere S? des quaternions de norme 1. Identifiant R? avec 'espace des quaternions
purs H* (ie de partie réelle nulle), étant donné ¢ € S* on définit un élément ®, de
SO(3) par h € R® — ¢(0,h)g' € H* ~ R3 On en déduit un homomorphisme
de groupes ® : ¢ € S* — @, € SO(3), dont on montre que c’est un revétement,
donc le revétement universel d’apres (*). En particulier tout quaternion de norme
1 détermine une rotation de R3®. Notamment, k et j déterminent les rotations de
matrices respectives :

-1 0 0 -1 0 0
r; = 0O 1 0 = hlg(—l) et rp, = 0 -1 0] = hl?(_l)'
0O 0 -1 0 0 1

Considérons maintenant le revétement universel SL(n, R) de SL(n,R). Le chemin

t— ew , paramétré par [0, 1], se releve en un unique chemin d’origine 1 de SL(n,R),

dont on notera e - Pextrémité. Les éléments e - ainsi définis vérifient encore les re-

latlons de Stemberg, ce qui permet de définir un homomorhisme f de St(n,R) dans
SL(n R) par 75 — e

ij
En eXhlbant des chemins dans St,(R) de 1 & his(—1) et de 1 & hy3(—1) et en

les relevant en des chemins dans SL(n,R) de 1 a j et de 1 & k respectivement, on
montre que les images de hio(—1) et de hy3(—1) sont k et j respectivement.

Voyant {—1, —1} comme élément de St3R) et écrivant {—1, =1} = [h12(—1), hiz(—

on obtient donc : ®(—1,—1) = kjk~'j=* = —1, donc {—1, -1} # 1. O

La preuve du théoreme 20 est maintenant complete : le théreme 28 nous assure
que le noyau de ®|g,(z) est dans le groupe Y,,, le théoreme 26 nous prouve que ce
noyau est engendré par les symboles de Steinberg, et enfin les deux derniers lemmes
nous montrent que seul {—1, -1} = (x12x21:c12)4 est non nul et donc que C,, est
cyclique d’ordre 2.

1]
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4 Génération bornée de SL,(Z) pour n> 3

Dans cette derniere partie, nous allons montrer que le groupe SL,(Z) pour n> 3 a
une structure quasi opposée a celle de SLo(Z) puisque ce dernier a une structure
presque libre, alors que SL,(Z) pour n> 3 a la propriété dite de génération bornée.

Définition 14. Un groupe G est dit a génération bornée par rapport a la partie S
s’il existe un entier naturel n tel que tout élément de G peut s’écrire comme produit
d’au plus n puissances d’éléments de S.

Par exemple, un groupe abélien de type fini a la propriété de génération bornée
par rapport a n’importe quelle famille génératrice, tandis qu’'un produit libre ne I'a
pas par rapport a sa partie génératrice canonique. En effet si g € G1 et g2 € Go,
alors (g192)" € G1% G5 est le produit d’au moins 2n éléments de la partie génératrice
canonique de G * G9. En particulier un groupe libre n’a pas cette propriété, et ni
PSLy(7Z) ni SLy(Z) par rapport aux parties génératrices exhibées ne 'ont plus.

Nous allons montrer que pour n > 3, le groupe SL,(Z) a cette propriété de
génération bornée. Pour cela, nous aurons besoin de quatre lemmes préliminaires
de nature combinatoire et arithmétique.

Lemme 31. Soit € un entier positif ou nul, M et N deuz éléments de SL,(Z) avec

a b 0 a b 0
M=|c d 0l eteN=|z y 0],
0 01 0 01
alors en au plus 17 opérations élémentaires on peut transformer M¢ en N.
Démonstration. Posons L = (Z Z) € SLy(Z). Ona L? = —I+tr(L).L. Définissons

récursivement deux suites de fonctions polynomiales (f,,) et (g,) par :

fot) =1, go(t) =0
Joi1(t) = =gn(t) ; gns1(t) = tga(t) + fult).
Posons f = f.(tr(L)) et g = g-(tr(L)), on vérifie par une récurrence facile que pour
tout n € Nyon a: LY = f,(tr(L))I + gn(tr(L))L, d’o en particulier :
LfF = fI+gL.
Une récurrence facile montre que g,,+1(t)gn_1(t) = gn(t)?—1, donc f(t) divise g(¢)*—

1, par conséquent f divise g2 —1, et il existe donc dans Z une factorisation f = f, f_
avec



4 GENERATION BORNEE DE SLy(Z) POUR N> 3 26

g+1l=jfretg—1=Fkf_.

Posons
10 0 100 10 O
F=101 f 01 0]=10g9¢9 f ],
0 0 1 0 k 1 0 k£ 1
1 00 10 1—f, 1 00 x 0 x
G=|0 10 01 0 —f- 1 0l=|—-f- 1 0
-1 0 1 00 1 Jj 01 g 0 fy
On a alors
* 0 %
H=FG=|0 g f
1 % %
11 suffit alors de 4 opérations élémentaires pour transformer H en
10 —b
J=10 g f+ga
* %k *
Par exemple, cette suite d’opérations convient :
* 0 x x 0 * 1 % *
0g fl—=|(0g f+ga] =10 g f+ga
1 *x % 1 = * x 0 *
10 * 1 0 —=b
— 10 g fH+ga] =0 g f+ga
* %k * * %k *

Comme modulo b les matrices M et M¢ sont triangulaires inférieures, on a f +
ga = a® mod b, pour le voir il suffit de remarquer que L* = fI + gL et de comparer

les termes en position (1, 1), donc en une opération élémentaire on peut transformer
N en

Posons
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f+ga bg O
L=KJ= * * 1
*k *k k

Il suffit de 6 opérations élémentaires pour passer de L a M¢, (procédé analogue a
celui tranformant H en .J) donc en tout 17 opérations pour passer de N a M. [

Le lemme suivant est le lemme clé pour démontrer la propriété de génération
bornée de SL,(Z).

Lemme 32. Soit

M =

S o 2
O o
—_ o O

un élément de SL3(Z). Soit ¢ la fonction indicatrice d’Euler. Si pged(¢p(b), ¢(c))
divise €, alors on peut passer de la matrice M¢ a la matrice I en au plus 38 opérations
élémentaires.

Démonstration. D’apres le théoreme de Bézout, on peut choisir r, s € Z tels que
ro(b) — so(c) = pged(o(b), ¢(c)), or d’apres le petit théoreme de Fermat, il existe
V,c € 7Ztels que a™®® =14 bW et d**© = 1+ cc’. Posons alors

1 b0 100 a?® b 0
B=10 10| (¥ 0 /10,
00 1 0 1 0 1
1 — 0 00 a2 —¢ 0
C’:OlO—c’lO:—c’lO
0 0 1 0 01 0 0 1

D’apres le lemme précédent, B peut étre transformée en M7®) en 17 opérations
élémentaires, et par analogie C' en M%) puisque :

d —c 0
M71=1b a 0
0 0 1

Par conséquent M7®®)=s¢(c) = frocd(®(®).®(c) peyt étre transformmeée en 2% 1744 =
38 opérations élémentaires en la matrice I. O
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!/ /
Lemme 33. Soit M' = ((i Z) € SLy(Z). Alors il existe a,b € Z tels que
(1) a et b sont premiers avec b =5 mod 6,
(11) a ne divise pas b — 1,

2
(7i1) M’ peut étre transformée en au plus 4 opérations élémentaires en (ka *) :

Démonstration. Montrons qu’en 2 opérations élémentaires, on peut transformer M’
en M” _ al/ b//

*
tous deux pairs, donc on peut choisir € € 0,1 tel que b” = b’ + ea’ soit impair, puis
choisir 7 tel que a” = o’ +nb”" = 3 mod 4 et a” # 0 mod 3. Donc en deux opérations,
on peut transformer M’ en M".

avec @’ = 3 mod 4 et b impair. En effet o’ et b’ ne sont pas

Z
Si le symbole de Legendre ( 2,,) vaut 1, alors par le théoreme de la progres-

sion arithmétique de Dirichlet, il existe un nombre premier b satisfaisant b = 1

"
mod 4, b = 2 mod 3. D’ou, d’apres la loi de réciprocité quadratique, ( CZ) =
@ -ne-1) 7/ b’ . . 2 _ Arats
(—1 i ( a") =1, et donc il existe a tel que a® = a” mod b. En 2 opérations

2
14 . . fa® b
élémentaires, on peut alors passer de M"” a (* *)

s P . o . e
Si < a") = —1, alors par le théoreme de Dirichlet, il existe b premier satisfaisant

b =3 mod 4, b =2 mod 3. Donc d’apres la loi de réciprocité quadratique on a

" PR 7
) = (—1)(a 1= b, = 1, et donc il existe a tel que a®* = a” mod b. En 2
b a’

2
o "y . . fa* b
opérations élémentaires on peut alors passer de M” a <* *) O

Lemme 34. Soient a,b premiers tels que ni a ni 3 ne divisent b — 1. Alors pour
tout e € Z, il existe ¢ € Z tel que ¢ = e mod a et pged(o(b), ¢(c)) = 2.

Démonstration. D’apres le théoreme de Dirichlet, il existe ¢ premier tel que ¢ = 3
modb—1letc=emoda. Onaalorsc—1=2modb—1,orb—1etc— 1 sont
impairs, d’ou pged(p(b), ¢(c)) = pged(b—1,¢—1) = 2. O

On peut maintenant démontrer le théoréeme voulu avec une borne effective pour
la propriété de génération bornée
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Théoréme 35. Le groupe SL,(7Z) est a génération bornée, toute matrice de SL,(7Z)
peut s’écrire comme produit de (3n* —n)/2 + 54 matrices élémentaires.

Démonstration. La preuve donnée du théoreme 18 montre que pour n > 3, il suffit
de 3n — 2 opérations élémentaires pour se ramener d’une matrice de taille n a une
matrice de taille n — 1. Par récurrence, il faut donc (3n*> — n — 10)/2 opérations
élémentaires pour transformer une matrice quelconque de SL,(Z) en une matrice
de la forme

a v

d d

M/ - 1

D’apres le lemme 33, en 4 opérations, on peut transformer M’ en
2
a® b

, Cl/ d/l
M — 1 y

ol a et b satisfont les conditions du lemme 33. D’apres le lemme 34 il existe ¢ € Z
tel que ¢ = e mod a et pged(p(b), p(c)) = 2. Soit d € Z et
a b
c d
M - 1 y

En appliquant le lemme 31, on peut alors transformer M” en M? en 17 opérations,
et en appliquant le lemme 32, on peut transformer M? en I en 38 opérations. Toutes
ces dernieres transformations ont nécessité 4 4+ 17 + 38 opérations élémentaires, d’ou
le résultat. O

Il est & noter que le seul obstacle & la construction effective des (3n* —n)/2 + 54
matrices élémentaires est I'impossibilité algorithmique actuelle de trouver un nombre
premier dans un progression arithmétique.
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