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Résumé

Une partition aléatoire est une variable aléatoire dans l'ensemble

des partitions d'un ensemble �ni ou dénombrable. En probabilités, la

classe des partitions aléatoires la plus étudiée est celle des paritions

échangeables, invariantes sous l'action des permutations. Dans ce mé-

moire, nous allons dé�nir les principales notions utiles à l'étude des par-

titions aléatoires échangeables deN ainsi que le théorème de Kingman.

Enuite, nous allons donner di�érentes constructions de la partition de

Poisson Dirichlet (α, θ) : une construction basée sur les subordinateurs

et une autre, en utilisant le Chinese Restaurant Process. En�n, nous

allons voir de quelles façons les partitions aléatoires s'appliquent en

statistiques et quelles sont les généralisations du Chinese Restaurant

Process.

1 Dé�nitions et premières constructions

1.1 Dé�nitions

Commençons par quelques dé�nitions (toutes ces notions sont traitées en
détail dans le cours de Saint Flour de Jim Pitman [5]) :

Partitions d'un ensemble �ni ou dénombrable Une partition

π = {A1, ..., Ak}

de {1, ..., n} := [n] est une suite de blocs Ai ⊂ [n] deux à deux disjoints
dont la réunion est [n]. On note P[n] l'ensemble des partitions de [n] et Pk[n]
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l'ensemble des partitions de [n] en k éléments. Pour chaque partition π de
[n] nous dé�nissons une relation d'équivalence sur les entiers dans {1, .., n}
par la relation suivante : i ∼π j si et seulement si i et j sont dans le même
ensemble Ak de la partition.

Plus généralement si B est une partie (�nie ou dénombrable) de N, alors
une partition {A1, A2...} de B est une suite de blocs Ai ⊂ B toujours deux à
deux disjoints dont la réunion est B. On notera PB l'ensemble des partitions
de B.

Partition aléatoire Une partition aléatoire Πn de [n] est une variable aléa-
toire sur un espace de probabilités (Ω,F ,P) à valeurs dans P[n]. Dans toute
la suite on supposera cet espace de probabilités �xé. On dit qu'une partition
aléatoire est échangeable s'il existe une fonction symétrique p telle que pour
toute partition particulière {A1, ..., Ak} ∈ P[n],

P(Πn = {A1, ..., Ak}) = pn(|Ai|, ..., |Ak|), (1)

où pour tout j, |Aj| est le cardinal de Aj et p véri�e la relation : pour

toute permutation σ ∈ Sk et tous n1, ..., nk tel que
∑k

i=1 ni = n

pn(n1, n2, ..., nk) = pn(nσ(1), ..., nσ(k)). (2)

La fonction pn est appelée fonction de probabilité de la partition échan-
geable (EPPF) de la partition aléatoire Πn. Une partition échangeable de N
est une séquence de partitions échangeables (Πn)n∈N qui satisfait la propriété
de consistance suivante : pour tous m ≤ n,

Πn|m =d Πm

Ainsi si la séquence (Πn)n∈N satisfait la propriété de consistance il existe
une fonction p (cette fonction est appelée EPPF) telle que pour tout {n1, ..., nk},
tels que n1 + ...+ nk = n,

p(n1, ..., nk) = pn(n1, ..., nk).

Si la relation de consistance est véri�ée alors p doit satisfaire la règle
d'addition suivante :

p(n1, ..., nk) =
k∑
i=1

p(..., ni + 1, ...) + p(n1, ..., nk, 1)
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Maitenant que nous avons de�ni les EPPF, voici une construction basée
sur les polynômes de Bells

1.2 Partitions de Gibbs et polynôme de Bells

On dit de V que c'est une espèce de structure combinatoire si pour tout
ensemble �ni Fn de cardinal n il existe une construction d'un ensemble V (Fn)
de V -structures de Fn telle que le nombre de V structures d'un ensemble à
n éléments est vn. Par exemple V(Fn) peut être Fn × Fn, F Fn

n ou les permu-
tations de Fn dans Fn correspondant respectivement à vn = n2, nn ou n!.
Si W est une autre espèce de structure combinatoire, telle que le nombre de
W-structures sur un ensemble à j éléments est wj, alors V ◦W (Fn) est la
structure composée sur Fn et son cardinal est donné par la relation :

|(V ◦W )(Fn)| = Bn(v•, w•) =
n∑
k=1

vkBn,k(w•), (3)

où Bn est le n-ème polynôme de Bells (4).
Etant donné deux suites de réels positifs v• = {v1, ...} et w• = {w1, w2, ...},

si Bn,k est le (n, k)eme polynôme de Bells de�ni de la façon suivante :

Bn,k(w•) =
∑

A1,...,Ak∈Pk[n]

k∏
i=1

w|Ai|,

et si

Bn(v•, w•) =
n∑
k=1

vkBn,k(w•), (4)

alors nous pouvons dé�nir une EPPF de la façon suivante : pour tous
(n1, n2, ..., nk) tels que n1 + ...+ nk = n

pn(n1, n2, ..., nk, v•, w•) =
vkΠ

k
i=1wni

Bn(v•, w•)
.

Les partitions dé�nies avec l'EPPF précedente sont appelées partitions
de Gibbs ; elles apparaissent dans des problèmes de combinatoire. A priori
elles sont dé�nies uniquement pour un n �xé et la règle de consistance n'est
pas véri�ée pour toutes suites v• et w• de réels positifs. Pitman et Gnedin
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en 2006 ont prouve que pour avoir une partition aléatoire in�nie sur N, les
poids w• doivent être de la forme wnj = [1−α]nj pour un α ∈ (−∞, 1]. Dans
ce cas la, l'EPPF prend la forme suivante :

p(n1, ..., nk) = V(n,k)Π
k
i=1[1− α]ni ,

où Vn,k est une constante et [1−α]k := (1−α)(1−α+1)...(1−α+k−1).

2 Théorèmes de Kingman

Dans cette partie nous allons étudier les constructions de partitions aléa-
toires basées sur le théorème de Kingman

2.1 Constructions de partitions par échantillonnage aléa-
toire

Si (x1, x2, ..., xn) est une suite de n nombres, alors nous pouvons construire
la partition Π(x1, ..., xn) par la relation d'équivalence :

i ∼ j ⇔ xi = xj.

De la même manière, nous pouvons dé�nir une partition aléatoire avec
une suite de variables aléatoire échangeables. On dit d'une suite de variable
aléatoire (Z1, Z2, ...) qu'elle est échangeable si pour toute permutation σ de
N,

(Z1, Z2, ...) =d (Zσ(1), Zσ(2), ...).

Alors pour toute suite de variables aléatoires échangeables, on peut dé�nir
une partition aléatoire avec toujours la relation d'équivalence :

i ∼ j ssi Zi = Zj .

Urne de Polya Un exemple classique est ceui de l'urne de Polya : prenons
un vecteur u = (u1, ..., ur) de k entiers (k ≥ 1) positifs, et notons |u| =
u1 + ... + uk. Chaque entier ui correspond à une balle de couleur i ; il y a
donc en tout k couleurs di�érentes. Toutes ces balles se trouvent dans une
même urne et sont indistinguables au toucher. L'urne suit la dynamique
suivante : A chaque instant n, une personne pioche une balle dans cette urne
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et remet la boule en plus d'une autre boule de même couleur dans l'urne.
Pour chaque instant n, Zn := i si la n-eme boule tirée est de couleur i.
Nous avons ainsi dé�ni une suite (Z1, Z2, ...) de variables échangeables et la
partition associée est trivialement la partition engendrée par les di�érentes
couleurs (deux entiers i et j sont dans la même classe si Xi = Xj soit si les
deux boules Xi et Xj sont de la même couleur).

2.2 Théorème de de Finetti

Ce théorème est très important en théorie des partitions aléatoires et est
utilisé pour prouver le théorème de Kingman.

Theorem 1 (de Finetti) La distribution de toute suite in�nie de variables
échangeables (Z1, Z2, ...) peut s'ecrire sous la forme suivante :

P[Z1, Z2, .., Zn] =

∫ n∏
i=1

P[Zi|B]dP(B),

où B est un élément aléatoire qui rend les variables aléatoires {Z1, ..., Zn}
conditionellement indépendantes.

La principale preuve de ce théorème est donnée dans ([1]) et fait intervenir
des martingales rétrogrades.

2.3 Construction de Kingman

Si x = (x1, x2, ...) est une partition de masse, c'est à dire

∀i ∈ N, xi ≥ 0 et
n∑
i=1

xi ≤ 1, (5)

nous pouvons associer une partition aléatoire appelée partition de la boite
de peinture (en anglais paint box partition) de la façon suivante :

On prend une suite de variables aléatoires iid X1, X2, ... à valeurs dans N
avec pour loi
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P(X1 = i) = xi et P(Xi = 0) = 1−
∑
i

xi. (6)

Alors deux entiers i et j appartiennent au même bloc de la partition
aléatoire π si et seulement si Xi = Xj > 0. Si F est une loi de probabilité sur
R+ dont les atomes sont (xi)i∈N, alors on dit de la partition Π∞ qu'elle est
générée par l'échantillonnage de F.

Kingman [3] a prouvé que l'on pouvait construire toutes les partitions
(Πn)n∈N de cette façon :

Theorem 2 (Kingman) 1. Soit Π∞ = (Πn)n∈N une partition aléatoire
échangeable de N, alors il existe une suite (P ↓i )i∈N telle que la partition
Π∞ pouvait être construite en échantillonnant les P ↓i (comme en [6]).

2. De plus si pour tout n ≥ 0, (Nn,i)i≥0 est le réordonnement décroissant

de la taille des blocs de Πn, alors
Nn,i

n
a presque sûrement une limite P ↓i

lorsque n → ∞. De plus, la distribution conditionelle de Π∞ sachant
les (P ↓n)n∈N est donnée en [7]

Lorsque
∑

i Pi = 1 presque sûrement, alors on dit que la partition Π a
des bonnes fréquences. Dans ces cas la, P̃j dénote la taille du jeme atome
decouvert dans le processus d'échantillonnage aléatoire. La séquence (P̃j)j≥0

est appelée sized-biased permutation de Pi. C'est à dire que P̃j = Pπj où, pour
toute suite d'entier (ij, 1 ≤ j ≤ k) d'entiers positifs distincts, la probabilité
de l'évenement (πj = ij pour tout 1 ≤ j ≤ k) sachant (P1, P2, ...) est

Pi1
Pi2

1− Pi1
...

Pik
1− Pi1 − ...− Pik−1

.

Dans ce cas, la loi de Πn est déterminée par la loi de la suite des fréquences
P ↓i à travers la loi de la permutation conditionnée à la taille par la relation
P̃j. Plus precisemment, l'EPPF p de [1] est donnée par :

p(n1, n2, ..., nk) = E[
k∏
i=1

P̃ ni−1
i

k−1∏
i=1

(1−
i∑

j=1

P̃ )j]. (7)
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3 Partitions de Poisson-Kingman

Dans cette section, nous allons voir comment construire des partitions
aléatoires avec des subordinateurs. L'ensemble de cette partie est tirée de [4]
et [5]. Lorsque P ↓i = J↓i /T sont déterminés par les points réordonnés d'un
processus de Poisson, avec densité de Lévy ρ, alors la partition associée est
appelée PD(ρ). Nous notons aussi PD(ρ|t) la partition aléatoire construite
comme précédemment en conditionnant par T = t. Pour une loi de probabilité
γ sur ]0,∞[, nous de�nissons aussi :

PD(ρ, γ) :=

∫ ∞

0

PK(ρ|t)γ(dt). (8)

Soit

J↓1 ≥ J↓2 ≥ ... ≥ 0

les sauts d'un subordinateurs réordonnés par ordre décroissant. Si l'on a T =∑
i J
↓
i < ∞ alors nous pouvons dé�nir une suite décroissante de fréquences

aléatoires P ↓i =
J↓i
T
. Nous allons voir quelle est la partition de Kingman

associée à cette suite de fréquences (P ↓i )i∈N.
Nous avons besoin de faire les hypothèses suivantes :

1. Pour tout intervalle I, nous supposons que NI =
∑

i 1(J↓i ) est une
variable de Poisson avec pour moyenne Λ(I) pour une mesure de Lévy
Λ sur (0,∞) et que les variables (NI1 , ..., NIk) sont indépendantes pour
toute collection d'intervalles disjoints I1, ..., Ik.

2. Nous supposons que la mesure Λ de�nie précédemment est absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue et a pour densité ρ

3. Nous supposons en�n que la loi de T est aussi absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue avec pour densité : f(t)dt = P(T ∈
dt).

Le théorème suivant, qui utilise la formule de Palm et les propriétés d'un
subordinateur donne l'EPPF d'une partition de Poisson-Kingman :

Theorem 3 Pour toute partition {A1, ..., Ak} de [n], pour tout xi > 0, 1 ≤
i ≤ k, t > 0, nous avons :

P[Πn = {A1, ..., Ak}, J̃i ∈ dxi, 1 ≤ i ≤ k, T ∈ dt]
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=
k∏
i=1

ρ(xi)dxif(t−
k∑
i=1

xi)dt
k∏
i=1

(
xi
t

)|Ai|.

Ainsi, l'EPPF d'une telle partition, appelée partition PK(ρ) est donnée
par la formule :

p(n1, ..., nk) =

∫ ∞

0

...

∫ ∞

0

f(v)dv
∏k

i=1 ρ(xi)x
ni
i dxi

(v +
∑k

i=1 xi)
n

3.1 Exemples de partitions de Poisson-Kingman

3.1.1 Le Gamma subordinateur

Le processus Gamma (Γs, s ≥ 0) est un subordinateur avec paramètre
θ > 0 et dont les marginales sont des lois Gamma :

P(Γs ∈ dx)/dx =
xs−1e−x

θsΓ(s)

La mesure de Lévy du Gamma subordinateur est :

ρ(x) = θx−1e−x,

et son exposant de Laplace est ψ(u) = θ log(1+u). Avec un peu de calcul,
nous pouvons prouver que l'EPPF correspondant à la partition de Poisson
Kingman du subordinateur Gamma est :

p(n1, n2, ..., nk) =
θkΓ(θ)

Γ(θ + n)

k∏
i=1

(ni − 1)!.

Cette partition est plus couramment appelé partition PD(0, θ).

3.2 La subordinateur α stable

Un subordinateur α-stable (Ts, s ≥ 0), où α ∈ (0, 1) est un processus de
Lévy qui véri�e la relation :

Ts =d s1/αT1;

où T1 est la loi stable(α) caracterisee par sa transformee de Laplace :
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E[e−λT1 ] = eλ
α

.

La distribution T1 est absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue et a pour densité :

ρα(x) =
α

Γ(1− α)

1

xα+1
.

Dans le cas du subordinateur α stable, on peut prouver que si U1 = 1−P̃1,
et Ui = 1−...−P̃i, alors les Ui sont indépendants et ont des lois Beta(iα, 1−α).

3.3 La partition PD(α, θ)

La partition de Poisson-Dirichlet de paramètres (α, θ) est celle qui est
construite avec l'échantillonnage aléatoire suivant :

(P ↓1 , P
↓
2 , ...) = (B1, B̄1B2, B̄1B̄2B2, ...),

où les variables alétoires sont indépendantes et ont pour loi beta(1−α, θ+
iα), et où B̄i := 1 − Bi.. L'EPPF associée à cette séquence de fréquences
aléatoires est donnée en [9]. L'une des propriétés de cette EPPF est que pour
tous (i1, ..., ik) distincts,

(P ↓i1 , ..., P
↓
ik

) =d (P̃ ↓i1 , ..., P̃
↓
ik

);

les fréquences sont invariantes par 'size-biased permutation'.

4 Le Chinese restaurant Process

4.1 Dé�nition

Dans cette partie, nous allons voir comment constuire la partition PD(α, θ)
d'une autre manière, fondée sur la dynamique du Chinese Restaurant Process.
Supposons que l'on ait un restaurant chinois avec un nombre in�ni dénom-
brable de tables et que les consommateurs (en nombre in�nis) rentrent un
par un dans ce restaurant. Supposons aussi que l'on ait deux paramètres α
et θ qui véri�ent l'une des conditions suivantes :

� Soit α = −κ < 0 et θ = mκ, pour m ∈ N,
� soit 0 ≤ α ≤ 1 et θ > −α.
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La dynamique des consommateurs est la suivante :

1. Le premier consommateur s'assoit toujours à la premiere table

2. Une fois que les n premiers consommateurs sont entrés et occupent k
tables, le n+1-ème consommateur choisit une table inoccupée avec pro-

babilité
θ + kα

n+ α
et sinon choisit la ieme table occupée avec probabilité

ni − α
n+ θ

où ni est le nombre de consommateurs assis à la ieme table.

Le Chinese Restaurant Process que je viens de decrire est un processus
à valeur partition : une fois que n consommateurs sont entrés, on a naturel-
lement un partition de ces n consommateurs en fonction des tables que ces
consommateurs occupent. On peut prouver que la partition Π∞ créée par ce
processus est échangeable et que l'EPPF associée est la suivante :

pα,θ(n1, ..., nk) =
[θ + α]k−1↑αΠk

i=1(1− α)ni−1↑1

[θ + 1]n−1↑1
. (9)

Ce qui correspond aux fréquences limites suivantes :

(P̃1, P̃2, P̃3, ...) = (W1, W̄1W2, W̄1W̄2W3, ...) (10)

où lesWi sont indépendants et de loi Beta(1-α, θ−iα) et où W̄i := 1−Wi.

4.2 Applications en statistiques et le Indian Bu�et Pro-
cess

Le Chinese Restaurant Process a des applications en statistiques dans ce
qu'on appelle les modèles de mélange (mixture models). Le principe est le
suivant : on observe une suite d'objets ; chaque objet appartient à une classe
particulière ; la loi des objets appartenant à une classe donnée depend de
le classe en question. Par exemple pour les modèles de mélange Gaussien,
les objets sont des variables aléatoires dans lesquels les paramètres de la
gaussienne (moyenne et variance) dependent de la classe en question. Alors,
la partition créée par la répartition des objets dans les di�érentes classes se
comporte comme un Chinese restaurant process. On peut, par des méthodes
de Monte Carlo, déterminer les lois de répartition des objets dans les classes.

Une des limites du modèle de mélange decrit précédemment est qu'il est
n'est pas possible de donner plusieurs caracteristiques aux objets observés
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(dans le Chinese Restaurant Process, les consommateurs ne peuvent s'asseoir
qu'à une seule table). Il existe une généralisation de ce processus appelé
Indian Bu�et Process ([2]). Dans ce processus, les consommateurs entrent
dans un restaurant, et consomment un nombre Poissonnien de plats ; chaque
consommateur prend à la fois des plats déjà pris et des plats nouveaux. De
cette façon on construit une loi sur des classes d'équivalence de matrices
aléatoires. En statistiques ([7]), le modèle est plus souple car chaque objet
observé peut appartenir à plusieurs catégories (et ainsi Paul peut être à la fois
brun, aux yeux bleus, et peser 70kg...). D'un point de vue probabiliste, il est
di�cile de généraliser la notion d'EPPF à ce problème, les calculs devenant
rapidement peu lisibles et l'interprétation avec les processus de Lévy non
triviale.
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