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1 GÉNÉRALITÉS SUR LES VARIÉTÉS PROJECTIVES 21 Généralités sur les variétés proje
tivesOn s'intéresse à la re
her
he de points rationnels sur des variétés algébriques. Dans 
et exposé,on 
onsidérera des variétés proje
tives sur un 
orps : si k est un 
orps parfait, on 
onsidère une
loture algébrique k.Dé�nition 1. Une variété algébrique proje
tive sur k est dé�nie 
omme étant un sous-ensemblede Pn(k) de la forme
V (f1, . . . , fm) :=

{
(a0 : . . . : an) ∈ Pn(k) : fi(a0 : . . . : an) = 0 pour tout i

}où les fi sont une famille �nie de polyn�mes homogènes à 
oe�
ients dans k.Une telle variété est naturellement munie d'une topologie, dite de Zariski, dont les fermés sontdonnés par les variétés proje
tives in
luses dans 
ette variété, à savoir les
V (I) :=

{
(a0 : . . . : an) ∈ Pn(k) : f(a0 : . . . : an) = 0 pour tout f ∈ I homogène }où I est un idéal homogène de k [X0, . . . , Xn] 
ontenant les fi. Rappelons qu'un idéal homogènede k [X0, . . . , Xn] est un idéal engendré par des éléments homogènes.Si 
ette variété est notée X , on notera X(K) l'ensemble des solutions dans Kn du système

fi(x) = 0, ∀i, pour toute extension K de k.On dispose aussi de la notion de morphisme de k-variétés, qui 
onsiste en une appli
ation entrevariétés qui est polynomiale en les 
oordonnées. D'ailleurs, la donnée d'un K-point P ∈ X(K)équivaut à 
elle d'un k-morphisme Spe
 K
P−→ XUne variété proje
tive V (f1, . . . , fm) sera dite lisse en un point x ∈ X(k) si la matri
e ja
obienne(

∂fi

∂xj
(x)

) est de rang maximal.En�n, on dira qu'une variété proje
tive X est irrédu
tible si X n'est pas réunion de deuxsous-variétés stri
tes.Con
rétement, si k = Q, on dispose ave
 la notion de variété d'un 
adre géométrique pourre
her
her des solutions entières (ie dans Zn) du système polynomial fi(x) = 0, ∀i : une tellesolution 
orrespond à un point à 
oordonnées entières, dit point rationnel, de la variété étudiée,i.e. un point de X(Q).Un des obje
tifs de la géométrie arithmétique est don
 de dégager des méthodes, des prin
ipesgénéraux qui permettent de déterminer si une variété (ou une famille de variété) donnée admet despoints rationnels ou non.2 Prin
ipe de Hasse et approximation faibleOn remarque qu'un point rationnel de X à 
oordonnées dans Z donne naissan
e à une famillede solutions du système fi(x) = 0, ∀i dans Z/prZ, pour tout nombre premier p et pour tout entier
r. On s'intéresse en quelque sorte à une ré
iproque de 
ette 
onstru
tion.Pour trouver des points rationnels, on s'intéresse aux 
omplétés d'un 
orps de nombres : lethéorème d'Ostrowski dé
rit les di�érentes valeurs absolues existant sur un 
orps de nombres k, àéquivalen
e près (deux valeurs absolues sont équivalentes si elles dé�nissent la même topologie sur
k). Il s'agit des valeurs absolues P-adiques (x 7→ |x|P := (NP)−vP(x), où P est un idéal premierde l'anneau des entiers de k de norme NP et vP(x) l'exposant de P dans la dé
omposition del'idéal xOk en idéaux premiers, et des valeurs absolues ar
himédiennes, de la forme x 7→ |σ(x)|, |.|désignant la valeur absolue usuelle sur C et σ étant l'un des Q-plongements de k dans C. De plus,
es valeurs absolues sont deux-à-deux non-équivalentes, et on appelle pla
e du 
orps k une 
lasse



2 PRINCIPE DE HASSE ET APPROXIMATION FAIBLE 3d'équivalen
e de valeurs absolues sur k, on a don
 une 
orrespondan
e entre les pla
es de k et lesidéaux premiers de k, auxquels on ajoute les plongements 
omplexes de k. Si on note v une pla
ede k, on dispose d'une topologie induite par v sur k, pour laquelle on peut 
onsédérer le 
omplété
kv de k.Par exemple, dans le 
as du 
orps de nombresQ, les pla
es sont exa
tement les nombres premierset la pla
e in�nie 
orrespondant au plongement de Q dans R (i.e. la valeur absolue usuelle). Les
omplétés respe
tifs sont notés Qp, pour p premier, et R pour la pla
e in�nie. Le 
orps Qp estappelé 
orps des nombres p-adiques. On a d'ailleurs une autre des
ription de 
e 
orps : si on note
Zp la limite proje
tive des Z/pnZ pour les morphismes de rédu
tion Z/pn+1Z → Z/pnZ, alors
Qp est isomorphe au 
orps des fra
tions de l'anneau Zp, Zp étant appelé l'anneau des entiers de
Qp. On peut dé
rire Zp 
omme le sous-anneau du produit des Z/pnZ formé des familles (xn),
xn ∈ Z/pnZ, telles que la restri
tion de xn+1 modulo pn soit xn. On peut d'ailleurs voir les entiers
p-adiques 
omme les sommes formelles ∑

n∈N
anpn, ave
 an ∈ {0, . . . , n − 1}, et les éléments de

Qp 
omme les sommes ∑
n∈Z

anpn, ave
 an ∈ {0, . . . , n − 1} et an = 0 pour n ≤ n0, n0 ∈ Z. Pourplus de détails sur 
ette partie, on pourra 
onsulter [13℄.Disposant ainsi des di�érents 
omplétés de k, la re
her
he de points rationnels est grandementfa
ilitée lorsque la variété en question véri�e 
e que l'on appelle le prin
ipe de Hasse :Dé�nition 2. Soit k un 
orps de nombres. Soit X une famille de variétés proje
tives sur k. Ondit que la famille X véri�e le prin
ipe de Hasse si pour toute variété X de X , si pour toute pla
e
v de k, X(kv) 6= ∅, alors X(k) 6= ∅.Dans 
e 
as, pour une variété X de la famille χ, il est relativement fa
ile de dé
ider si elleadmet ou non des points rationnels, puisqu'il su�t de le tester lo
alement en toutes les pla
es de
k, où l'on dispose d'outils du type lemme de Hensel par exemple (voir [13℄) :Lemme 1 (Hensel). Soient f1, . . . , fn des polyn�mes en r-variables à 
oe�
ients dans Zp. On note
fi les rédu
tions de 
es polyn�mes modulo pZp, que l'on voit 
omme des polyn�mes dans Z/pZ. Sile système fi(x) = 0, ∀i admet une solution lisse x0 ∈ (Z/pZ)r (à savoir que la matri
e ja
obienne(

∂fi

∂xj
(x0)

) est de rang maximal), alors 
ette solution se relève en une solution x ∈ Zn
p .Ce lemme permet par exemple de montrer très fa
ilement qu'une 
onique de la forme ax2 +

by2 + c = 0 admet des points lo
aux hors de la pla
e 2 et des diviseurs des 
oe�
ients a, b et c.Une autre question naturelle que l'on peut se poser lors de l'étude des points rationnels d'unevariété est 
elle dite de l'approximation faible :Dé�nition 3. On dit qu'une variété proje
tive X sur un 
orps de nombres k véri�e l'approximationfaible si l'ensemble des points rationnels X(k) est dense dans l'espa
e topologique produit ∏
v X(kv),via l'inje
tion diagonale (X(kv) est muni de la topologie induite par 
elle du 
orps topologique kv).Si ∏

v X(kv) est non-vide, 
ela équivaut à la densité de X(k) dans tous les ∏
v∈S X(kv), pour toutensemble �ni de pla
es S.Quelques exemples :Citons tout d'abord le fait que l'espa
e a�ne An

k satisfait l'approximation faible.Con
ernant le prin
ipe de Hasse, l'exemple historique le plus 
élèbre est probablement le théo-rème de Hasse-Minkowski (voir par exemple [13℄).Théorème 2 (Hasse-Minkowski, 1924). Soit k un 
orps de nombres. Les quadriques proje
tivessur k véri�ent le prin
ipe de Hasse. Cela signi�e que pour une forme quadratique Q en n variablessur k, Q admet un zéro non-trivial dans k si et seulement si Q admet un zéro non trivial dans kvpour toute pla
e v de k.



3 OBSTRUCTION DE BRAUER-MANIN 4Le 
as n = 2 est évident. Le 
as n = 3 a été démontré par Legendre sur Q et par Hilbert surun 
orps de nombres quel
onque, le passage de n = 3 à n = 4, puis le 
as n ≥ 5, ont été montrépar Minkowski dans la situation k = Q, et Hasse a généralisé 
es résultats dans le 
as d'un 
orpsde nombres quel
onque.Plus généralement, la théorie du 
orps de 
lasses permet de démontrer le résultat suivant àpropos de 
ertaines équations normiques (voir [?℄). Rappelons d'abord la dé�nition suivante :Dé�nition 4. Si K/k est une extension �nie de 
orps, on dé�nit la norme d'un élément x de
K 
omme étant le déterminant de l'endomorphisme du k-espa
e ve
toriel K y 7→ x.y. On la note
NK/k(x) ∈ k. Une base (ei)1≤i≤n de K sur k étant �xée, l'équation NK/k(

∑
i xi.ei) = a, ave


a ∈ k, dé�nit bien une équation polynomiale à 
oe�
ients dans k.Théorème 3 (Hasse, 1924). Soit E/F une extension 
y
lique de 
orps de nombres (i.e. une exten-sion galoisienne de groupe de Galois 
y
lique). Un élément a ∈ F est une norme dans l'extension
E/F si et seulement si a est une norme dans toutes les extensions lo
ales Ew/Fv, pour w divisant
v, v par
ourant les pla
es de E.Cependant, on 
onnait depuis longtemps des 
ontrexemples au prin
ipe de Hasse. On peut 
iterpar exemple la 
ubique sur Q d'équation 3x3 + 4y3 + 5z3 = 0 pour laquelle Selmer a montré en1951 (voir [11℄) qu'elle avait des points dans tous les Qp et dans R, mais pas dans Q.Un autre exemple est donné par une équation normique pour une extension abélienne non-
y
lique : Hasse a montré que −1 est une norme lo
ale partout dans l'extension Q(

√
13,

√
17)/Q,mais que 
e n'était pas une norme globale.On 
her
he don
 à expliquer 
es 
ontrexemples. On a besoin d'une obstru
tion plus �ne quela va
uité d'un des X(kv) pour expliquer la va
uité de X(k). On dispose ainsi par exemple del'obstru
tion de Manin (ou de Brauer-Manin).3 Obstru
tion de Brauer-ManinSoit X une variété proje
tive sur un 
orps de nombres k. On notera Ω l'ensemble des pla
esde k. On note Ak l'anneau des adèles de k, à savoir le produit restreint des kv par rapport auxanneaux d'entiers Ov : 
ela signi�e que 
'est le sous-anneau du produit dire
t des kv formé deséléments qui sont dans Ov pour presque toute pla
e v.On a besoin, pour dé�nir 
ette obstru
tion, de la notion de groupe de Brauer d'un 
orps etd'une variété.3.1 Groupe de BrauerPour plus d'informations sur le groupe de Brauer d'un 
orps, on peut par exemple regarder[12℄.Dé�nition 5. Soit K un 
orps. Une K-algèbre simple 
entrale A est une K-algèbre simple dontle 
entre est K. Cela équivaut au fait que l'algèbre A soit isomorphe à une algèbre de matri
es surune algèbre à division (
orps non-
ommutatif) de 
entre K. On dit que deux telles algèbres simples
entrales sont équivalentes si les algèbres à division asso
iées sont isomorphes.Dé�nition 6. L'ensemble des 
lasses d'équivalen
e d'algèbres simples 
entrales sur un 
orps K(pour la relation d'équivalen
e dé�nie au-dessus), muni du produit tensoriel, a une stru
ture degroupe abélien, que l'on nomme groupe de Brauer de K, noté Br K.Pour généraliser 
ette dé�nition, on a besoin de quelques notions de 
ohomologie galoisienne :



3 OBSTRUCTION DE BRAUER-MANIN 5Dé�nition 7. Soit G un groupe pro�ni, A un groupe abélien. On dit que A est un G-module dis
retsi G agit sur A de façon 
ontinue (i.e. le stabilisateur de tout point de A est un sous-groupe ouvertde G), à savoir que pour 
ette a
tion de G sur A, on a A =
⋃

U AU , U dé
rivant les sous-groupesouverts de G.Dé�nition 8. Si on note Cn(G, A) l'ensemble des appli
ations 
ontinues de Gn dans A, on dé�nitun morphisme dn : Cn(G, A) → Cn+1(G, A) par
dn(f) : (g1, . . . , gn+1) 7→ g1f(g2, . . . , gn+1)+

n∑

i=1

(−1)if(g1, . . . , gigi+1, . . . , gn+1)+(−1)n+1f(g1, . . . , gn)On obtient alors un 
omplexe, dont la 
ohomologie est notée Hn(G, A), à savoir Hn(G, A) :=
Zn(G, A)/Bn(G, A), où Zn(G, A) est l'ensemble des n-
o
y
les, à savoir Ker(dn), et Bn(G, A) estl'ensemble des n-
obords, à savoir Im(dn−1).Citons la propriété de fon
torialité suivante, qui nous servira dans la suite.Proposition 4. Si on a un morphisme f : G → G′ de groupes pro�nis, et A′ un G′-moduledis
ret, alors f munit A′ d'une stru
ture de G-module dis
ret, et on a un morphisme 
anonique
Hn(G′, A′)

f∗−→ Hn(G, A′).Muni de 
et outil, on peut généraliser la dé�nition du groupe de Brauer, en 
onstatant queBr K 
oïn
ide ave
 le se
ond groupe de 
ohomologie galoisienne H2(ΓK , K) (ΓK étant le groupede Galois absolu du 
orps K), pour parler du groupe de Brauer-Grothendie
k d'une K-variétéalgébrique :Dé�nition 9. Soit X une K-variété (proje
tive). On appelle groupe de Brauer (
ohomologique)de X, et on note Br X, le groupe de 
ohomologie étale H2ét(X,Gm).Remarquons que sous 
ertaines hypothèses (notamment la lissité de X), il existe une dé�nitionéquivalente du groupe de Brauer de X faisant intervenir la notion d'algèbre d'Azumaya, qui est unegénéralisation immédiate de la notion d'algèbre simple 
entrale sur un 
orps. Mais l'équivalen
ede 
es deux dé�nitions est un résultat très di�
ile, et i
i on s'intéressera seulement à la dé�nition
ohomologique.Énonçons quelques propriétés importantes de 
e groupe Br X .Proposition 5. Soit X une K-variété proje
tive.� Br(Spe
 K) ∼= Br K.� Si X est lisse, Br X se plonge dans le groupe Br K(X).� Le fon
teur Br(.) est un fon
teur 
ontravariant de la 
atégorie des k-variétés dans la 
atégoriedes groupes abéliens.� On dispose don
 de morphismes 
anoniques Br K → Br X, dont on note Br0(X) l'image,et Br X → Br X, dont on note Br1(X) le noyau.� Si K est un 
orps lo
al p-adique (extension �nie de Qp), on a un isomorphisme :inv : Br K ∼= Q/Z� Br R ∼= Z/2Z� Br C ∼= 0Dans le 
as des 
orps de nombres, le groupe de Brauer du 
orps s'intègre dans une suite exa
tefaisant intervenir les groupes de Brauer de tous les lo
alisés de 
e 
orps :



3 OBSTRUCTION DE BRAUER-MANIN 6Théorème 6. Si k est un 
orps de nombres, la théorie globale du 
orps de 
lasses assure l'existen
ed'une suite exa
te de groupes :
1 → Br k →

⊕

v

Br kv

P

v
invv−−−−−→ Q/Z → 1où les invv : Br kv → Q/Z proviennent des isomorphismes de la proposition pré
édente.3.2 Obstru
tion de Brauer-ManinDisposant de la notion de groupe de Brauer, on peut désormais dé�nir l'obstru
tion de Brauer-Manin.Pour toute ensemble �ni S de pla
es 
ontenant les pla
es in�nies de k, on note Ok,S l'ensembledes éléments de k qui sont entiers hors de S, i.e. les x ∈ k tels que v(x) ≥ 0 pour tout v /∈ S.On a besoin du lemme te
hnique suivant :Proposition 7. Si X est une k-variété proje
tive, il existe un ensemble �ni de pla
es de k, noté

S, et un Ok,S-s
héma propre X tel que X ∼= X ×Ok,S
k.On dé�nit alors :

X(Ak) =

′∏

v

(X(kv) : X (Ov))où ∏′ désigne le produit restreint.Con
rétement, 
ela signi�e que X est dé�ni par des équations à 
oe�
ients dans Ok,S , et quepour tout diagramme 
ommutatif de la formeSpe
 k′ //

��

X

��Spe
 A // Spe
 Ok,Soù A est un anneau de valuation dis
rète et k′ son 
orps des fra
tions, il existe un unique morphismeSpe
 A → X faisant 
ommuter : Spe
 k′ //

��

X

��Spe
 A //

88Spe
 Ok,SC'est 
e que l'on appelle le 
ritère valuatif de propreté.I
i, dans le 
as où X est proje
tive, on va 
onstruire un a

ouplement :
(., .)BM : Br(X) × X(Ak) → Q/Zqui va nous fournir une nouvelle obstru
tion au prin
ipe de Hasse.Pour 
ela, étant donné k′ 
orps quel
onque, et K/k′ une extension, on dé�nit :Br(X) × X(K) −→ Br(K)

(A, P ) 7−→ A(P )



3 OBSTRUCTION DE BRAUER-MANIN 7où pour tout point K-rationnel de X , P : Spe
K → X , on a, par fon
torialité, une �è
heBr(X) −→ Br(K)
A 7−→ A(P )Pour le 
orps de nombres k, la théorie lo
ale du 
orps de 
lasse fournit des invariants lo
aux pourtout v ∈ Ω : invv : Br(kv) →֒ Q/Z (qui sont des isomorphismes aux pla
es non-ar
himédiennes).On utilise alors la proposition pré
édente 7 : on dispose d'un modèle X propre sur Ok,S . Onremarque que si v /∈ S, et Pv : Spe
 kv → Xv est un point kv-rationnel de Xv, alors le 
ritèrevaluatif de propreté (par propreté de la �è
he verti
ale de droite) assure l'existen
e d'un diagramme
ommutatif : Spe
 kv

��

Pv // Xv

��Spe
 Ov
= //

88Spe
 OvD'où Xv(kv) = Xv(Ov), 
'est à dire que le kv-point Pv est en fait un point de X à 
oordonnéesdans l'anneau lo
al Ov, d'où �nalement :Proposition 8. Si X est une variété proje
tive sur k, alors
X(Ak) =

′∏

v

(X(kv) : X (Ov)) =
∏

v

X(kv)On se donne alors (Pv) ∈ X(Ak), et A ∈ BrX . Quitte à augmenter S, on peut supposer que
Pv ∈ X (Ov) pour toute pla
e v hors de S, et puisque Br X = lim−→U

Br XU , U dé
rivant les ouvertsnon-vides de Spe
(Ok,S) (voir [6℄, lemme 1.16.) , il existe un ouvert non-vide U de Spe
(Ok,S)tel que A est dans l'image du morphisme Br XU → Br X . Don
, quitte à augmenter en
ore S (etrempla
er X par XU ), on peut supposer que Pv ∈ X (Ov), et A ∈ Br X pour toute pla
e v horsde S. Dans 
e 
as, A(Pv) ∈ Br(Ov) := Br(Spe
 Ov). Or on sait que Br(Ov) = 0 (voir par exemple[6℄), don
 invv(A(Pv)) = 0 pour v hors de S.On peut alors dé�nir l'a

ouplement de Brauer-Manin :Br(X) × X(Ak) −→ Q/Z
(A, (Pv)v∈Ω) 7−→ ∑

v∈Ω invv(A(Pv))qui est bien dé�ni 
ar la somme en question est �nie.On notera alors X(Ak)Br l'ensemble des éléments de X(Ak) orthogonaux à Br(X) sous 
eta

ouplement. Or la loi de ré
ipro
ité globale, provenant de la théorie du 
orps de 
lasse, assureque la suite suivante est exa
te :
0 → Br(k) →

⊕

v∈Ω

Br(kv)
P

−→ Q/Z → 0où ∑ est la somme des invariants lo
aux. Don
, si A est un élément de Br(X), et P ∈ X(k), lafamille (A(Pv))v∈Ω de ⊕
v∈Ω Br(kv) provient de l'élément A(P ) ∈ Br(k), et don
 par exa
titudede la suite (par le fait que 
'est un 
omplexe en fait), ∑

v∈Ω invv(A(Pv)) = 0. Par 
onséquent,le plongement diagonal X(k) →֒ X(Ak) se fa
torise au travers de X(Ak)Br. Et on a même uneinje
tion de l'adhéren
e de X(k) (dans X(Ak)) dans le sous-ensemble X(Ak)Br. Par 
onséquent,l'existen
e d'un point rationnel sur la variété X implique la non va
uité de X(Ak)Br. On peutdon
 bien dé�nir ainsi une obstru
tion à l'existen
e de point rationnel :



3 OBSTRUCTION DE BRAUER-MANIN 8Dé�nition 10 (Manin, 1970). Ave
 les notations pré
édentes, on dira que X est un 
ontrexempleau prin
ipe de Hasse si X(k) = ∅ alors que X(Ak) 6= ∅. On dit qu'un tel 
ontrexemple est expliquépar l'obstru
tion de Brauer-Manin si X(Ak)Br est vide. On dit que 
ette obstru
tion est la seulepour une variété X lorsque X(Ak)Br 6= ∅ implique que X(k) 6= ∅. De même pour l'approximationfaible, on dit qu'un 
ontrexemple X à l'approximation faible est expliqué par 
ette obstru
tion si
X(k) 6= X(Ak)Br, et que 
ette obstru
tion est la seule si X(k) = X(Ak)Br.Manin a dé�ni 
ette obstru
tion en 1970. Et il a fallu attendre Skorobogatov en 1999 pour
onstruire un exemple de variété pour laquelle l'obstru
tion de Brauer-Manin n'est pas la seule, àsavoir une variété X telle que X(k) = ∅ alors que X(Ak)Br 6= ∅ (voir [15℄). Ce 
ontrexemple estune surfa
e dite bi-elliptique, à savoir le quotient du produit de deux 
ourbes elliptiques par ungroupe �nit agissant sans point �xe.On 
onnaît plusieurs familles de variétés qui ne véri�ent pas le prin
ipe de Hasse, mais pourlesquelles l'obstru
tion de Brauer-Manin est la seule, à savoir des variétés X pour lesquelles
X(Ak)Br 6= ∅ implique que X(k) 6= ∅.Citons quelques exemples :D'abord, Colliot-Thélène, Sansu
 et Swinnerton-Dyer ont montré en 1987 que pour les surfa
esde Chatelet de la forme :

y2 − az2 = P (x)ave
 a 6= 0 et P polyn�me de degré 4, les obstru
tions de Brauer-Manin au prin
ipe de Hasse et àl'approximation faible sont les seules.Avant de parler d'une autre famille d'exemples pour lesquels l'obstru
tion de Brauer-Manin estla seule, on a besoin de quelques généralités sur les variétés abéliennes.3.3 Variétés abéliennes, groupe de Tate-Shafarevi
hDé�nition 11. Une variété abélienne sur le 
orps k est une k-variété proje
tive lisse 
onnexe
A munie de morphismes de variétés m : A × A → A et i : A → A, et d'un point rationnel
ǫ ∈ A(k) munissant l'ensemble A(k) d'une stru
ture de groupe (né
essairement abélien) pour lamultipli
ation m, l'inverse i et le neutre ǫ.Par exemple, une 
ourbe elliptique est une variété abélienne de dimension 1.Sur les variétés abéliennes, on dispose du théorème suivant :Théorème 9 (Mordell-Weil, 1928). Soit k un 
orps de nombres, et A une variété abélienne sur
k. Alors le groupe A(k) des points rationnels de A est un groupe abélien de type �ni.Ce théorème a été démontré par Mordell en 1922 pour les 
ourbes elliptiques sur Q et généralisépar Weil en 1928.Il existe une notion de variété abélienne : étant donnée une variété abélienne A, on notera A∗ savariété abélienne duale. Cette variété duale est 
ara
térisée par le fait que A∗(k) est 
anoniquementisomorphe au groupe abélien Extk(A,Gm). On rappelle que pour deux groupes algébriques sur knotés G′ et G′′, le groupe Extk(G′′, G′) est dé�ni 
omme les 
lasses d'extensions (suites exa
tes
ourtes de k-groupes algébriques)

0 → G′ → G → G′′ → 0où l'on identi�e les extensions G et G̃ lorsqu'il existe un morphisme G → G̃ (né
essairement unisomorphisme) faisant 
ommuter le diagramme
0 // G′ //

=

��

G //

��

G′′ //

=

��

0

0 // G′ // G̃ // G′′ // 0
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ture de groupe abélien s'obtient de la façon suivante : si G et G̃ sont deux extensions,alors on dé�nit G0 
omme le produit �bré de G et G̃ au-dessus de G′′, et G 
omme le quotient de
G0 par l'image de G′ par g′ 7→ (g′,−g′). Alors on a une extension 0 → G′ → G → G′′ → 0, quiest la somme des deux extensions de départ. On véri�e que 
ela munit bien Extk(G′′, G′) d'unestru
ture de groupe abélien.Revenons aux variétés abéliennes sur k. On veut dé�nir le groupe de Tate-Shafarevi
h d'unevariété abélienne.Dé�nissons pour un Γk-module dis
ret M , les groupes X

i(k, M).Dé�nition 12. Soit k un 
orps de nombres, M un Γk-module dis
ret. On note Hi(k, M) :=
Hi(Γk, M). On dé�nit alors

X
i(k, M) := Ker[

Hi(k, M) →
∏

v

Hi(kv, M)

]En remarquant que pour une k-variété X , Γk agit 
ontinûment sur l'ensemble X(k),on peutdésormais dé�nir le groupe de Tate-Shafarevi
h d'une variété abélienne :Dé�nition 13. Si k est un 
orps de nombres et A une k-variété abélienne, on dé�nit son groupede Tate-Shafarevi
h par X(A) := X
1(k, A(k)).Le groupe X(A) est très mystérieux, sa �nitude dans le 
as général n'étant pour l'heure qu'une
onje
ture, reliée à la fameuse 
onje
ture de Bir
h et Swinnerton-Dyer.On dispose du résultat de dualité suivant (voir par exemple [7℄) :Théorème 10 (Cassels-Tate). Soit A une variété abélienne sur un 
orps de nombres k. Alors ilexiste un a

ouplement bilinéaire

X(A) × X(A∗)
<.,.>CT−−−−−→ Q/Zqui réalise une dualité parfaite entre les groupes :

X(A)/X(A)div × X(A∗)/X(A∗)div <.,.>CT−−−−−→ Q/Z3.4 Torseurs sous une variété abélienneOn s'intéresse à l'obstru
tion de Brauer-Manin sur des variétés qui sont des k-torseurs sous unevariété abélienne. Faisons d'abord quelques rappels sur la notion de torseur (voir [16℄) :Dé�nition 14. Soit A une variété abélienne sur k. Un k-torseur (à droite) sous A est une k-variétéproje
tive X munie d'une a
tion (à droite) de A (i.e. un morphisme de variétés X×A → X) faisantde X(k) un espa
e prin
ipal homogène sous le groupe A(k) (i.e. X(k) est muni d'une a
tion libreet transitive du groupe A(k)). On dit qu'un tel torseur X est trivial s'il est isomorphe à G, munide l'a
tion de G sur lui-même par translation à droite. Cela équivaut à dire que la k-variété Xpossède un point rationnel, i.e. X(k) 6= ∅.On sait relier les 
lasses d'isomorphisme de torseurs sous A et la 
ohomologie galoisienne de A :Proposition 11. On dispose d'un isomorphisme d'ensembles pointés :
H1(k, A) ∼= {
lasses d'isomorphisme de k-torseurs sous A}



3 OBSTRUCTION DE BRAUER-MANIN 10La dé�nition de la variété abélienne duale assure l'existen
e d'un morphisme ϕ : H1(k, A∗) →Br X/Br0(X). On note ρ : Br X → Br X/Br0(X) la proje
tion, et B := ρ−1(ϕ(X(A∗))) ⊂ Br X .Le théorème suivant (voir [5℄) va nous permettre de 
onstruire des exemples de variétés pourlesquelles l'obstru
tion de Brauer-Manin au prin
ipe de Hasse est la seule.Théorème 12 (Manin, 1970). Soit toujours X un k-torseur sous A. Soit a ∈ B, ρ(a) = ϕ(a′),ave
 a′ ∈ X(A∗) par dé�nition. On suppose X(Ak) 6= ∅, et on prend (xv) ∈ X(Ak) quel
onque.On note b ∈ X(A) la 
lasse d'isomorphisme du torseur X (pour toute pla
e v, Xv admet un pointrationnel dans kv par hypothèse, don
 est un kv-torseur trivial sous Av, et don
 il est nul dans
H1(kv, A)). Alors

(a, (xv)v)BM =< b, a′ >CTCe théorème important relie don
 l'a

ouplement de Brauer-Manin à 
elui de Cassels-Tate. Oron a un résultat de non-dégénéres
en
e pour 
e dernier, on peut don
 en déduire des résultatsquant à l'obstru
tion de Brauer-Manin :Corollaire 13. Ave
 les notations pré
édentes, si X(Ak)B 6= ∅, alors b ∈ X(A)div.Démonstration : En e�et, on prend (xv) ∈ X(Ak)B, et alors ∑
v invv(a(xv)) = 0 pour tout a ∈ B,don
 grâ
e au théorème 12 de Manin, < b, a′ >CT= 0 pour tout a′ ∈ X(A∗), et don
 par lethéorème 10 de dualité globale de Cassels-Tate, b ∈ X(A)div.Corollaire 14. Si le groupe de Tate-Shafarevi
h X(A) est �ni, alors l'obstru
tion de Brauer-Manin relative au sous-groupe B est la seule, i.e.

X(Ak)B 6= ∅ ⇒ X(k) 6= ∅Démonstration : X(A) est �ni, don
 X(A)div = 0, don
 si X(Ak)B 6= ∅, b = 0 par le 
orollairepré
édent, don
 X est un k-torseur trivial sous A, don
 il possède des points rationnels.Cela fournit don
 une famille de variétés pour lesquelles on sait que l'obstru
tion de Brauer-Manin est la seule. Reste 
ependant à tester l'hypothèse de �nitude du groupe de Tate-Shafarevi
h.Citons par exemple un résultat in
onditionnel sur la �nitude de tels groupes (voir [10℄) :Théorème 15 (Rubin, 1987). Soit E une 
ourbe elliptique sur Q, à multipli
ation 
omplexe (i.e.possédant d'autres endomorphismes que la multipli
ation par les entiers relatifs). Si la fon
tion Lde la 
ourbe E ne s'annule pas en s = 1, alors le groupe X(E) est �ni.Ce théorème n'est que le 
as parti
ulier d'une 
onje
ture très générale, qui énon
e la �nitudedu groupe de Tate-Shafarevi
h pour toute variété abélienne sur un 
orps de nombres.Citons pour �nir le résultat (in
onditionnel) de Skorobogatov (voir [15℄), qui utilise 
e théorème :Théorème 16 (Skorobogatov, 1999). La surfa
e bielliptique sur Q d'équations a�nes
(x2 + 1)y2 = (x2 + 2)z2 = 3(t4 − 54t2 − 117t− 243)est un 
ontrexemple au prin
ipe de Hasse pour lequel l'obstru
tion de Brauer-Manin n'est pas laseule, i.e. X(k) = ∅ alors que X(ABr

k ) 6= ∅.Ce résultat indique que l'obstru
tion de Brauer-Manin n'est pas la �n de l'histoire, et Skoro-bogatov a dé�ni notamment des versions ra�nées de 
ette obstru
tion qui permettent d'expliquer
e 
ontrexemple.
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