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1 Présentation

1.1 Espaces de Sobolev

Soit d un entier positif, la dimension de ’espace ambiant. Les espaces de Sobolev WP (Rd)
sont 'ensemble des fonctions LP(R?) dont les dérivées d’ordre au plus m au sens des distributions
se représentent encore par une fonction Lp(Rd). Par exemple, WP est I’ensemble des fonctions
f € LP(R?) telles qu'il existe g1, ..., gq des fonctions LP(R?) vérifiant pour tout indice i :

/ fO;¢0 = / gi¢, pour tout ¢ dans C}(RY).
R4 R4

On munit W™P de la norme égale a la somme des normes LP de ses dérivées successives, qui en
fait un espace de Banach :
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a,1<[al<m

Les espaces H™ = W™? sont des espaces de Sobolev particuliers, car leur norme découle du

produit scalaire :
o= [ g X[ o <o

a,1<|al<m

Dans la suite, on étudiera des espaces de Sobolev plus généraux, ou l'ordre de dérivation m n’est
pas nécessairement un entier. Pour étendre la définition, remarquons que si f est une fonction
suffisamment réguliere pour que 'on puisse considérer sa transformée de Fourier (par exemple si
f est dans 'espace de Schwartz S(R?) des fonctions C™ telles que toutes les dérivées successives
décroissent plus vite en norme que n’importe quel polynéome quand |z| tend vers +oo!), la norme
sur H' se réécrit a I’aide de la transformée de Fourier de f :
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Par analogie, pour s positif on définit I’espace de Sobolev fractionnaire H® comme ’ensemble
des fonctions L? dont la transformée de Fourier 4 (au sens des distributions), se représente par une
fonction L? telle que (1 + |€|?)/%0 est encore dans L?. Clest le complété de 1espace de Schwartz

/
S(RY) pour la norme : (gl (L + [€[2)*la(6)]2de)

Hformellement c’est ensemble S(R?) = {u € C*°(R?), YVa € N, Vk € N, sup, |(1 + |z|¥) x 8% f(z)| < 400}




Enfin, pour s €]0, 2], on définit l'espace de Sobolev homogene H* comme le complété de Sp(R%)
(les éléments u € S(RY) vérifiant 4(£) = 0 sur un voisinage de 0) pour la norme

el = <<271r>d /R |5|28|@(£)|2d£>1/2

C’est un espace de Hilbert pour le produit : (u,v) = ﬁ Jga [E1750(E)0(€)dE.

Dans H!, on observe que —/A\u(g) = |€2a(€), et on définit par analogie sur H® (en fait sur Sp(R?)
puis on prolonge par densité) un opérateur A* = (—A)?2 par :

Asu(€) = |€*a(€)

ce qui revient - comme le Laplacien correspond a une dérivée seconde - a “dériver” s fois. Ainsi,
||u| | e = = ||A%u|| 2, et les fonctions de H® sont les fonctions qui dont la transformée de Fourier s’écrit
\éls’ ot v € L% et v = A’u. Faisons maintenant quelques commentaires sur ces définitions :

si u est dans HS, décomposons u = uy + ug, ou Uy = Ulpg). Alors uz est dans H®, et uy, ayant
une transformée de Fourier a support compact, est C*°. Cela montre que, pour ce qui est de la
régularité locale, il n’y a pas moins d’information dans les espaces homogenes que dans les espaces
non homogenes.

1.2 Injection de Sobolev et défaut de compacité

Les espaces de Sobolev WP sont, en un sens, plus forts que les espaces LP, ils jouissent en effet
de propriétés supplémentaires (selon les cas : régularité, caractére borné - i.e. inclusion dans L™ -)
et peuvent étre plongés dans des espaces L9 pour certaines valeurs de g > p. Parmi ces résultats dits
d’injections de Sobolev, on affirme en particulier :

Théoréme 1 (Injection de Sobolev). Soit p vérifiant I’égalité % =1_

ndment dans LP, i.e. il existe une constante C' > 0 telle que ||u||rr <

. Alors H® s’injecte conti-
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On rappelle qu'un opérateur linéaire 1" entre deux espaces vectoriels topologiques (par exemple
normés) E et F est dit compact si I'image par T de toute partie bornée de E est d’adhérence
compacte dans F. Cela entraine en particulier que T’ envoie une suite faiblement convergente sur
une suite fortement convergente. Si E s’injecte continiiment dans F', le caractere compact de cette
injection entraine que toute suite faiblement convergente est fortement convergente dans ’espace
d’arrivée.

Lorsque s > s(p) = d(3 — %), on a bien sir une injection continue de H*® dans H*®), lui-

méme inclus dans H*®), donc dans LP par injection de Sobolev, et si I’on remplace LP par Ll e
cette injection devient compacte. Pour justifier cela, on peut voir que j : H® — Lf oc st limite des
opérateurs compacts j, : U — XnU Ol Xpl = 1ig)<nt.

Observons maintenant, dans le cas s = s(p) que la norme de LP et celle de H* sont toutes deux

invariantes par deux transformations simples :

— Les translations : 7, o u(z) = u(z —y). C’est clairement le cas pour la norme LP, et il suffit
de remarquer qu’une translation de u se traduit par une multiplication par un complexe de
module 1 de 4, ce qui laisse invariante la norme de H*.

— Les dilatations : §; ou(z) = u(7) x avec h > 0. Ici aussi, cette transformation laisse, par

1
hd/p
homogénéité, la norme LP invariante. Le fait d’avoir choisi 'espace H*, dont la norme vérifie
également un critere d’homogénéité (ce qui n’est pas le cas pour la norme de H?), permet
d’écrire (pour u réguliere, le résultat général s’en déduisant par densité) :
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Ces invariances de la norme induisent un défaut de compacité de I'injection H® < LP. En effet,si
u et v sont deux fonctions de H*® non nulles (que I'on peut supposer, par densité, étre dans Sp(R?)),

ona:
— Si (2)n est une suite de points de R?, alors :

_ 1 s —ixn€ ~
(revout) = o [ € SaleitEe

et le lemme de Riemann-Lebesgue nous garantit que cette quantité tend vers 0, quelque soit
v, quand z, tend vers +o00. Par autodualité des espaces de Hilbert, la suite 7, o u tend donc

faiblement vers 0 si |z,| — +o0.
n—+oo

— Si (hp)n est une suite de réels strictement positifs, alors :

L salhe 1378
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Si h, tend vers 0, cette quantité tend vers 0 par convergence dominée : d — 4 > 0 donc

Iintégrande tend presque partout vers 0, et la domination résulte du fait que u et v sont dans

H? , et que la norme de H* est invariante par dilatation. De méme, si h,, tend vers 4oo, le

changement de variable ¢ = % permet de se ramener au cas précédent (la dilatation porte

alors sur v, et I’échelle concernée (1/h,,), tend bien vers 0). En résumé, la suite dy, o u tend
faiblement vers 0 lorsque h,, tend vers 0 ou +oo.

Par conséquent, pour toute fonction non nulle u de H*, et toutes suites (z,,), ou (hy), vérifiant
les hypotheses précédentes, les suites 7., o u et dp, o u tendent faiblement vers 0 dans H*, et
ont pourtant une norme constante dans LP. Si I'injection était compacte, elle enverrait ces suites
faiblement convergentes vers des suites tendant fortement vers 0 dans LP, et de norme constante
non nulle, ce qui est absurde. On a donc un défaut de compacité dans le cas limite s = s(p).

Réciproquement, la description du défaut de compacité consiste & montrer que ces invariances
sont, en un sens a préciser, entierement responsables du défaut de compacité de I'injection de Sobolev.
Pour cela, on introduit trois appellations :

Définition (Echelles, ceeurs, profils, couples orthogonaux)
1. On appelle coeur toute suite x = (x,),, de points de R%, que 'on verra agir par les translations
T.
2. On appelle échelle toute suite h = (hy,),, de réels strictement positifs, que ’on verra agir par
les dilatations 4.
3. On appelle profil toute fonction v de Hs.

Les échelles permettent naturellement de “remettre a ’échelle”, et les coeurs permettent, a échelle
fixée, de “recentrer”. On comparera dorénavant deux couples échelle-coeur (h, x) et (h’,x’) en disant
qu’ils sont orthogonaux si :

— Soit log ]Z—,Z] — +00, c’est a dire que les deux dilatations sont incompatibles.

— Soit h = h' et % — 400, c’est a dire que les dilatations sont compatibles mais que, a
I’échelle, les translations ne le sont pas.

Remarque 1 Si (h,x) et (h’,x’) sont deux couples orthogonaux, et si f € L%(R?) et g € L*(R?)
avec%—k%:l, 1 <a,b< oo, alors :

/d5hnOTxnf><5h'nOTz'n09 — 0
R

n-+oo



Description du défaut de compacité La compacité de U'injection H® < LP permettrait d’affir-
mer que de toute suite bornée de H® on peut extraire une suite qui converge dans LP. Ici, on décrit
le défaut de compacité par le théoreme suivant :

Théoréme 2. Soit u une suite bornée de H*. Alors il existe une suite extraite u’, une suite d’échelles
hY9) | une suite de ceeurs 9 et une suite de profils ¥v\9) vérifiant :

— Les couples (h(j), :L'(j)) sont deux a deux orthogonaux.

— Pour tout entier | > 1, il existe un développement a 'ordre | de la suite (ul,), faisant intervenir
les | premiers profils P9, mis a Uéchelle et recentrés selon le n-iéme terme du couple échelle-
ceeur (h(j), :c(j)), ainsi qu’un reste d’ordre | qui tend vers 0 en norme LP pour l grand, et ce
uniformément en n :

I
U () = Z%g) o7 6) oW (z) + 70, hgﬁgp 17O v 0
j=1

— On a une décomposition semblable pour les normes H® :

l
e = DIV + 1117 + o(1)

j=1

On s’intéresse d’abord & la détermination des échelles, puis des coeurs et des profils.

2 Détermination des échelles

On considere des suites bornées de L2, et I'on montre que I’on peut en écrire, comme précédem-
ment, un développement a tout ordre selon des profils qui ont un comportement “normal” & une
certaine échelle.

2.1 Définitions
Définition (Suites h-oscillantes, étrangeres & une échelle h). Soit f une suite bornée de L?, et h
une échelle.

1. On dit que f est h-oscillante lorsque :

lim sup ( / | fu () 12dE + / \fn<£)l2d§> — 0
n-+oo {€, hal€|<1/R} {&, hnl€|>R} Rtoo

2. On dit que f est étrangere a h lorsque :

/ (€)1 — 0
{¢&, a<hn|€|<b} n—400

et ce quels que soient les réels 0 < a < b.

On observe le comportement de f,, a ’échelle h,, : si f est h-oscillante ce comportement est
“normal” (les spectres ne se concentrent pas au voisinage de 0 ou de l'infini), par opposition au
comportement d’une suite étrangere a h, pour laquelle la masse de | fn(g)P se concentre hors des
tous les intervalles du type [a, b] avec 0 < a < b < 400, donc part a U'infini ou en 0.

Si h est une échelle quelconque et f une fonction de L?, la suite de terme général f,(x) =

d

~

_d N d
hn? f(5=) (ce qui correspond & fn(§) = hi f(hn§)) est h-oscillante.



Propriétés

1. Comme lindique la définition précédente, une suite f, qui serait a la fois h-oscillante et
étrangere & h pour une certaine échelle h tend vers 0 en norme L?, puisque le spectre de f,
ne peut ni se trouver dans une couronne compacte de R? — {0}, ni se concentrer au voisinage
de 0 / + oco. Précisément : pour tout R > 0, on peut décomposer R? en deux morceaux :
{&, hp \§| < 1/Rou hy|&] > R} et {£, 1/R < hy|&] < R}. Quand f est h-oscillante 'intégrale
de | fn| sur le premier morceau est petite uniformément en n pour R suffisamment grand, et
l'intégrale sur le second tend, & R fixé, vers 0 quand f est étrangere a h, donc la norme L2
de fn (qui coincide avec celle de f,, & une constante multiplicative pres d’apres la formule de
Plancherel) tend bien vers 0.
On peut montrer en revanche (voir 'annexe) qu'il existe des suites f étrangeres a toute échelle
qui ne tendent pas vers 0 en norme L?, ce qui justifiera que I'on introduise une autre norme
pour éviter ces phénomenes.

2. Ces deux comportements possibles (qui ne sont pas exhaustifs, puisqu'une suite peut bien
sur étre ni h-oscillante, ni étrangere a h en général) induisent une relation dite de presque
orthogonalité : si h est une échelle, f une suite h-oscillante et g une suite étrangere a h, on a
d’apres la formule de Parseval :

fn()n() d£—>0

En effet, la masse du second terme se concentre la ou la masse du premier terme est nulle, et
inversement. Plus précisément, en découpant encore R? en deux morceaux A = {&, hnlé] <
1/R ou hyl§] > R} et B = {{, 1/R < hy|§| < R}, et en appliquant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

JRAGE

Par définition, le premier terme est petit uniformément en n pour R assez grand, car f est
h-oscillante et g bornée, tandis que le second terme est petit uniformément en n pour R assez
grand car g est étrangere a h et f bornée.

©de < [l 2l fuLall e ct /fn e < gLzl ful 12

3. On en déduit, sous les mémes hypotheses, I'identité de presque orthogonalité :
an'i‘gnH%? = |‘fn|‘%2+|’gn”%2+0(1) (1)

4. Remarquons qu’une suite constante de L? est toujours 1-oscillante (c’est le “normal” évoqué
plus haut), et que si une suite f est h-oscillante, c’est encore le cas de n’importe quel translaté
de f, puisqu’une translation laisse invariant |f|.

2.2 Décomposition d’une suite bornée selon une échelle

On montre maintenant un premier résultat qui permet de décomposer une suite bornée par
rapport a une échelle :

Proposition 1. Soit h une échelle, f une suite bornée dans L?. Il existe une extraction ¢ et une
suite bornée g de L?, hy-oscillante, telle la suite de terme général fy ) — gn soit étrangere a h.

Ainsi, f se décompose, a extraction pres, comme la somme d’une suite h-oscillante et d’une suite
étrangere a h.

Preuve. La démonstration utilise le lemme de Helly, dont nous rappelons 1’énoncé en annexe. Pour

n entier et R > 1, on pose :
Lu(R) = | Ful©) e
7 <hnll|<R



(Ln)nen est alors une suite de fonctions croissantes sur I =|1, 00|, vérifiant sup L,(R) < +o00. Le
n,R

lemme de Helly garantit alors l'existence d'une extraction ¢1, telle que L, ) (R) - L(R) pour
n—+oo

tout R. Alors en particulier :

1
VR > 1, dng,Vn > ng, ‘L(R) - L<p1(n)(R)| < E

On peut en particulier construire une deuxieme extraction o vérifiant :

Vn € N, ‘L(n) - Lwl(wz(n))(n)‘ <

S

En notant [ = lim L(R) et ¢ = 1 0 @2, on obtient :

R—+o00

lim Lgo(n) (n) =1

n—-+00

et on définit alors g, par §,(§) = 11, ( >|€‘<nﬁp(n) (¢). La suite (gn)nen est bornée dans L2. Pour
n—"®n —

b > a > 0, pour n assez grand, [a,b] C [%,n}, donc

gn(f) = fgo(n) (5) pour a < hgo(n)’&‘ <b

et il vient :

/ | Fo(n) (€) — Gn(€)[2de = 0
{&, a<hnl¢|<b}

ainsi f, — g est étrangere a h,. De plus, pour n > R :

@@W&+/ 19n(6)[2de

=/ |ﬁW@W%—/ Fo (€

= L(p(n) (n) - L(p(n) (R) — - L(R)

n—-—+00
Comme L(R) — [, g est bien hy-oscillante.
R—+00

On remarque que l'on a pu prendre pour suite g la suite dont le terme général vérifie :
gn = onf ©n (2)
égalité que I'on notera plus bas g, = 0,(D) f,(n), avec o € L. O

Si f est une suite bornée de L? et h une échelle, une suite g donnée par la proposition 1 est
unique & une suite tendant vers 0 en norme L? prés : on appellera une telle suite une composante
h-oscillante de f.

Orthogonalité On dit que deux échelles h et h’ sont orthogonales (et on note h | h’) lorsque
| log ()] — 400 (comportement que 'on trouve déja dans la définition de deux couples échelles-

ceeurs orthogonaux).
Le comportement d’une fonction par rapport a deux échelles orthogonales est décrit par la
proposition suivante :

Proposition 2. Soit f une suite de fonctions L?, et h et W' deuz échelles, alors :
1. Si f est h-oscillante et h L K, alors f est étrangére a k.



2. Si f est h-oscillante, et si de plus ||fn||r2 admet une limite inférieure strictement positive,
alors toute échelle h' a laquelle f est étrangére est orthogonale d h.

Preuve. 1. Supposons que f est h-oscillante, soit h’ étrangére a h, et soient 0 < a < b < 400
des réels. On remarque que {|¢[, a < bl |¢] < b} = {|¢], "ra < h,|¢| < Bn b} or ™= prend des
valeurs arbitrairement petites ou arbitrairement grandes (eventuellement de faggn alternée)
pour n assez grand , donc - par définition d’une suite h-oscillante - I'intégrale sur ce domaine
(a échelle h) de |f,,(€)]? tend vers 0, ce qui assure que f est étrangere A h.

2. Raisonnons par I’absurde et supposons que h et h’ ne soient pas orthogonales, quitte & extraire
on peut supposer que Z;’ est bornée, donc (quitte & extraire de nouveau) tend vers une limite

A €]0, +00|. Observons alors que pour n assez grand, llnclus10n € [A\/2,2)] assure que :

/ Ful©)2de < / Ful)2de
{I€], a<hn|€|<b} {I€], Aa/2<h, [€]<2Xb}

Le terme de droite tendant, par hypothese, vers 0, il en est de méme du terme de gauche, et ce
quels que soient 0 < a < b < +o0. La suite f est alors étrangere a h, étant pourtant h-oscillante,
et tend donc vers 0 en norme L? ce qui contredit 'hypothese faite sur liminf || f,|| 2.

O

Avant d’énoncer le premier résultat de décomposition d’une suite bornée de L?, il nous faut in-
troduire, comme annoncé précédemment, une nouvelle norme dont le principal intérét est de mesurer
le fait qu’une suite f soit étrangere a toute échelle.

2.3 Norme de Besov

Si a est une fonction bornée sur R?, on définit le multiplicateur de Fourier de symbole a, noté
a(D) par :

a(D)f (§) = a(§)f(¢)
pour f € L%, ou a(D) doit étre compris comme a appliqué & l'opérateur de dérivation %D. Par
exemple, si a est un monome du type a(x1,...,z4) = H?Zl z et sif e S(R%), on a bien :

d ) d/l\_
a H &) (€ Z(Hgagjf)(ﬁ)
i=1 j=1

Soit ¢ une fonction positive C™ & support compact dans R? — {0}, telle que 1 = fg o(27F¢)
pour tout & # 0. En Fourier, cette égalité se traduit par l'identité I = th Ap, ou Ay est le
multiplicateur de Fourier ¢(27%D), en effet, par définition, les transformées de Fourier de ng Arf
et de f sont égales (en fait elles coincident en tout point sauf, a priori, en 0 puisque Zfz cp(2_k§ ) =
0, mais on peut toujours travailler avec des fonctions Sp(R) dont la transformée de Fourier est nulle
pres de 0).

Une telle décomposition permet de découper la transformée de Fourier selon une infinité dé-
nombrable de supports (qui sont les dilatés du support de ¢ par 2% pour k entier relatif), or le
comportement d’une suite f vis-a-vis d’une échelle h est précisément défini par le comportement, a
la limite, de sa transformée de Fourier considérée sur des supports compacts.

Définissons, pour toute fonction f € L2, la norme de Besov de f par :

1f1lp = sup [|Ag f]|L2
k€EZ

norme qui ne dépend pas pas, a équivalence prées, du choix de la fonction ¢ vérifiant I’égalité précé-
dente. Remarquons que ||f||s < || f||z2. Pour une construction explicite d'une telle fonction ¢, on



peut se reporter au chapitre 2 de [CHEM]. En particulier, on supposera que ¢ est minorée par une
constante C' > 0 sur une couronne « < [£| < 3 avec g > 2.

L’exemple donné dans I’Annexe de suite de fonctions f étrangere a toute échelle et ne tendant
pas vers 0 en norme L? trouve sa réponse dans la proposition suivante :

Proposition 3. Soit f une suite bornée dans L?. Alors f est étrangére a toute échelle si et seulement
si || fullB tend vers 0.

Preuyve. Supposons maintenant que le support de ¢ soit inclus dans la couronne {£,a < |£] < b}
(avec a > 0), et que ¢ soit minorée par C' > 0 sur la couronne {£,a < |{| < B} aveca<a <3 <b
et 2a < 3. On a alors, pour tout f dans L2, I'inégalité :

02

(2m)? /{msﬂmszs}

Soit f une suite de L?, observons que par définition limsup||f,||p = limsup sup||Afal|z2, et que
n+oo nt+oo  keZ

. 1 .
2d A 22 - 2d
FlOPae < AnfIE < o [ ifte) P Q

cette derniere expression se ré-écrit sous la forme :

limsup sup||Agfnllr2z = sup limsupl||Ag, fnl|L2
n+oo  keZ keZN n+oo

Si f est étrangere & toute échelle, a fortiori pour toute échelle h = 27K avec k € ZN, I'inégalité de
droite dans (3) ¢ | A, fall2s < g S aca s gy 1 (€)[2dE entraine que imsup, . oo || Ak, fullze =
0. Réciproquement, si || f||p tend vers 0, supposons par ’absurde qu’il existe une échelle h telle que
f ne soit pas étrangere a h : il existe donc une couronne a’ < b’ pour laquelle :

[fa(€)1?d€ > 0

lim sup

n+00 /{£|7 a/<hn[¢|<b'}

Comme on peut toujours encadrer h,, par 2~ ¢knt1) < b < 27k on remarque que - quitte & supposer
que 2a’ < b, ce qui n’est pas restrictif - :

/ Fal6)[2de < / F©)Pde + / o)
{I€], @’ <hn|§|<b'} {&,a/<2=Fn g|<¥'} {€,a'<2=(kntD) )<t}

et f est alors non étrangere & une échelle du type précédent, & savoir 27% pour k € ZN. De plus,
comme 2a < 3, on peut recouvrir la couronne o’ < |§| < b’ par un nombre fini de dilatés de la
couronne «a < |£] < [, et que par conséquent il existe une des ces couronnes C = {a < 277|¢| < (5}
pour laquelle limsup,,, o [5-k,c | Fn(€)]2dE > 0, ce qui compte tenu de I'inégalité de gauche dans (3)
entraine que ||f,||p ne tend pas vers 0, ce qui est absurde. O

2.4 Décomposition selon des échelles

On peut maintenant énoncer un premier théoreme de décomposition pour une suite bornée de
L?.

Théoreme 3. Soit f une suite bornée de L?. Alors il existe une suite extraite f', une suite d’échelles
hY9) et une suite g\ de suites bornées de L? vérifiant :
— Les échelles B9 sont deuz ¢ deux orthogonales.
— Les suites de fonctions g9 sont hY9) _oscillantes.
— Pour tout entier | > 1, il existe un développement a lordre | de la suite f' faisant intervenir
les | premiéres fonctions g\9), ainsi qu’un reste d’ordre | qui tend vers 0 en norme de Besov
pour | grand, et ce uniformément enn :

l

fol@) =32 g9 (@) + @)

i=1
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la suite des restes d’ordre 1, notée vV, étant étrangére auz | premiéres échelles et vérifiant :

lim sup||r||g — 0
n+oo 400

Preuve. Posons, pour f une suite bornée de L?, la fonction d’erreur 6(f) = limsup||f,||5-
n—+00

Premiére étape. Soit f une suite bornée de L?, montrons qu’il existe une suite extraite f’ de f et
une échelle h telle que f/ admette une composante h-oscillante g, qui vérifie de plus :

50
> 2\
lgnllzs — €= %

(4)

Pour cela, dans le cas ou §(f) > 0 (sinon, comme on sait d’apres la proposition 3 que 6(f) = 0 si et
seulement si f est étrangere a toute échelle, on peut prendre g = 0 et h quelconque, sans extraire),
on se place le long d’une sous-suite f’ et d’une suite d’indices (k) € Z" telles que :

1Ak, il — 12 2D 6
(Une telle suite existe par définition de ¢). Considérons 1’échelle h associée de terme général h,, =
2=Fn_ D’aprés la proposition 1, on sait que - quitte se placer de nouveau le long d’une sous-suite -,
f’ possede une composante h-oscillante, notée g. Comme g est bornée, on peut également supposer
que ||gn||r2 admet une limite, et cette limite vérifie :

. . o(f
T [lgul 12 > T 1A, £z > 200

En effet, A, f, = Ak, (f},—9n)+2Ak, gn, avec g qui est h-oscillante et f'—g qui est étrangere a h, et on
peut appliquer la relation de presque orthogonalité (1), tout en utilisant que ||Ag, gnllz2 < ||gnl|r2-

Deuzieme étape. On montre par récurrence la propriété suivante : il existe des extractions ),
des échelles h¥) et des suites g\ vérifiant :

— Les suites g\9) sont h)-oscillantes.

— Les échelles h¥) sont deux & deux orthogonales.

— On a le développement a l'ordre [ suivant :

l l
fwlo -oh(n Z‘gwﬁ-lo oty (n +g1(1)+r£1,)

()

ot la suite des restes d’ordre [, notée r(¥), est étrangere aux hwj+1o--~0¢z’ et ou g(j) vérifie :

195712 e Cj > 5( =1y (avec r® = f)

Sans détailler la preuve, remarquons que l'initialisation résulte de la premiere étape. On applique
ensuite la premiére étape aux restes successifs, et les orthogonalités des échelles ainsi obtenues
résultent du critere d’orthogonalité des échelles obtenu dans la proposition 2.

Il est important de noter que par construction, les suites de fonctions gl) peuvent s’obtenir toutes
sous la forme du produit d’un multiplicateur de Fourier par une suite extraite de f : c’est le cas pour
la premicre suite g(!) puisqu’elle est obtenue en considérant la composante h-oscillante d’une suite
extraite de f pour une certaine échelle h (voir a ce propos l'identité 2), et on vérifie aisément que cette
propriété se conserve en passant aux restes successifs. On utilisera cette remarque pour reformuler
ce résultat dans le cadre “naturel” (H* et L?) & la partie 3.

Troisieme étape. On réalise une extraction diagonale, pour obtenir des échelles H, des fonctions
G, des restes R et une extraction F de f qui vérifient (pour n > 1), le développement :

l
Fu=3 G0 + RY
j=1



avec R( étrangere aux [ premieres échelles HY) et 1'égalité

mup?0>6ﬂ>m6mwh

N =

La presque orthogonalité (1) donne alors : ||F,[|3, > %Z;:I S(RU=D)2 4 HRn)HLz + o(1). Comme
la suite f est bornée, la convergence de la série des §(RU))? entraine que 6(RY)) tend vers 0, ce qui
était la derniere condition du théoreme. O

3 Inégalité de Sobolev et inégalité de Sobolev raffinée

3.1 Une inégalité de Sobolev raffinée

On a énoncé en préambule, le résultat suivant :
1

Soit p vérifiant 1’égalité % = 5 — 5. Alors H* S’injecte continiiment dans LP, i.e. il existe une
constante C' > 0 telle que ||u[zr < Cl|ul]g.-

On cherche ici & montrer qu'une suite étrangere a toute échelle tend vers 0 en norme LP. On va
pour cela majorer la norme ||u||zr par la norme de Besov de u, et la proposition 3 permettra de
conclure. L'inégalité de Sobolev raffinée s’énonce ainsi (en notant temporairement par commodité
lull 3. = [1A%u][5) :

1-2 2
[ull o < Cllul| 3.2/l 27

Comme [|u||z. < ||ul|., cette inégalité raffinée redonne en particulier I'inégalité annoncée au
théoreme 1 et rappelée ci-dessus.

Preuve. On démontre I'inégalité de Sobolev raffinée pour u € Sy(R%) et on I’étend ensuite & H?* par
densité de Sy. Décomposons u selon “hautes” et “basses” fréquences, en posant pour tout A > 0 :
U = uy,A + U4, avec

UL A = .7:71(13(07‘4)@) et ug A = fﬁl(lB([)’A)cﬂ)

On a, d’apres le théoreme de Fubini :

£
/ |fIPdp = / (/ pAp‘ldA)duzp/(/ L) AP dN)dp
Rd Rd JO Rd JR+

/'ummzp/“u@eR%v@>>AM%wx (6)
R4 R+

d’ou l'identité :

Par ailleurs, I'inégalité triangulaire |a + 3| > v = |a| > 3 ou |3| > § garantit que :

A A
5) +ullugal > 5

pllal > ) < pulfusal > 5 )

On décompose maintenant uq 4 en uy 4 = Zfz Apgug 4. Alors, en choisissant le plus petit entier
k(A) vérifiant 28T Supp(p) € B(0, A)°, il vient :

R4
lur,allzee < ll@rallpe < ) [1AkusallLs
—0o

De plus, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

1/2
HA/ICILEAHLl _ /Rd ( kg)ul A£(§)§ df < (Lks ( )523d§> HUHBS < K(2k)d/275’|u|‘39
upp(p
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N _ —2s . .
o K = | Supp(e) &5 ce qui, en sommant, donne :

lur,allpee < CAY25|ul| .

1 )
pour une certaine constante C'. En choisissant une valeur de A = Ay := (QCHQH —)d/2=s on obtient :
BS

-

A
l[u,4, ][ < 5 donc p(lur,a,| > 5

ce qui entraine que :

A
)

Or, par l'inégalité de Bienaimé-Tchebychev u(|ug a,| > %) < %HuQ AAHLQ donc, en réinjectant
dans (6) :

pllul > A) < plfug,a,] >

2
lully <o [ tlul > N0 tan<ap [ [ZENSVEIA

< dp /]R . NP3 ((%)d /A " \a@)\?ds) dA

ce qui, en posant C¢ = 2C||ul| 5.]¢|¥/?~*

p —d p—3 ~ 2
ul[?, < 4p(2r) / /ch aNi(€) e

1
car A)\ = (m)d/27‘9 < |§| 2. < Cf

Enfin, compte tenu de ’égalité p = —ds ie.p—2= d 55, 0N a:

, s’écrit :

C i d/2—s\p—2
[ tan = 2 _ oy
0

. e

d’ou :

[lullf, < 4p(2) (2C)P 2l [, I

s

_a20)P2 —2 4p(2m)~¢
5 Il €% a(¢)[Pde <
p— Rd p—2
ce qui donne 'inégalité voulue :
—2
lull7s < Clull . llulll

3.2 Corollaire, et nouvelle formulation du théoreme 3

Enongons d’abord un corollaire de l'inégalité de Sobolev raffinée : si 'on se donne toujours
s €]0, 4], et p vérifiant % + — 2, et siu est une suite bornée de H* telle que ||A®u,||p tend vers
0, alors ||uy||z» tend vers 0.

Ce corollaire nous permet de reformuler le théoréme 3 en remplacant I’estimation en norme ||.||5

par une estimation en norme ||.||z» :

Théoréme 4. Soit u une suite bornée de H*. Alors il existe une suite extraite W', une suite d’échelles
hY) et une suite v\9) de suites bornées de H* vérifiant :

— Les échelles BY9) sont deuz ¢ deux orthogonales.

— Les suites bornées de fonctions de L2, A>v() sont hY) _oscillantes.

11



— Pour tout entier | > 1, il existe un développement a l'ordre | de la suite U’ faisant intervenir
les | premiéres fonctions v, ainsi qu’un reste d’ordre | qui tend vers 0 en norme de LP pour
[ grand, et ce uniformément en n :

l

= 0P (@) + pV (@), hmsup\lp v w0 (7)
7=1
Preuve. On applique le Théoreme 3 & la suite bornée f de L? définie par f, = A®u,. Le seul point &
vérifier est que les fonctions gl fournies par le Théoréme 3 et qui figurent dans le développement
A tout ordre de f s’écrivent bien comme des ASv() pour une certaine suite v. La remarque faite au

() _

cours de la preuve du théoréme 3 garantit qu’elles peuvent s’écrire sous la forme g;;’ = a ( )f), A
savoir comme le produit de f}, et d'un certain multiplicateur de Fourier. Comme les multiplicateurs
de Fourier passent naturellement au travers de 'opérateur A® (étant lui-méme un multiplicateur de

Fourier), on obtient bien que gﬁlj ) = Asvéj ), lorsque 1’on pose vﬁf ) = aff )(D)uﬁl.

L’égalité (7) et la condition de décroissance en norme LP du reste pg) résultent alors de la
conclusion du Théoreme 3 et du corollaire précédent. On obtient de plus, grace a la relation de
presque orthogonalité (1) (licite car les échelles h") sont deux & deux orthogonales et les ASv’ &
sont h)-oscillantes, donc étrangeres aux autres échelles), I’égalité suivante sur les normes L? :

A%, |12 = ZHAS 72 +14° 172 + (1)

4 Deétermination des coeurs et des profils

4.1 Un nouveau résultat de décomposition

On sait décomposer (& extraction pres) une suite u, une fois plongée dans L? par A%, comme
une somme de fonctions ASv) qui sont h)-oscillantes pour une certaine suite d’échelles h(), jeN.
Pour établir le Théoreme 2, il faut maintenant arriver & décomposer ces suites A*v) comme une
somme de profils “translatés” par une suite de cceurs. C’est ’objet de la proposition suivante :

Théoréme 5. Soit w une suite bornée de H* telle que la suite ASw soit 1-oscillante. Alors il existe

une sous-suite w' de w, une suite xg);)l de ceeurs et une suite @) de profils (i.e. de fonctions de

H?®) vérifiant :
1. Sia# B, les couples (1, ) et (1,2%)) sont orthogonauz, i.c. |z — b 2 +o0.

2. 1l existe un développement de w' a tout ordre A > 1, de la forme :
:ZT(Q)ovﬁ ), limsup||RY||p — 0
n+oo A+oco
3. On a un développement semblable pour les normes :
A
[A%wn |72 = Y (1A% + A RV|[72 + o(1)

Preuve. On va procéder comme pour la preuve du Théoreme 3 : c’est la méthode d’exhaustion de
G.Métivier et S.Scochet. Posons, pour w une suite bornée dans H® (et 1-oscillante), la fonction
d’erreur y(w) := sup{||A®Y||r2, ¥ € P(w)}, ou P(w) est adhérence “faible-translatée” de la suite
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w, c’est & dire 'ensemble des 1) € H* tels qu’il existe une sous-suite w, et un cceur x tel que

(T—2, © Wy(n))n (attention au signe —) converge faiblement (dans H?#) vers 1, ce qui s’écrit encore :

/ We(n) (T + 2p) X (2)dr — Y(z)x(x)dz, et ce pour tout x € So(R?)
R4 n+oo R4

Premiére étape. Soit w une suite bornée de H*, avec y(w) > 0 : soit ¢ dans P(w) vérifiant
[|ASY|| 2 > @ Soit w,, et x donnés par la définition de P(w), on définit un reste d’ordre 1, noté
R® par la formule :

Ce reste est borné dans H* et la suite A*R(!) est encore 1-oscillante (comme différence de deux
fonctions qui le sont, voir la propriété 4 suivant la définition d’une suite de fonction étrangere a une
échelle). Par définition, R tend faiblement vers 0 (au sens précédent), ce qui permet d’écrire :

1A% w72 = IA*9]1Z2 + [[A*RP[Z + o(1)

En effet, en développant les normes L?, on fait apparaitre un terme en [, A® ,Sl)(x +x, ) AS(z)dx.
Supposons que Y € So(Rd), ce terme est alors (d’apres la formule de Plancherel), de 'ordre de
Jra Rg)(az+xn)g(az)dm pour un certain g := F~1((1+]€]2)%)(€)) € So(RY), et tend bien vers 0 d’apres
I'hypothése de convergence faible vers 0 de RM). Par densité de So(R?) dans H* et plongement

s
isométrique H* & L?, le résultat demeure vrai en général.

Deuziéme étape. En combinant une récurrence et un argument d’extraction diagonale comme
dans la démonstration du Théoréme 3, on construit une sous-suite w’ de w et des suites w("‘), x(@)
de profils et de coeurs telles que 1., 2. et 3. soit vérifiées, a I'exception de ’estimation :

li R 0
lﬁigp” 5 ”L”ATO’O

Le principe de la récurrence est le méme pour que le Théoreme 3 : I'initialisation résulte de la premiere
étape, puis on applique cette méme étape aux restes successifs. Une conséquence de 1’égalité 3. est
que la série de terme général ||A5¢(O‘)||%2 est convergente, ce qui entraine que y(RM)) tend vers 0
(en effet on choisit, & étape o, une fonction (@ vérifiant HAS@Z)(O‘)H%Q > %V(R(O‘_l))).

Troisieme étape. On cherche a conclure en majorant la norme LP du reste par une expression
dépendant de la fonction d’erreur v (qui tend vers 0 comme annoncé plus haut). On va pour cela
établir 'inégalité suivante :

2
lim sup||wy,||zr < Climsup||Aswn|]22*y(w)1_
n-+oo n—+o0o

LSAIN)

(8)

pour toute suite w bornée dans H® et telle que ASw est 1-oscillante, hypothéses vérifiées par la
fonction w de départ, et par tous les restes successifs comme indiqué dans la premiere étape.

1. Cas ou le spectre est inclus dans une couronne Faisons d’abord I'’hypothese que w
est une suite de So(R%), et méme que le support de w, est contenu dans une couronne Kop:{&a<
|¢| < b} indépendante de n. On dispose alors de la majoration suivante :

1
[lwnllze < (S11A%wall12) (9)
(en effet le terme en [¢| qui apparait dans la transformée de Fourier de A®w,, est minoré par a)

Pour faire apparaitre v(w), remarquons que si p est une fonction de So(R?) telle que p = 1 au
voisinage de K, on a wy, = p* wy, ce qui s’écrit encore :

wns) = [ pleayunlat o (10)
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Par ailleurs, on a :

lim sup||wy || L = sup lim sup|w, (z,)|, pour x € (RHN
n—+oo X n—+oo

Soit x dans (RN, et ¢ une extraction telle que liLm W) (T p(ny)| = lim sup|wy, (z,,)|. Comme cette
nTo0 n+o00

suite est bornée dans H*® (et que H* est réflexif), on peut (quitte & extraire de nouveau) supposer

que T_,_(n) © Wy(n) admet une limite faible. Cela permet d’écrire (en utilisant (10) avec y = () :

nmsupnwnuLoosSup{] [ ot-awtas
n—+oo Rd

veP)

Puis, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz (la fonction p ne dépendant que de a et b) :

lim supllwal = < Cla, b)y(w) (11)

n—+oo

Un corollaire de l'inégalité de Holder donne alors, en rassemblant (9) et (11) :

LSAIN)

1 2 12 1-2 2 1—
lwnllzr < (S IA%wal12) P Cla, b) 7P y(w) ™7 = C'(a, b)||A*wn|| 127 (w) (12)
Ce qui donne I'inégalité voulue en passant a la limite, avec une constante C’(a,b) dépendant de a

et b.

2. Obtention d’une constante indépendante de la couronne Observons maintenant que
si w a son spectre inclus dans une couronne K, il en est de méme pour les éléments de P(w). Si
1 est une telle fonction, il suffit en effet de prendre comme fonction test y une approximation (en
norme L?) dans So(R?) de la fonction 1 K., (D) et d’appliquer la définition.

Cela donne :

[ wowe+ max@de — [ wlax(e)ds
R4 n+oo  [pd
le premier terme étant toujours aussi proche que souhaité (quitte & approcher précisément 1 Ko (D),
la suite w étant bornée dans L?) de  [pa We(n) (@ + 2n) 1k, , (D) (x)dz, qui vaut 0 (dapres 'égalité
de Parseval), et le second terme étant aussi proche que souhaité de [pq 1k, ,(D)[(x)[*dz.
L’hypothese faite sur le spectre de w se conserve donc quand on construit les restes successifs
(puisqu’elle passe a la limite faible et qu’elle est stable par différence). Ainsi, sous cette hypothese,
I'inégalité (12) est valable pour tous les termes de la suite des restes, et permet de conclure a la
convergence vers 0 en norme LP de cette suite. On dispose alors de la totalité des conclusions de
la Proposition 5 sous cette hypothése de localisation du spectre. En particulier, la conclusion 2.
entraine que :

n

lim ||, |17, = Zl [l (13)

Pour établir cette identité, on utilisera I'inégalité “élémentaire” :

l
130 =Y lasl[ < 3 Jagllal™? (14)

j=1 j=1 Gk j#k

Si ’on se fixe € > 0, le caractere uniforme en n de la convergence vers 0 du reste assure ’existence
d’un ordre A tel que
lim supl|| R |1 < e
n+00

14



Mais alors, le développement a l'ordre A injecté dans I'inégalité (14) précédente permet d’écrire que :

A A
“ ZTxgg) oy @ — Z |70 0 ¢(J),p‘ <Oy Z 7,0 0 w(J)||7_x£1k) o (k) p-1
= i=t J#k
en intégrant cette inégalité et en utilisant la remarque 1 du paragraphe 1.2 (qui s’applique ici car

les couples (1,x1)) sont deux & deux orthogonaux et car les [¢))| sont dans LP), on obtient que :

A
[[er, = REVIZ0 = > 1| s

j=1

N 0
n+o0o

ce qui, vu la majoration du reste, permet finalement de conclure a 'identité (13).
La conclusion 3. assure, quant a elle, que :

—+00
lim sup||ASw), |32 > Z HAsw(a)H%z (15)
n-+oo a=1

Appliquons 'inégalité de Sobolev (simple) a chaque Pl
D lw@E, <> AR, = ¢ A asup| AT
a=1 a=1 a=1 @

Puis en utilisant (13) et (15), on obtient :

2 1—2
lim ||w),||zr < C lim sup|[A®w], ||}, sup||A*¢ ||, "
n+00 n—+o00 «
Ce qui entraine I'inégalité :
2 12
lim || || < C Tim sup| [A*w) |2, v(w')' ">
n—+oo

n-+o0o

avec une constante C' indépendante de w, a et b. Quitte a se placer au préalable le long d’une sous-
suite, on peut supposer que lirm [|w!||L» = lim sup||wy||z». On obtient finalement (en majorant les
nToo n+o0

termes de droite par les termes correspondant pour w) :
2 L2
lim sup|[wn||z» < C lim sup||A*uwn |2, 7(w)'"? (16)
n—+oo n+o0o
ce qui est 'inégalité voulue.

3. Cas général Dans le cas général (ou I'on ne fait plus d’hypothese sur le support de w), on
va montrer que ’on peut prolonger cette inégalité par approximation.

Soit donc w une suite bornée de H* telle que ASw soit 1-oscillante, et soit € > 0. Par définition,
il existe alors R > 0 tel que :

lim sup ( / 1€[%* |4 (6)[*dE + / |£|2S|wn(s>|2d£> <é. (17)

Soit alors A la fonction caractéristique de la couronne C'1 5, étudions la fonction d’erreur associée a
R7

la suite A(D)w. L’inégalité (17) se réécrit avec ces notations sous la forme :

lim sup[[A®((1 = A)(D)wn)||2 < € (18)

n-+oo
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Remarquons d’abord que si ¢ est une fonction de P(w), alors A(D)y est dans P(A(D)w). En
effet, si ¢ et x sont l'extraction et le coeur donnés par la définition de P(w), alors le multiplicateur
de Fourier A(D) et la translation 7,,, commutent car une translation induit une multiplication par
un complexe de module 1 en Fourier, ce qui ne change pas la valeur de A(|£]). Aussi peut-on écrire
indifféremment, pour tout x € Sp(R) :

L D0+ ax@de = [ w0+ 2 (ADIW )da
Supposons un instant que A(D)x soit une fonction de Sp(R?), alors par hypothese :

[ e+ 200N — [ s@O@d = [ AD))@x()d
R4 n+o0o  Jpd Rd

d’ou le résultat annoncé, quitte & approcher (dans L?) la fonction A(D)y par une fonction Sp(R?)
(la suite w étant quant & elle bornée dans L?).

Réciproquement, si ) = A\(D)v est une fonction de P(A(D)w) (I’écriture i = A\(D)w) est justifiée
par le fait que les éléments de P(A(D)w) ont un spectre contenu dans C1 p), et si ¢ et x sont
I'extraction et le coeur fournis par définition, comme la suite (1 — A)(D)7, © wy(,) est bornée, on
peut en extraire une suite faiblement convergente vers une certaine fonction u = (1 — \)(D)u, si
bien que v + u est dans P(w), et par conséquent ¢ = A\(D)(1) + u) est un élément de A(D)(P(w)).
Finalement, on dispose de 1’égalité :

PAD)w) = A(D)P(w) (19)

Par ailleurs, la méme démarche que celle utilisée au paragraphe 2. ci-dessus pour établir que si
w a son spectre inclus dans une couronne K, alors il en est de méme pour les éléments de P(w),
permet aussi de montrer que ’hypothese (18) faite plus haut sur le support de w se conserve quand
on considere les éléments de P(w), ce qui entraine :

Vi e P(w), ||A*((1 =) (D)Y)[l2 <€ (20)

On peut alors prolonger & w l'inégalité (16), qui vaut pour A(D)w puisque cette suite a son
spectre contenu dans une couronne. On a en effet obtenu les encadrements suivants :

1. limsup||(1—=A)(D)wy||rr < limsup C||A*(1—=X(D)wy,]||r2 < Ce, en utilisant d’abord 1'inégalité
n+o0 n+oo
de Sobolev puis la majoration (18).

2. limsup||A®((1 — A)(D)wy))||r2 < € ce qui est exactement la majoration (18).
n+o00

3. [y(MD)w) — v(w)| < e d’apres I'égalité (19) et la majoration (20).

4.2 Conclusion

Pour obtenir le théoreme principal 2, il faut alors combiner les conclusions du théoréme 4 et du
théoreme 5. Soit u une suite bornée de H*. Le théoréme 4 fournit une sous-suite u’ de u, des échelles
h) et des suites v(¥) bornées dans H*® vérifiant en particulier que, pour tout j, la suite (Asw(lj ))n est
h)-oscillante. Posons alors pour tout j :

wl) = 5}:%1 o i)

Alors la suite w/) est bornée dans H* et la suite ASw(/) est 1-oscillante : on peut donc lui appliquer
le théoréme 5, ce qui fournit une sous-suite w’ (7)
de profils.

On peut ainsi écrire (quitte & pratiquer une extraction diagonale) une décomposition comme
exposée dans le théoreme 2, la convergence demandée du reste s’obtenant quant a elle au prix de

quelques manipulations techniques mais élémentaires.

. ; . Ko’
, une suite (x1*)),>1 de coeurs et une suite @ZJSZI)
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5 Annexe

5.1 Une fonction étrangeére a toute échelle qui ne tend pas vers 0 dans L?

Soit ¢ € C5°(RY), telle que  [pq ¥(z)dz # 0. Pour n > 2, on pose

d
: _ n —d/4
fo iz folz) = W(l — A)~ (4 (na))
soit ) ¢
fey=— 1 a/4;)
Fi©) = G 1+ ) ()
Par la formule de Plancherel, || f,[|2, = ?gg?n Jga (1+\£|2)d/2 |z/1( )|2d€, qui se décompose

» _ (2m)? 1 )%d (27r)_d 1
19 = g ey TPV O g [ e G

Par changement de variable et convergence dominée

% I D S ST ' i —
logn /|§|Zn (1+ ’5‘ )d/2|w( )| B logn /§|21 (1/n2+ ’5‘2)d/2|w( )| dg§ nﬂ+ooo

Puisque w = Jpa¥(x)dx # 0, @ZJ( )2 = (0)%2 + O(€) et par un changement de variable
sphérique,
(2m)~¢

1 22 a1 -
(1 + |€[2)d/2 = ———— drd
log n /|g <1+|512>d/2‘¢( e = G .. [ g e Prde

-1 ,
- logn /wesd 1/<1W(Iw( )|? 4+ O(r))drdw
nﬂ+oo logn /dGSd 1//n<r<1 T"w ‘ drdw

2 —d| gd—1 2
Il =, @mUs™ [ wGe)dal #0

Néanmoins, pour toute échelle h et pour tout b > a > 0,

[ heres o [
a<hne<h _108"” a<hne<b (14 [€]2)2/2

C d£ c’ b
< — log({-] — O
logn Jo<n,e<p [€]% logn a) n—too

5.2 Lemme de Helly

donc

Théoréme 6. (Lemme de Helly) Soit (fn)nen une suite de fonctions croissantes d’un intervalle
ouvert I de R dans R, telle que pour tout x € I, (fn(z))nen est bornée A une extraction pres,
(fn)nen converge simplement vers une fonction f croissante dur I.

Pour une preuve de ce résultat : [GOUR].
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