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On va s’intéresser a 1’équation de Gross-Pitaevskii a potentiel harmonique, c’est-a-dire a une
équation de Schrodinger non linéaire dont la non linéarité est en |u|’u. Cette équation modélise
I’évolution des condensats de Bose Einstein dans des gaz dilués. On va chercher a construire une
mesure sur des espaces de fonctions invariante par le flot de Gross-Pitaevskii telle qu’il existe un
ensemble de conditions initiales de mesure pleine pour lequel on a I’existence de solution globale.

Remarquons des a présent qu’a priori, le flot n’est pas défini.

La théorie déterministe nous fournit un flot local grace a un outil utile également dans la cas
stochastique : ’inégalité de Strichartz. Cependant, on utilise de surcroit des arguments probabi-
listes pour définir le flot, méme local, avec conditions initiales aléatoires.

On commencera par poser le probleme et donner quelques intuitions sur les condensats de
Bose-Einstein. Puis on essaiera d’obtenir le maximum d’information sur les solutions de 1’équation
de Schrodinger, avant de se concentrer sur I’étude déterministe puis la construction de mesure pour
le cas stochastique.
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1 Position du probleme et condensats de Bose-Einstein

On cherche a étudier I’existence de solutions du probleme suivant :

{ O + Au— |xPu = ulPu, (¢ x)e RxR 1

u(0, x) = up(x) xeR

Il s’agit du probleme de 1’oscillateur harmonique (quantique) non-linéaire en dimension 1.
L opérateur A désigne le laplacien, égal a 3> en dimension 1.

Le cas k = 1 est appelé cas défocalisant (il correspond a des interactions répulsives), le cas
k = —1 est appelé cas focalisant.

Par la suite, nous allons considérer le probléme déterministe (19 € L?) puis stochastique,
c’est-a-dire qu’au lieu de prendre pour condition initiale une fonction uo € L? donnée, on prendra
une répartition u;, w € € a valeurs dans un espace X dont les €léments ne sont pas dans L? et
donc requierent un traitement différent du cas déterministe, sur lequel on dispose d’une mesure
p invariante par le flot de I’équation (1). On aura alors I’existence presque partout de solutions
globales.

Plus précisément, définissons quelques notions et donnons les résultats principaux (voir [9] et

[4D.
Définition 1.1. Commengons par noter le hamiltonien H = —A + x°.

Définition 1.2. Pour tout s € R et p € [1, o], on note W*P I’ensemble des distributions u pour
lesquelles H%/?u appartient 2 LP(R). On définit sur cet espace la norme :

2
llllawsr = \H*?ul|.
Pour p = 2, on pose H* = W2, espace de Sobolev normé par ||u|¢s = ||HS/2u||Lz.

Théoreme 1.3. 1] existe une mesure p définie sur I’ensemble des distributions 1 (R) telle que :

— la mesure p soit absolument continue par rapport a une mesure gaussienne sur H* pour
tout s <0,

- p(L*(R)) =0,

— HS et LP, s <0, p > 2 soient de mesure pleine,

— le flot ©(t) de (1) soit globalement défini presque partout et que p soit invariante par ce flot,

— on a une estimation de la norme H* en fonction du temps, il existe une constante C telle
que presque partout on ait une constante A vérifiant

[D()ugllges < Clog(A +1)'/?

de plus,

p(iuo | Aug) > A}) < Ce™ %

Dans la suite, on ne démontrera pas ce théoréme en entier mais on cherchera a construire la
mesure p ainsi présentée. La construction de cette mesure se base sur la conservation de I’énergie.
Or, dans le cas focalisant, la contribution a 1’énergie du terme non linéaire est de signe opposé a
celle du terme linéaire, ce qui pose des problémes d’intégrabilité que nous traiterons.

L origine physique de I’équation de Schrodinger non linéaire a potentiel harmonique provient
de I’étude des condensats de Bose-Einstein piégés dans un potentiel extérieur harmonique.



1.1 Condensation de Bose-Einstein sans interaction entre bosons

Ce phénomene de condensation apparait quand on pieége un certain nombre de particules dont
le comportement statistique est bosonique (des atomes de Rubidium, de Sodium ou de Lithium
par exemple) dans un potentiel, et & basse température.

Le nombre moyen d’occupation d’un état v (état propre du Hamiltonien a une particule) est
donné, en statistique bosonique, par :

1
= eIk Z |
ol €, désigne I’énergie de 1’état, u le potentiel chimique, k la constante de Bolztman, et T la
température. Le potentiel chimique est contraint, pour conserver un sens physique, d’étre inférieur
a €min 1a valeur minimale de I’énergie d’une particule.

Lorsque la température baisse, le potentiel chimique augmente sans pour autant dépasser €,ip»
si bien que n, pour v différent de 1’état fondamental, tend vers 0, il ne peut plus y avoir de particules
dans les états excités, on assiste a un phénomene de condensation de Bose-Einstein : toutes les
particules sont dans I’état fondamental.

1.2 Introduction des interactions

Bien que I’état du systeme a N bosons ne peut pas évoluer, selon les regles de la mécanique
quantique, de fagon non linéaire, I’approximation de champ moyen permet d’introduire cette non-
linéarité.

L’étude précédente nous informe que, si ’on ne considere pas les interactions entre parti-
cules, elles se mettent toutes 1’état fondamental. On suppose que les interactions ont une lon-
gueur caractéristique tres petite devant la distance moyenne entre deux particules. Leurs effets
sur la fonction d’onde du systéme sont alors considérés comme d’un ordre inférieur a la fonction
d’onde du fondamental, et on fait I’approximation suivante : si W(ry,...,ry) désigne la fonc-
tion d’onde du systéme a N particules, on écrit W(ry,...,ry) = ¢(r1)...d(rn). On appelle cette
approximation I’approximation de champ moyen. Le Hamiltonien du systeme s’écrit quant a lui
H=}%, —%Ai +V(ri)+ X< W(ri—rj), ou V estle potentiel extérieur et W le potentiel d’interaction
entre particules. On en déduit I’énergie du systeme :

1
&= E(fdrl o dryY (r, . e )HY (P, . TN))

N K2 N(N -1
&= 5 f dmﬁ(r)(—EA + V(r)p(r) + % f drdr’ ¢ (r¢" (" YW(r — r)p(r)p(r')

Les interactions peuvent étre décrites par W(r — r’) = Wod(r — r’). En posant u = \/Ngb et avec
I’approximation pour N > 1, w =N?/2,o0na:

_ 1 w 2 > Wo 4
Ew) = 5 f AV + VP + 2,

Pour obtenir un condensat harmonique unidimensionnel, comme pour I’équation qui nous
intéresse, les distances caractéristiques de variation selon z et y par exemple doivent étre tres
grandes devant celle selon x. Cela correspond, si 1’on choisit de prendre un potentiel extérieur

harmonique V = %(w)%xz + w§y2 + w§z2, a des pulsations wy et w, tres petites devant w,, d’ou



V ~ %wﬁx? On se retrouve bien avec un probleme unidimensionnel de minimisation de 1’action
avec pour énergie correspondante :

1 7 2 1
Eu) = f s 90 + P 2 uoP) + LWl oo
2 2m 2 4

2
mwy

2

2
En prenant toutes les constantes ;‘—m =
I’équation de Gross-Pitaevskii :

= Wy = 1 eth = 1, on obtient que u doit vérifier

i0u + Au — u = |u(x)|2u.

Remarque 1.1. Le cas focalisant correspondrait a Wy = —1, autrement dit, a des interactions
entre bosons infiniment attractives a courte distance.

2 Equation de Schrodinger linéaire

Commencons par nous intéresser au probléme linéaire. L’équation :

iOu+Au—|xPu=0, (r,x)e RxR )
u(0, x) = up(x) xeR
se résout en diagonalisant I’opérateur H = —A + |x|?, les solutions étant des superpositions

linéaires de ses fonctions propres.

Les fonctions propres de H sont appelées les fonctions de Hermite. Nous allons voir a quoi
elles correspondent en physique et donner quelques estimations de leurs normes L”.

2.1 Interprétation physique

On considere donc le hamiltonien H' = %H = %(—A +]x]%). La base de solutions de (2) devient
les

e Hyp(x)
ou Y vérifie HYp = EYg.

Ce hamiltonien correspond au petites oscillations d’une particule plongée dans un potentiel dit
harmonique, c’est-a-dire en x2. 1l se récrit sous la forme H = a’a + %, oua= %(x + d%) est un

opérateur dit d’annihilation et ¢' son adjoint est un opérateur dit de création.

Si on appelle ¢g le vecteur de norme 1 du noyau de a, tout vecteur propre de H se met sous la
forme ¢, = (aT)”¢0 et vérifie Hp, = (n+ %)qﬁn. Autrement dit, chaque application de a’ correspond
a augmenter I’énergie du systeme d’une quantité unitaire. Appliquer a' revient a créer un photon,
c’est pourquoi on parle d’opérateur de création.

2.2 Fonctions de Hermite

Diagonalisons H.



Définition 2.1. Soit (h,), € (L*)N la famille de fonctions définie par :

(_l)n _xz/z(d”ezz
e
21/271/4 /! dz"
Cette famille est une base orthonormée de diagonalisation de H. Pour toutn € N, on a :

hy(x) = )(x) . 3

Hh, = (2n+ Dh, .
Afin d’alléger les notations, on pose :

Définition 2.2. 1, la racine carrée de la n-eme valeur propre de H, ie

Apn=V2n+1 )
Hh, = 2h,

Donnons également quelques estimations de norme utiles pour la suite des fonctions de Her-
mite.

Proposition 2.3. Pour tout p > 4, il existe une constante C(p) telle que pour tout n € N,

Q=

IhallLr < C()A,

ainsi que pour tout netm € N, on a
anhllz2 < Clr(max(An, dn)) " (max(ly, 4n)) 2.

2.3 Solution générale, inégalité de Strichartz

La solution générale de

iOu+Hu=0
u(0,.) = uo
se met sous la forme e " ug, oul ¢ est un opérateur sur les distributions. Plus précisément,

nous allons voir que cet opérateur est continu sur certains espaces de fonctions.
Définition 2.4. Soit p et g € [1, co]. On dit que le couple (p, ) est admissible si

2
p

L1
2’

1
q
etp>4.

Proposition 2.5. Pour tous couples admissibles (p, q) et (p,q), il existe une constante C telle que
si u vérifie :

iou+Hu=f
u(0,.) = up ’

alors

llellzz o < Clllwollzz + WAl 7 17

o p’ et'q sont les conjugués de p et q respectivement, c’est-a-dire qu’ils vérifient 117 + ]% =1



2.4 Formule de Mehler

Afin de comprendre d’ou vient I’inégalité de Strichartz, nous allons voir quelques propriétés de
continuité de I’opérateur S (f) = ¢f. Tout d’abord, les valeurs propres de H étant toutes entieres,
I’opérateur S est 27 périodique, on peut donc, pour une étude locale, se limiter aux temps 0 < ¢ <
21. De plus, si u est solution de I’equation :

{ i+ 0%u—xPu=fi+f fi € LN0,2n],L2), f, € L}, 12 5

u(0, x) = up(x) ug € L)zc
alors u se met sous la forme u(t, x) = S (Hugy + fst:o S - s)(f1 + fr)(s)ds.

Intéressons-nous au terme S (¢)uo.

Proposition 2.6. Pour tout 0 <t <2m ona:

”S(t)uO”L;”,L)% + ”S(I)MOHL;*,LEO < C||u0||L}~

Remarquons qu’en ayant majoré les normes L°, L2 et L}, L, on obtient les majorations pour

tous les couples admissibles par interpolation. En effet, (c0,2) et (4, c0) sont les couples admis-

sibles “extrémaux”, et on a pour tout (p, g) admissible : comme p > 4, il existe 8 € [0, 1] tel que

%=§+%’etpourtoutg:

llgt, iz < Cligte, IS lg, I
et donc

1-6

6
HgHL?,Lg < Cligll ?O’Lfi“g”L;,u—e)’L;o

Or, (p, q) est admissible, donc % = % = JT - %} etdonc g(1 —6) =2.D’ou,

% 1-6
lelzz cz < ClglL sllgllys". < Clluollz.

Preuve.
La premiere inégalité (||S ()uoll;~ ;2 < Cllugll;2) est conséquence de la conservation de la
t X X
norme L?. La deuxiéme correspond 2 la continuité de S de L2 dans L}, L.

Or, L! est dense dans le dual de L et donc Lf/ 3, L! est dense dans Lf/ 3, LY dual de L}, L.
On est donc ramené a étudier la continuité de S* de L;‘/ 3, L)]C dans L% (égal a son dual).

Soit f € L;W,L)IC, on a

IS*fI7. = (SS*f, f).

Si §S* est continue de L?/ 3 L' dans L}, L2, on a bien le résultat escompté. Voyons quelle

forme prend I’opérateur S S *. Soit y, C* a support compact.

G%m=mwbjﬁwmmm=fwmﬂmnm=qﬁﬁﬂmnm

donc SS*f =S (1) [dsS(=s5)f(s) = [dsS(t - s)f(s).

Donnons la formule du noyau intégrable pour S (7).



Lemme 2.7. Formule de Mehler Soit t € R et f € L2. S(£)f se met sous la forme S (t)f(x) =
[ K(x,y,0f()dy avee

1 : (M cos(21)—xy)
K(x,y, t) = ———esin(2)" 2 y .

V4| sin(2t)|

Preuve du lemme. Afin de se convaincre que K est le noyau intégrable de S (¢), dérivons for-
mellement K et vérifions que (id; + 9> — x*)K = 0.

_ _cos(2n) X2 +) -2 2 cos(2t)
0K = S K+ i( 2(2;) XY G2 K
_ ( cos(21) . x? +y . cos(2t) )
- sm((221)) §1n2(21) 91n2(2t)
_ cos(2t .
axK - ( sm(2[() )_ lsm(Zt) )K 20
2 _ cos(21 2 cos t
6x K - _(x sm(2t) sm(2t)) s1n(21) ] K
_ 2 cos2(21) cos(21) y2 icos(Zt)
- sin?(21) sin?(2)  sin®(20) sin(21)
) N e cos@n) | ;cos(2n)
6XK XK = sin?(21) +2 y§1n2(2t) q1f1(2f) K
_ . . x2+y2 - cos(2)  cos(2h)
- l( lsm2(2t) + 2ix sin?(2r)  sin(27) K

Finalement, i, K + 8)261( — x?K = 0. Il reste 2 voir que K(x,y,t) tend vers 6(x — y) quand 7 tend
vers 0.

Retour a la preuve de la proposition.
On doit montrer que SS* est continue de L?/ 3,L1 dans Lf,L;". Soit f € Lf'/ 3,L1. Avec la
formule du noyau intégrable, on obtient :

27 27
SS*f(x,t):f dsS(t—$)f(s) —f dsfdyK(x v, t—8)f(s,y)

=0

donc IS S* £ Iy < [ dsdy vilf(s WL ISS*fC. DIy < C [ds Fllf(s -

47| sin(t—s)|
Pour compléter la démonstration, il nous reste a énoncer un lemme.

Lemme 2.8. Sobolev-Hardy-Littlewood Soif 2 < p < co. L’opérateur u — fR ds |2/p u(s) est

continu de L” dans LP.

On déduit de ce lemme appliqué avec p = 4 que pour toute u € L4/ 3 Il f s i SI‘ u(s)|| <

Clllo<sartt(s)ll 4 < Cllulla. Or, f € L3, LL donc s [|f(., $)ll1 € Ly". On en déduit :
||SS*f”L;*,L;° < C”f”Lj‘,L}x

donc S S* est bien continue de L}, L! dans L}, L.

3 Introduction de la non linéarité, cas déterministe

L’inégalité de Strichartz sert en particulier & démontrer le théoréme d’existence globale sui-
vant :



Théoreme 3.1. Soit uy € L*(R), il existe un temps T dépendant uniquement d’une majoration de
la norme ||lugl|;2 tel qu’il existe une unique solution u € C([0, T], L*(R)N LY ([0,T],L°(R)) de :

loc

0 + Au— x*u = ulu
u(0,.) = ug

vérifiant (conservation de la masse) ||u(t, .)|l;2 = lluoll;2-

De plus, on a l’existence globale de solution.

En effet, il résulte d’un théoréme du point fixe appliqué a

J:u SOug + f dsS (t — s)(|ul*u)
0

et on peut majorer les normes || . |lco.r1.2r) €t Il - 174

4 (10.T].L°(R)) de J(u) en fonction de
celles de u grace a I’inégalité de Strichartz.

4 Mesures de Gibbs et probleme stochastique

4.1 Invariance de I’équation linéaire sous la mesure u
A partir de maintenant, nous nous placons dans le cas stochastique. On va chercher a définir
une mesure p invariante par le flot de (1) si un tel flot existe.

La premiere étape consiste a construire une mesure u invariante par le flot de 1’équation de
Schrodinger linéaire.

Soit Ey I’espace vectoriel complexe engendré par ’ensemble {#, | n = 0...N}, et [y le
projecteur associé a Ey, ie :

Ty () eahn) = i Caltn.
0

n=

Soit également y( une fonction C* de R a support compact telle que :

=0 en dehors de [—1,1]

X094 =1 sur [-1, 1]

€ [0,1]

On pose alors S y I’opérateur tel que

n
SN Cuhn) = D x0(5 )b
OnallySy = Sylly =SN€tS}kV =Sn.

Définition 4.1. Pour tout N > 1, on note uy la mesure de probabilité sur R2V*! définie par :

B 2.2
duy = dyIT)_je™ 2 “*P)da, db,
ol da,, db, sont des mesures de Lebesgue et dy un facteur de normalisation, ie

1 N B 242 N+17TN !
2y~ Mo fRz e 2 daydb, = QmN LS.




La mesure yy définit une mesure sur Ey, notée également uy, a travers 1’application

N
O : (@ bl = D (an + iby)hy.
n=0

Proposition 4.2. Soit Q, P un espace de probabilité et g, pour n = 0 a N des gaussiennes com-
plexes centrées de variance 1 indépendantes sur Q, la mesure image P’ de P a travers I’application

N3
2
w ZO 8@ = ()
est égale a uy.

2
Preuve. On a ¢y (w) = On((2gu(@)’,).
Or, les g, étant des gaussiennes complexes, centrées et indépendantes et de variance 1,
(ﬁiign)nNzo est une gaussienne de dimension complexe N + 1 de matrice de covariance

2
A5/2
A=l©O -
232
. - V2 \N N R B ib _
autrement dit, la loi de (/l_gn)nzo estdy [, sz 2 (AT da,db, = duy.

On a bien P’ = uy.

Soit o > 0. La suite ¢ est une suite de Cauchy dans LX(Q, H7(R)).
En effet, soit n et p deux entiers positifs, on a :

2
pn+p — Pull2 g0 =l mlgnlanz(Q)

5
- -
£ 2n+ )

r, W est le terme général d’une série convergente, donc la suite ¢, est bien une suite de
\/>

Cauchy. Elle converge dans L2, H; 7 vers une limite ¢ = o Tj gnhy.

(0)

On dispose alors d’une mesure y sur H~7 définie via I’application :

w - P(w,.).
Proposition 4.3. Soit p > 4, pour presque tout w, ¢(w, .) appartient a LP.
—cA?

Preuve. Montrons que p(u € H™7 | |IS yullyysrr) > A) < Ce

Lemme 4.4. Pour tout (c,) € 2,

1D gncallzay < CNGOY | el 2.

10



Preuve du lemme.

1 gnealllyqy = f " PA DY gueal > )
y:

Majorons P(| 3 gncnl > ¥).

Commencons par séparer ), g,c, en parties réelle et imaginaire. On pose g, = %(vn + iwy,),
ou v, et w, sont des gaussiennes réelles centrées indépendantes de variances 1 et ¢, = a, + ib,
avec (ay) et (b,) € I>.On a

1
| gncnl = |_ (Vnan - Wnbn) + i(ann + Wnan)|~
Yl Y

Par inégalité triangulaire, si | ), g,c,| > y alors ou bien | ) v,a,| > —= \@ ,oubien | v,b,| >
‘f N2y \F Moy

‘fy

ou bien | Y wya,| > ,ouenfin | > w,b,| >

P( Y gucal > ) < P Y vactal > @) +P( ) waal

A > vabal > @) + P wabal > Ny

On est donc ramené a majorer P(| > vya,| > %) = P vua, > %) + P(-= Y vua, > @).

Posons y’ = ‘fy
P vaay, > y') = P(e! 2@Vl > ¢ pour tout ¢ > 0. Or,
ety,P(etZanVn > ety’) < E(etzanvn)

Par indépendance des v,
’ \
et} P(etZa,,v,, > et) ) < l_[E(eta,,v,,)
n
et comme les v, sont des gaussiennes,
" , 22 2. 2
et} P(elzanvn > et)/) < l_l et lanl”/2 < 1—[ et leal=/2
n n

On a donc :
P(et Z anvnl > eW') < et2 Z |Cn|2/2_ty,

Pour ¢ = ZI |2 , on obtient :
72

- _
P(Z apvy, >Y) < e 2Zlal

),/2

En remplacant les a, par des —a,, on a P(— }; AnVn > y') < e 23k, ce qui en sommant les

différents termes nous donne P(| Y c,g, > y) < 8e 162\nt2
On en déduit :

11



2
1
” Z gnCnHLq(Q) f qu e 16Z\Ln|2

Y
8% |Cn|2

00 . )
1 guculll, g <8 f a8 Dl e
xX=
© 2
< 8¢( \/m)qf 201 g
Z ! x=0

puis par intégration par parties, on a pour g > 3 :

e X0l dx = [—e x| 4 (g - 2)xq_3e_x2dx <q | (@- 2)xq_3e_x2dx
0

-2 g-1
En posant C = max{qfeqq#( | g € [1,3]}, on obtient :

1 gncalllyq) < Ca?(y D leal®)?

1> gncullia < C~Jq ) leal

On en déduit une majoration de || fll;¢ ;», o f = Z)((N)Al 2 ¢, h,, pour g > p.

Par changement de variable, x =

Ona,commeqg > p:

”f”LZLf: < ”f”Lsz’u

Or, d’apres le lemme précédent,

n 2
Il <C \/CI ZX(NVWVMZ
n
2 2
1Al r < C \/CIZ mllhnﬂy
C 2 C’
- qz (21’1 + 1)1—s+1/6 - \/a

est le terme général d’une série convergente.

Tant que s < 1/6

’ (2n+l)'+1/6 K
Or, on a

P(Ifllr > A) = PAIAIL, > AT < IIfI, /A

L.k

P(Ifllzr > A) < Cq?/? /A9

.. 2 .
En choisissant g = max(p, AT) etc < % on obtient

P(Ifllr > A) < Ce™N

12



Par passage a la limite, comme les constantes sont indépendantes de NV, on a :

P(Igllapsr > A) < Ce™N

autrement dit, pour presque tout w, ¢ appartient a ‘WP et donc dans le cas particulier, s = 0,
alr.

4.2 Cas défocalisant

Rappelons la forme de I’énergie conservée pour le cas défocalisant. On avait :

E(u) = l‘fdxﬁ()c)Hu(x)+lfvdx |u(x)|4. (6)
2 Jr 4 Jr
Posons

[
4

Or, dun(u = Y(an + iby)hy = dye™2 2G04 [T daydb,.
Autrement dit, duy(u) = dye=®®da,db,. On s’imagine u de la forme :

8281+

du(u) = de™&® ]_[ da,db,.

&; est I’énergie invariante par le flot de I’équation de Schrodinger linéaire. Pour avoir une
mesure invariante par le flot de I’équation de Schrédinger non linéaire, il faut remplacer &; par &.
C’est-a-dire avoir une mesure “de la forme” :

dp(u) = de 8™ ]_[ dandb,.
On pose donc
Définition 4.5. On appelle mesure de Gibbs dans le cas défocalisant la mesure p sur H~7 par :

Nl

dp(u) = e_TLd,u(u).
On définit également sur Ey,

IS el

dpn(u) = e 7 dun(u).

Cette mesure tend vers p quand N tend vers oo.

A2 .
Remarque 4.1. Comme P(||p]|;+ > A) < Ce N, la mesure p est une mesure finie.
q )5 Y

4.3 Cas focalisant
On voudrait pouvoir poser comme mesure de Gibbs, par analogie avec le cas défocalisant :

do(u) = "5 dpu(u)

r+1

1
. . e ., ez = |l
malheureusement, il faut s’assurer de 1’intégrabilité de u +— el

Cet objet n’étant pas intégrable, on va approcher dimensionellement la mesure de Gibbs.

13



4.3.1 Définition de ’approximation

Définition 4.6. On pose

L8 yul*
dpn = x(Myully g = an)e™ ™ duy (),

2

ol y est une fonction positive continue a support compact, et ay = E(||¢pn(w, )l| P®R)

Calculons ay.

N
2
ay = E( ) fgn(w)hnuiz)
n=0 "

)
=B (@)
n=0 "1

Nooo
_ 2
= ;:0 P 1E(|gn((‘))| )

N2
“’V:Zznn‘
n=0

Remarquons qu’il existe une constante C telle que pour tout N, ay < ClogN.

Définition 4.7. Posons
Iis 4
Fy(u) = [Tyul?2, — ey et Gy(u) = x(Fy()e s

4.3.2 Convergence de Fy et Gy.

Montrons que Gy(u) converge presque slirement vers un réel G(u) et que G est y-mesurable.

Lemme 4.8. Fy est une suite de Cauchy dans L*(H™7,du). On note F(u) sa limite, Fy(u)
converge vers F(u) dans le sens oi

Ve >0, ulue H 7 | |Fy(w) — F(u)| > €) = 0 guand N — .

Preuve. Soit N > M deux entiers, on a :

IFNG0) = Fu@ll}, = fg I(Myell 2 — an) — (M ell2 — am)PdP

Or,
X2 L2 G2
— = 2 _ i 2 _
(Mgl = an) = ) Flen@f = 55 = ) 5 =7 en(f = 1)
n=0 n=0 N n=0
donc

N
2
I~ Pl = (1] 55 - bfar

14



2 2
f Z (2n+1)(2m+])(|g”(w)| = D(Igm(w)I* = 1)dP

=M+1

N

_ ) .
oAl Z (2n+1)(2m+1) f (Ign(@)* = D(Igm(@)* = 1)P.

Mais sin # m, g, et g, sont indépendantes donc

fQ (Ign()I* = D(Igm(w)I* = DdP = ( fg (Ign(w)* = 1)dP)( fg (Igm(@)* = HdP) =
d’ou

N

1PN = FuGl, = )

n:Al+1

G J @) - 17ap

et comme les g, sont des gaussiennes normalisées, il existe C tel que fQ(lg,1(a))|2 -1¥P<C.

Comme on 1)2 est le terme général d’une série convergente, la suite F est bien une suite de
Cauchy pour L2(H~7, du). Elle converge vers une limite F.
Enfin

(€ H7 | |Fy(u) - Fu) > €) < |Fy - FIP%, /€

ce qui achéve la démonstration.

Lemme 4.9. [ existe deux constantes C,c > 0 telles que pour tout N > M € N ety > 0, on ait
1
H(Byry = {u € H™7 | [Fy(u) — Fyy(u)| > y}) < Ce“M+D2y,

Preuve. Posons B}, := {u € H™" | Fy(u) — Fp(u) > y}. Pour tout ¢ > 0,

H(By ) = P( Z S g@) 1) > y) = P S TSP D) 5 )
n=M+ l

" 2 , 2 _
,u(BL’N) < e—ny(et(Zn=M+1 m(lg,,(w)lz—l))) — e—l)HnI\’zlm_lE(etbl“(Ig,l(a))l2 1))

H(Biy ) < €Ty e

Pour tout z € [0, %] Jj2) = e“zz(l —2) = j(0) > 1 donc pour tout z € [0 ,TM] (t2n+1 € [0, 2])
42

2
onae'mi(l - )"l < e@+1? donc

2n+1

N 42 2
—tv+ P S _ I
H(Byy) < e O Zneud G < @ Cim

pour ¢ = ¢(M + 1)1/? avec ¢ suffisamment petit pour que pour tout M, ¢ < 42/"1";31 ,

u(BY ) < Ce oMD"y
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Posons By, ,, = {u € H™" | Fy(u) — Fpy(u) < —y} et montrons que u(Bj, < Ce™M+D'™,

Pour tout 7 > 0, u(By, ) < e IV, E(e'm10-l") O,

2t

-1
2n + 1)

E(etzn%(l_lgnlz)) — e%(l +

. 2 .
Posons z = anﬁ La fonction x — v(x) = ¢* (1 + x) est croissante sur R, donc v(z) > v(0) =

, . 4 2
1. On en déduit le_-l—z < €¥ etdonc

N 412 2

B> —ty enil2 < —ty+ 30T

H(Byy) S e e <e +
n=M+1

1/2

pourt = VM + 1, u(Bj, \) < Ce=*M+D"y Et donc finalement, p(Byy) < Ce M+
Comme Fy(u) converge vers F(u) en mesure et ||S yullz+ vers ||ull;+ ¢ presque sirement pour

u € H™7, Gy(u) converge vers G(u) = y(F (u))e%”“”t‘ presque slirement et G est mesurable. Il
reste a montrer la p-intégrabilité de G pour définir p.

4.3.3 Intégrabilité de G

Montrons que ||G]| 17 est finie.
i

Pour cela, majorons ||Gy|[z» par une constante indépendante de N. On a tout d’abord besoin
du lemme suivant, dont on a déja montré une partie (cf (4.4)).

Lemme 4.10. Soito >0, p>4et0<s< é. 1l existe B(s) > 0 et des constantes C,c > 0 telles
que pour tout A > 1 et tout couple d’entiers N > Nog > 1,

B(s)
1 € H 1S yu = S nyullgysr > A) < Ce™No 4 )

En particulier, pour Ng = 1, on obtient la propriété : il existe C,c tels que pour tout 1 > 1 et
N=>1

(€ H IS Nutllayse > A) < Ce™t

Preuve.
_ V2
pu € H LIS wu = S woudlhager > 2) = P ;m(%> - X0<Nio>)l—ngn<w>hn<x>||w;» )

2
= P Y (ol —m(%))dl—‘cgnw)hn(x)lm > )

Posons £(@, x) = L, (xo(3) = Xo(F) = gn(@)hn(x).

Soit g > p. Par inégalité de convexité,

WAllzg o < ANl go -

Or, on a vu que

16



1> engullzs, < C1 G leu)'?

donc

2
I1flls, < €1 VY beo(50) = )(O(NEO)FAZ(]_S) (0P

On en déduit par une inégalité triangulaire que

1Az 19 < C1 g (ZIXO( )= ol ) o S)n Pl )'

-1/3
Comme || 1Pl o = hal2, < C2;', on a

2
(2n + 1)(1—s+1/6)

n n._, 2 2 n n . o
> o)~ xo(~- h <C Y o() = xo(ar
4 bro(5) )(o(NO)I /lﬁ“_s)nl al iz < Co 4 bro(5;) Xo(NO)I

s étant strictement inférieur a 1/6, il existe y(s) > 0 tel que pour tout N > Ny > 1,

LY Gy ———CH Y0}
P o) oGP s < Gl
n
Finalement,
”fHLZ,L§ < Cy @N(;Y(s)'
On a alors

PNy > ) = P(Ilfllq >A) <A "IIfIILq N

PNl > D <( Vo)

7(&)
0

ZNﬁ

Posons S(s) = 2y(s). Pour tout 4 > 2p/Cy, le réel g = 9 est supérieur a p, on en déduit

que pour tout A > 2p/Cqet N > Ng > 1,

4c2

ABs) 12
P(Iflly > ) < e 4

Finalement, il existe C tel que pour tout 4 > 1,et N > Ny > 1,

AP
(€ H IS yu = S wyullapsr > ) < Ce™No

Ce lemme nous permet de majorer la mesure de I’ensemble Ay y := {u € H™7 | Gy(u) > y}.

Lemme 4.11. Soit Ay = {u € H™7 | Gn(u) > A}. Pour tout L > 0, il existe une constante Cy,
indépendante de N telle que u(A,n) < C 1AL
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Preuve.

Posons Ny := (logd) avec I > max(2, [% +1).

Premier cas : N < Ny. L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg nous donne pour tout u € A, v,
4 4 4-6 6
f dxlS wut* = 1S ullfy < CHIS ull}271S wully
avec 0 < 2.
De plus, |IS yull;2 < [[Hyullz2. Or, pour tout u € A, y, on a)((lll'lNulli2 —ay) > 0, donc

IMyull,> < Cy vay < Ci(logN)'? < Cl(log(log))'>.

Par ailleurs, pour tout u € A, v, f dx|S yul* > C;(log/l). En combinant, toutes ces inégalités,
on obtient :
logd
closd
(log log)?=9/2

Il existe donc ¢ > 0 tel que pour tout u € A, v,

0
IS Mullyys, =

IS ullawsr > C(logd)! 1>+

On en déduit que u(A ) < p(IS yullwsr > C;(logxl)l/zm). Par le lemme précédent,
'L[(A/LN) < Cée_c(log/l)z(l/%d) < aLﬂ_L.

Deuxiéme cas : N > Nj.

Posons By = {ue H™7 | |(||HNl,t||i2 —ay) — (||H,\/0u||i2 —an,)| > 1}. D’apres le lemme (4.9),

)2 )12

M(B/I,N) S Ci e—C(N0+1 S C; e—c(log/l
Comme [ > 2, ona u(Byy) < Cé/l_L.

Il reste a estimer u(A ny — Ban). Soitu € Ay y — Byy. Comme u € BS ,ona:

My ull7, = an) = (M ull7, — ang)l < 1.

On en déduit que

2 2 2 2 2
Ty uell; > = (T uell; > — @) — (M Iyvuelly, — an) + (M Iyvully, —an) +an, < (1 +Tyvully, —an) +an,

De plus, u € A, v donc X(||HNM||%2 — ay) > 0 donc il existe une constante Cg telle que

IMyyully, < C5 + an, < Cllog log A
et|IS yullp+ > c(log )'/*. Par inégalité triangulaire, si u € A, y, ou bien ||S yyullz+ > §(logd)'/*,
ou bien [|S yu — S nyull s > 3(log D4,
Posons Dy = {u € H™7 | |[lly,ull?, < Cjlog log Aet|IS nyullps = §log)V/*} et Ean = {u €
HT | 1IS yu— S wyullps > $(log D'VH).

D’apres les remarques précédentes, Ay n \ Byy € Dy U E n et donc
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HAAN N Ban) S p(Dan U EyN) < u(Dan) + u(Ean).

Majorons u(D, ). Comme dans le cas N < Ny, on utilise ’inégalité de Gagliardo-Nirenberg
pour avoir I’existence de s, p et 8 < 2 tels que

IS Nottllgyer = Ci(log log )17 (log )

IS noullaws» = Cy(log 1)'/2+

On en déduit que

(D) < C;e_c(l()g Al < EL/I_L.

Majorons u(E, y). D’apres le lemme précédent,
1 NP (og D)V _ ~r —c(log HFO2
H(E N) < Cge Mo = Cge

Or,!>1+1/8(0)donc IB(0) + 1/2 > 1 + B(0) + 1/2 et donc pour tout L il existe C”’y, tel que

H(EN) < C7pA7h

Finalement,

wALN) < pu(Ban) + p(Dan) + p(Ean) < Cra ™t

Proposition 4.12. Soit 1 < p < oo. Il existe une constante C indépendante de N telle que pour
tout N, ||GN||L§ <C.
m

Preuve. Soit L > p, il existe C} tel que :

IGNII, = f dApAP  u(Gy(w) > 1) < C,, f pA~Lrth = cp,
du 0 1
Proposition 4.13. G appartient a LP(du).

Preuve. Gy converge vers G au sens de la mesure u, donc il existe une sous-suite (Gy, )i telle
que Gy, converge vers G u presque siirement. On en déduit que

f IGaw)lPdu < lim inff |G, (w)Pdp < CP.
H——o H—

Finalement, la suite de mesures py définies par don(u) = Gy (u)duy(u) admet une sous-suite
convergente. Sa limite p est une mesure finie sur 7.

Conclusion
On a donc construit une mesure candidate a 1’invariance par le flot global de I’équation de
Schrédinger non linéaire. 11 reste cependant a vérifier que ce flot existe.

Pour cela, on approxime SNL par les équations :
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u(t=0, .)=Snyup ®)

{ i0u — Hu = kS N (IS yul* S yu)
pour lesquelles py est une mesure invariante par le flot.

On montre alors qu’il existe un espace de mesure pleine pour py de conditions initiales pour
lequel un tel flot (local) existe, on montre par la suite qu’il existe un espace de mesure pleine sur
lequel le flot de (8) est défini globalement. Ce qui nous amene au résultat escompté.
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