
L’oscillateur harmonique non linéaire à conditions initiales
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On va s’intéresser à l’équation de Gross-Pitaevskii à potentiel harmonique, c’est-à-dire à une
équation de Schrödinger non linéaire dont la non linéarité est en |u|2u. Cette équation modélise
l’évolution des condensats de Bose Einstein dans des gaz dilués. On va chercher à construire une
mesure sur des espaces de fonctions invariante par le flot de Gross-Pitaevskii telle qu’il existe un
ensemble de conditions initiales de mesure pleine pour lequel on a l’existence de solution globale.

Remarquons dès à présent qu’a priori, le flot n’est pas défini.
La théorie déterministe nous fournit un flot local grâce à un outil utile également dans la cas

stochastique : l’inégalité de Strichartz. Cependant, on utilise de surcroı̂t des arguments probabi-
listes pour définir le flot, même local, avec conditions initiales aléatoires.

On commencera par poser le problème et donner quelques intuitions sur les condensats de
Bose-Einstein. Puis on essaiera d’obtenir le maximum d’information sur les solutions de l’équation
de Schrödinger, avant de se concentrer sur l’étude déterministe puis la construction de mesure pour
le cas stochastique.

Table des matières

1 Position du problème et condensats de Bose-Einstein 3
1.1 Condensation de Bose-Einstein sans interaction entre bosons . . . . . . . . . . . 4
1.2 Introduction des interactions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Equation de Schrödinger linéaire 5
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1 Position du problème et condensats de Bose-Einstein

On cherche à étudier l’existence de solutions du problème suivant :{
i∂tu + ∆u − |x|2u = κ|u|2u , (t, x) ∈ � ×�
u(0, x) = u0(x) x ∈ �

(1)

Il s’agit du problème de l’oscillateur harmonique (quantique) non-linéaire en dimension 1.
L’opérateur ∆ désigne le laplacien, égal à ∂2

x en dimension 1.
Le cas κ = 1 est appelé cas défocalisant (il correspond à des interactions répulsives), le cas

κ = −1 est appelé cas focalisant.
Par la suite, nous allons considérer le problème déterministe (u0 ∈ L2) puis stochastique,

c’est-à-dire qu’au lieu de prendre pour condition initiale une fonction u0 ∈ L2 donnée, on prendra
une répartition uω0 , ω ∈ Ω à valeurs dans un espace Σ dont les éléments ne sont pas dans L2 et
donc requièrent un traitement différent du cas déterministe, sur lequel on dispose d’une mesure
ρ invariante par le flot de l’équation (1). On aura alors l’existence presque partout de solutions
globales.

Plus précisément, définissons quelques notions et donnons les résultats principaux (voir [9] et
[4]).

Définition 1.1. Commençons par noter le hamiltonien H = −∆ + x2.

Définition 1.2. Pour tout s ∈ � et p ∈ [1,∞], on noteWs,p l’ensemble des distributions u pour
lesquelles Hs/2u appartient à Lp(�). On définit sur cet espace la norme :

||u||Ws,p = ||Hs/2u||Lp .

Pour p = 2, on poseH s =Ws,2, espace de Sobolev normé par ||u||H s = ||Hs/2u||L2 .

Théorème 1.3. Il existe une mesure ρ définie sur l’ensemble des distributionsD′(�) telle que :
– la mesure ρ soit absolument continue par rapport à une mesure gaussienne sur H s pour

tout s < 0,
– ρ(L2(�)) = 0,
– H s et Lp , s < 0, p > 2 soient de mesure pleine,
– le flot Φ(t) de (1) soit globalement défini presque partout et que ρ soit invariante par ce flot,
– on a une estimation de la norme H s en fonction du temps, il existe une constante C telle

que presque partout on ait une constante A vérifiant

||Φ(t)u0||H s ≤ Clog(A + t)1/2

de plus,

ρ({u0 | A(u0) > λ}) ≤ Ce−Cλ2
.

Dans la suite, on ne démontrera pas ce théorème en entier mais on cherchera à construire la
mesure ρ ainsi présentée. La construction de cette mesure se base sur la conservation de l’énergie.
Or, dans le cas focalisant, la contribution à l’énergie du terme non linéaire est de signe opposé à
celle du terme linéaire, ce qui pose des problèmes d’intégrabilité que nous traiterons.

L’origine physique de l’équation de Schrödinger non linéaire à potentiel harmonique provient
de l’étude des condensats de Bose-Einstein piégés dans un potentiel extérieur harmonique.
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1.1 Condensation de Bose-Einstein sans interaction entre bosons

Ce phénomène de condensation apparaı̂t quand on piège un certain nombre de particules dont
le comportement statistique est bosonique (des atomes de Rubidium, de Sodium ou de Lithium
par exemple) dans un potentiel, et à basse température.

Le nombre moyen d’occupation d’un état ν (état propre du Hamiltonien à une particule) est
donné, en statistique bosonique, par :

nν =
1

e(εν−µ)/kT − 1
où εν désigne l’énergie de l’état, µ le potentiel chimique, k la constante de Bolztman, et T la

température. Le potentiel chimique est contraint, pour conserver un sens physique, d’être inférieur
à εmin la valeur minimale de l’énergie d’une particule.

Lorsque la température baisse, le potentiel chimique augmente sans pour autant dépasser εmin,
si bien que nν pour ν différent de l’état fondamental, tend vers 0, il ne peut plus y avoir de particules
dans les états excités, on assiste à un phénomène de condensation de Bose-Einstein : toutes les
particules sont dans l’état fondamental.

1.2 Introduction des interactions

Bien que l’état du système à N bosons ne peut pas évoluer, selon les règles de la mécanique
quantique, de façon non linéaire, l’approximation de champ moyen permet d’introduire cette non-
linéarité.

L’étude précédente nous informe que, si l’on ne considère pas les interactions entre parti-
cules, elles se mettent toutes l’état fondamental. On suppose que les interactions ont une lon-
gueur caractéristique très petite devant la distance moyenne entre deux particules. Leurs effets
sur la fonction d’onde du système sont alors considérés comme d’un ordre inférieur à la fonction
d’onde du fondamental, et on fait l’approximation suivante : si Ψ(r1, . . . , rN) désigne la fonc-
tion d’onde du système à N particules, on écrit Ψ(r1, . . . , rN) = φ(r1) . . . φ(rN). On appelle cette
approximation l’approximation de champ moyen. Le Hamiltonien du système s’écrit quant à lui
H =

∑
i −
~2

2m∆i+V(ri)+
∑

i< j W(ri−r j), où V est le potentiel extérieur et W le potentiel d’interaction
entre particules. On en déduit l’énergie du système :

E =
1
2

(
∫

dr1 . . . drNΨ†(r1, . . . , rN)HΨ(r1, . . . , rN))

E =
N
2

∫
drφ†(r)(−

~2

2m
∆ + V(r))φ(r) +

N(N − 1)
4

∫
drdr′φ†(r)φ†(r′)W(r − r′)φ(r)φ(r′)

Les interactions peuvent être décrites par W(r − r′) = W0δ(r − r′). En posant u =
√

Nφ et avec
l’approximation pour N � 1, N(N−1)

2 = N2/2, on a :

E(u) =
1
2

(
∫

dr(
~2

2m
|∇u|2 + V(r)|u|2 +

W0

2
|u|4)).

Pour obtenir un condensat harmonique unidimensionnel, comme pour l’équation qui nous
intéresse, les distances caractéristiques de variation selon z et y par exemple doivent être très
grandes devant celle selon x. Cela correspond, si l’on choisit de prendre un potentiel extérieur
harmonique V = m

2 (ω2
xx2 + ω2

yy2 + ω2
z z2, à des pulsations ωy et ωz très petites devant ωx, d’où
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V ∼ m
2ω

2
xx2. On se retrouve bien avec un problème unidimensionnel de minimisation de l’action

avec pour énergie correspondante :

E(u) =

∫
dx

1
2

(
~2

2m
|∇u|2(x) +

mω2
x

2
x2|u(x)|2) +

1
4

W0|u|4(x)

En prenant toutes les constantes ~
2

2m =
mω2

x
2 = W0 = 1 et ~ = 1, on obtient que u doit vérifier

l’équation de Gross-Pitaevskii :

i∂tu + ∆u − x2u = |u(x)|2u.

Remarque 1.1. Le cas focalisant correspondrait à W0 = −1, autrement dit, à des interactions
entre bosons infiniment attractives à courte distance.

2 Equation de Schrödinger linéaire

Commençons par nous intéresser au problème linéaire. L’équation :{
i∂tu + ∆u − |x|2u = 0 , (t, x) ∈ � ×�
u(0, x) = u0(x) x ∈ �

(2)

se résout en diagonalisant l’opérateur H = −∆ + |x|2, les solutions étant des superpositions
linéaires de ses fonctions propres.

Les fonctions propres de H sont appelées les fonctions de Hermite. Nous allons voir à quoi
elles correspondent en physique et donner quelques estimations de leurs normes Lp.

2.1 Interprétation physique

On considère donc le hamiltonien H′ = 1
2 H = 1

2 (−∆+ |x|2). La base de solutions de (2) devient
les

e−iEtψE(x)

où ψE vérifie HψE = EψE .

Ce hamiltonien correspond au petites oscillations d’une particule plongée dans un potentiel dit
harmonique, c’est-à-dire en x2. Il se récrit sous la forme H′ = a†a + 1

2 , où a = 1√
2
(x + d

dx ) est un

opérateur dit d’annihilation et a† son adjoint est un opérateur dit de création.

Si on appelle φ0 le vecteur de norme 1 du noyau de a, tout vecteur propre de H se met sous la
forme φn = (a†)nφ0 et vérifie Hφn = (n+ 1

2 )φn. Autrement dit, chaque application de a† correspond
à augmenter l’énergie du système d’une quantité unitaire. Appliquer a† revient à créer un photon,
c’est pourquoi on parle d’opérateur de création.

2.2 Fonctions de Hermite

Diagonalisons H.
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Définition 2.1. Soit (hn)n ∈ (L2)� la famille de fonctions définie par :

hn(x) =
(−1)n

2n/2π1/4
√

n!
e−x2/2(

dnez2

dzn )(x) . (3)

Cette famille est une base orthonormée de diagonalisation de H. Pour tout n ∈ �, on a :

Hhn = (2n + 1)hn .

Afin d’alléger les notations, on pose :

Définition 2.2. λn la racine carrée de la n-ème valeur propre de H, ie{
λn =

√
2n + 1

Hhn = λ2
nhn

(4)

Donnons également quelques estimations de norme utiles pour la suite des fonctions de Her-
mite.

Proposition 2.3. Pour tout p ≥ 4, il existe une constante C(p) telle que pour tout n ∈ �,

||hn||Lp ≤ C(p)λ
− 1

6
n

ainsi que pour tout n et m ∈ �, on a

||hnhm||L2 ≤ Cln(max(λn, λm))1/2(max(λn, λm))−
1
2 .

2.3 Solution générale, inégalité de Strichartz

La solution générale de {
i∂tu + Hu = 0
u(0, .) = u0

se met sous la forme eitHu0, où eitH est un opérateur sur les distributions. Plus précisément,
nous allons voir que cet opérateur est continu sur certains espaces de fonctions.

Définition 2.4. Soit p et q ∈ [1,∞]. On dit que le couple (p, q) est admissible si

2
p

+
1
q

=
1
2
,

et p ≥ 4.

Proposition 2.5. Pour tous couples admissibles (p, q) et ( p̃, q̃), il existe une constante C telle que
si u vérifie : {

i∂tu + Hu = f
u(0, .) = u0

,

alors

||u||Lp
t ,L

q
x
≤ C(||u0||L2 + || f ||L p̃′

t ,Lq̃′
x

)

où p̃′ et q̃′ sont les conjugués de p̃ et q̃ respectivement, c’est-à-dire qu’ils vérifient 1
p̃ + 1

p̃′ = 1.
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2.4 Formule de Mehler

Afin de comprendre d’où vient l’inégalité de Strichartz, nous allons voir quelques propriétés de
continuité de l’opérateur S (t) = eitH . Tout d’abord, les valeurs propres de H étant toutes entières,
l’opérateur S est 2π périodique, on peut donc, pour une étude locale, se limiter aux temps 0 ≤ t <
2π. De plus, si u est solution de l’equation :{

i∂tu + ∂2
xu − x2u = f1 + f2 f1 ∈ L1

t ([0, 2π], L2
x), f2 ∈ L4/3

t , L2
x

u(0, x) = u0(x) u0 ∈ L2
x

(5)

alors u se met sous la forme u(t, x) = S (t)u0 +
∫ t

s=0 S (t − s)( f1 + f2)(s)ds.
Intéressons-nous au terme S (t)u0.

Proposition 2.6. Pour tout 0 ≤ t < 2π, on a :

||S (t)u0||L∞t ,L
2
x

+ ||S (t)u0||L4
t ,L
∞
x
≤ C||u0||L2

x
.

Remarquons qu’en ayant majoré les normes L∞t , L
2
x et L4

t , L
∞
x , on obtient les majorations pour

tous les couples admissibles par interpolation. En effet, (∞, 2) et (4,∞) sont les couples admis-
sibles “extrémaux”, et on a pour tout (p, q) admissible : comme p ≥ 4, il existe θ ∈ [0, 1] tel que
1
p = θ

4 + 1−θ
∞

et pour tout g :

||g(t, .)||Lp
x
≤ C||g(t, .)||θL4 ||g(t, .)||1−θL∞

et donc

||g||Lq
t ,L

p
x
≤ C||g||θ

L∞t ,L
4
x
||g||1−θ

Lq(1−θ)
t ,L∞x

Or, (p, q) est admissible, donc 1
p = θ

4 = 1
4 −

1
2q et donc q(1 − θ) = 2. D’où,

||g||Lq
t ,L

p
x
≤ C||g||θ

L∞t ,L
4
x
||g||1−θ

L2
t ,L
∞
x
≤ C||u0||L2 .

Preuve.
La première inégalité (||S (t)u0||L∞t ,L

2
x
≤ C||u0||L2

x
) est conséquence de la conservation de la

norme L2. La deuxième correspond à la continuité de S de L2
x dans L4

t , L
∞
x .

Or, L1
x est dense dans le dual de L∞x et donc L4/3

t , L1
x est dense dans L4/3

t , L∞
′

x dual de L4
t , L

∞
x .

On est donc ramené à étudier la continuité de S ∗ de L4/3
t , L1

x dans L2
x (égal à son dual).

Soit f ∈ L4/3
t , L1

x, on a

||S ∗ f ||2L2 = (S S ∗ f , f ).

Si S S ∗ est continue de L4/3
t , L1 dans L4

t , L
∞
x , on a bien le résultat escompté. Voyons quelle

forme prend l’opérateur S S ∗. Soit χ, C∞ à support compact.

(S ∗ f , χ) = ( f , Sχ) =

∫
ds( f , S (s)χ) =

∫
ds(S (−s) f (s), χ) = (

∫
dsS (−s) f (s), χ)

donc S S ∗ f = S (t)
∫

dsS (−s) f (s) =
∫

dsS (t − s) f (s).

Donnons la formule du noyau intégrable pour S (t).
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Lemme 2.7. Formule de Mehler Soit t ∈ � et f ∈ L2
x. S (t) f se met sous la forme S (t) f (x) =∫

K(x, y, t) f (y)dy avec

K(x, y, t) =
1

√
4π| sin(2t)|

e
i

sin(2t) ( x2+y2
2 cos(2t)−xy).

Preuve du lemme. Afin de se convaincre que K est le noyau intégrable de S (t), dérivons for-
mellement K et vérifions que (i∂t + ∂2

x − x2)K = 0.

∂tK = −
cos(2t)
sin(2t) K + i( x2+y2

2
−2

sin2(2t)
+ xy 2 cos(2t)

sin2(2t)
)K

= (− cos(2t)
sin(2t) − i x2+y2

sin2(2t)
+ 2ixy cos(2t)

sin2(2t)
)K

∂xK = (ix cos(2t)
sin(2t) − i y

sin(2t) )K
∂2

xK =
[
−(x cos(2t)

sin(2t) −
y

sin(2t) )
2 + i cos(2t)

sin(2t)

]
K

=

[
−x2 cos2(2t)

sin2(2t)
+ 2xy cos(2t)

sin2(2t)
−

y2

sin2(2t)
+ i cos(2t)

sin(2t)

]
K

∂2
xK − x2K =

(
−

x2+y2

sin2(2t)
+ 2xy cos(2t)

sin2(2t)
+ i cos(2t)

sin(2t)

)
K

= −i
(
−i x2+y2

sin2(2t)
+ 2ixy cos(2t)

sin2(2t)
−

cos(2t)
sin(2t)

)
K

Finalement, i∂tK + ∂2
xK − x2K = 0. Il reste à voir que K(x, y, t) tend vers δ(x − y) quand t tend

vers 0.

Retour à la preuve de la proposition.
On doit montrer que S S ∗ est continue de L4/3

t , L1 dans L4
t , L

∞
x . Soit f ∈ L4/3

t , L1. Avec la
formule du noyau intégrable, on obtient :

S S ∗ f (x, t) =

∫ 2π

s=0
dsS (t − s) f (s) =

∫ 2π

s=0
ds

∫
dyK(x, y, t − s) f (s, y)

donc ||S S ∗ f (., t)||L∞x ≤
∫

dsdy 1√
4π| sin(t−s)|

| f (s, y)|, ||S S ∗ f (., t)||L∞x ≤ C
∫

ds 1√
|t−s|
|| f (s, .)||L1

x
.

Pour compléter la démonstration, il nous reste à énoncer un lemme.

Lemme 2.8. Sobolev-Hardy-Littlewood Soit 2 < p ≤ ∞. L’opérateur u 7→
∫
�

ds 1
| . −s|2/p u(s) est

continu de Lp′ dans Lp.

On déduit de ce lemme appliqué avec p = 4 que pour toute u ∈ L4/3
s , ||

∫ 2π
s=0 ds 1

|t−s|1/2 u(s)||L4
t
≤

C||10<s<2πu(s)||L4/3
s
≤ C||u||L4/3

s
. Or, f ∈ L4/3

s , L1
x donc s 7→ || f (., s)||L1

x
∈ L4/3

s . On en déduit :

||S S ∗ f ||L4
t ,L
∞
x
≤ C|| f ||L4

t ,L
1
x

donc S S ∗ est bien continue de L4
t , L

1
x dans L4

t , L
∞
x .

3 Introduction de la non linéarité, cas déterministe

L’inégalité de Strichartz sert en particulier à démontrer le théorème d’existence globale sui-
vant :
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Théorème 3.1. Soit u0 ∈ L2(�), il existe un temps T dépendant uniquement d’une majoration de
la norme ||u0||L2 tel qu’il existe une unique solution u ∈ C([0,T ], L2(�)) ∩ L4

loc([0,T ], L∞(�)) de :{
i∂tu + ∆u − x2u = ±|u|2u
u(0, .) = u0

vérifiant (conservation de la masse) ||u(t, .)||L2 = ||u0||L2 .

De plus, on a l’existence globale de solution.

En effet, il résulte d’un théorème du point fixe appliqué à

J : u 7→ S (t)u0 +

∫ t

0
dsS (t − s)(|u|2u)

et on peut majorer les normes || . ||C([0,T ],L2(�)) et || . ||L4
loc([0,T ],L∞(�)) de J(u) en fonction de

celles de u grâce à l’inégalité de Strichartz.

4 Mesures de Gibbs et problème stochastique

4.1 Invariance de l’équation linéaire sous la mesure µ

A partir de maintenant, nous nous plaçons dans le cas stochastique. On va chercher à définir
une mesure ρ invariante par le flot de (1) si un tel flot existe.

La première étape consiste à construire une mesure µ invariante par le flot de l’équation de
Schrödinger linéaire.

Soit EN l’espace vectoriel complexe engendré par l’ensemble {hn | n = 0 . . .N}, et ΠN le
projecteur associé à EN , ie :

ΠN(
∑

cnhn) =

N∑
n=0

cnhn.

Soit également χ0 une fonction C∞ de � à support compact telle que :

χ0


= 0 en dehors de [−1, 1]
= 1 sur [− 1

2 ,
1
2 ]

∈ [0, 1]

On pose alors S N l’opérateur tel que

S N(
∑

cnhn) =
∑

χ0(
n
N

)cnhn.

On a ΠNS N = S NΠN = S N et S ∗N = S N .

Définition 4.1. Pour tout N ≥ 1, on note µN la mesure de probabilité sur �2(N+1) définie par :

dµN = dNΠN
n=0e−

λ2
n
2 (a2

n+b2
n)dandbn

où dan, dbn sont des mesures de Lebesgue et dN un facteur de normalisation, ie

1
dN

= ΠN
n=0

∫
�2

e−
λ2

n
2 (a2

n+b2
n)dandbn = (2π)N+1ΠN

n=0
1

2n + 1
.

9



La mesure µN définit une mesure sur EN , notée également µN , à travers l’application

ΘN : (an, bn)N
n=0 7→

N∑
n=0

(an + ibn)hn.

Proposition 4.2. Soit Ω, P un espace de probabilité et gn pour n = 0 à N des gaussiennes com-
plexes centrées de variance 1 indépendantes sur Ω, la mesure image P′ de P à travers l’application

ω 7→

N∑
n=0

√
2

λn
gn(ω)hn = φN(ω)

est égale à µN .

Preuve. On a φN(ω) = ΘN((
√

2
λn

gn(ω))N
n=0).

Or, les gn étant des gaussiennes complexes, centrées et indépendantes et de variance 1,
(
√

2
λn

gn)N
n=0 est une gaussienne de dimension complexe N + 1 de matrice de covariance

A =


λ2

0/2

(0)
. . . (0)

λ2
N/2


autrement dit, la loi de (

√
2

λn
gn)N

n=0 est dN
∏N

n=0
λ2

n
2πe−

λ2
n
2 |an+ibn |

2
dandbn = dµN .

On a bien P′ = µN .

Soit σ > 0. La suite φN est une suite de Cauchy dans L2(Ω,H−σ(�)).

En effet, soit n et p deux entiers positifs, on a :

||φn+p − φn||L2,H−σ = ||

√√√n+p∑
k=n

2

λ2(1+σ)
k

|gn|
2||L2(Ω)

=

√√√n+p∑
k=n

2
(2n + 1)1+σ

or, 2
(2n+1)1+σ est le terme général d’une série convergente, donc la suite φN est bien une suite de

Cauchy. Elle converge dans L2
ω,H

−σ
x vers une limite φ =

∑∞
n=0

√
2

λn
gnhn.

On dispose alors d’une mesure µ surH−σ définie via l’application :

ω 7→ φ(ω, .).

Proposition 4.3. Soit p ≥ 4, pour presque tout ω, φ(ω, .) appartient à Lp.

Preuve. Montrons que µ(u ∈ H−σ | ||S Nu||Ws,p(�) > λ) ≤ Ce−cλ2
.

Lemme 4.4. Pour tout (cn) ∈ l2,

||
∑

gncn||Lq(Ω) ≤ C
√

q(
∑
|cn|

2)1/2.
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Preuve du lemme.

||
∑

gncn||
q
Lq(Ω) =

∫ ∞

y=0
qyq−1P(|

∑
gncn| > y)

Majorons P(|
∑

gncn| > y).
Commençons par séparer

∑
gncn en parties réelle et imaginaire. On pose gn = 1√

2
(vn + iwn),

où vn et wn sont des gaussiennes réelles centrées indépendantes de variances 1 et cn = an + ibn

avec (an) et (bn) ∈ l2. On a

|
∑

gncn| = |
1
√

2

∑
(vnan − wnbn) + i(vnbn + wnan)|.

Par inégalité triangulaire, si |
∑

gncn| > y alors ou bien |
∑

vnan| >
√

2y
4 , ou bien |

∑
vnbn| >

√
2y
4 ,

ou bien |
∑

wnan| >
√

2y
4 , ou enfin |

∑
wnbn| >

√
2y
4 .

P(|
∑

gncn| > y) ≤ P(|
∑

vnan| >

√
2y
4

) + P(|
∑

wnan|

>

√
2y
4

) + P(|
∑

vnbn| >

√
2y
4

) + P(|
∑

wnbn| >

√
2y
4

)

On est donc ramené à majorer P(|
∑

vnan| >
√

2y
4 ) = P(

∑
vnan >

√
2y
4 ) + P(−

∑
vnan >

√
2y
4 ).

Posons y′ =
√

2y
4 .

P(
∑

vnan > y′) = P(et
∑

anvn | > ety′) pour tout t > 0. Or,

ety′P(et
∑

anvn > ety′) ≤ E(et
∑

anvn)

Par indépendance des vn,

ety′P(et
∑

anvn > ety′) ≤
∏

n

E(etanvn)

et comme les vn sont des gaussiennes,

ety′P(et
∑

anvn > ety′) ≤
∏

n

et2 |an |
2/2 ≤

∏
n

et2 |cn |
2/2

On a donc :

P(et
∑

anvn | > ety′) ≤ et2
∑
|cn |

2/2−ty′

Pour t =
y′∑
|cn |2

, on obtient :

P(
∑

anvn > y′) ≤ e
−

y′2

2
∑
|cn |2 .

En remplaçant les an par des −an, on a P(−
∑

anvn > y′) ≤ e
−

y′2

2
∑
|cn |2 , ce qui en sommant les

différents termes nous donne P(|
∑

cngn > y) ≤ 8e
−

y2

16
∑
|cn |2 .

On en déduit :

11



||
∑

gncn||
q
Lq(Ω) ≤ 8

∫ ∞

y=0
qyq−1e

−
y2

16
∑
|cn |2

Par changement de variable, x =
y

√
8
∑
|cn |2

,

||
∑

gncn||
q
Lq(Ω) ≤ 8

∫ ∞

x=0
q(

√
8
∑
|cn|

2)qe−x2/2xq−1dx

≤ 8q(
√

8
∑
|cn|

2)q
∫ ∞

x=0
e−x2/2xq−1dx

puis par intégration par parties, on a pour q ≥ 3 :∫
e−x2

xq−1dx =
[
−e−x2

xq−2
]∞
0

+

∫
(q − 2)xq−3e−x2

dx ≤ q
∫

(q − 2)xq−3e−x2
dx

En posant C = max{
q
∫

e−x2
xq−1dx

qq/2 | q ∈ [1, 3]}, on obtient :

||
∑

gncn||
q
Lq(Ω) ≤ Cqq/2(

√∑
|cn|

2)q

||
∑

gncn||Lq(Ω) ≤ C
√

q
∑
|cn|

2.

On en déduit une majoration de || f ||Lq
ω,L

p
x
, où f =

∑
χ( n

N )
√

2
λ1−s

n
gnhn, pour q ≥ p.

On a, comme q ≥ p :

|| f ||Lq
ω,L

p
x
≤ || f ||Lp

x ,L
q
ω

Or, d’après le lemme précédent,

|| f ||Lq
ω
≤ C

√
q
∑

χ(
n
N

)2 2

λ2(1−s)
n

|hn|
2

|| f ||Lq
ω,L

p
x
≤ C

√
q
∑ 2

(2n + 1)1−s ||hn||
2
Lp

≤ C

√
q
∑ 2

(2n + 1)1−s+1/6 ≤ C′
√

q.

Tant que s < 1/6, 1
(2n+1)1+1/6−s est le terme général d’une série convergente.

Or, on a

P(|| f ||Lp > Λ) = P(|| f ||qLp > Λq) ≤ || f ||q
Lq
ω,L

p
x
/Λq

P(|| f ||Lp > Λ) ≤ Cqq/2/Λq

En choisissant q = max(p, Λ2

e ) et c < e
2 , on obtient

P(|| f ||Lp > Λ) ≤ Ce−cΛ2

12



Par passage à la limite, comme les constantes sont indépendantes de N, on a :

P(||φ||Ws,p > Λ) ≤ Ce−cΛ2

autrement dit, pour presque tout ω, φ appartient àWs,p et donc dans le cas particulier, s = 0,
à Lp.

4.2 Cas défocalisant

Rappelons la forme de l’énergie conservée pour le cas défocalisant. On avait :

E(u) =
1
2

∫
�

dxu(x)Hu(x) +
1
4

∫
�

dx |u(x)|4. (6)

Posons

E = El +
||u||4

L4

4

Or, dµN(u =
∑

(an + ibn)hn = dNe−
1
2
∑

(a2
n+b2

n)λ2
n
∏

dandbn.
Autrement dit, dµN(u) = dNe−El(u)dandbn. On s’imagine µ de la forme :

dµ(u) = de−El(u)
∏

dandbn.

El est l’énergie invariante par le flot de l’équation de Schrödinger linéaire. Pour avoir une
mesure invariante par le flot de l’équation de Schrödinger non linéaire, il faut remplacer El par E.
C’est-à-dire avoir une mesure “de la forme” :

dρ(u) = de−E(u)
∏

dandbn.

On pose donc

Définition 4.5. On appelle mesure de Gibbs dans le cas défocalisant la mesure ρ surH−σ par :

dρ(u) = e−
||u||4

L4
4 dµ(u).

On définit également sur EN ,

dρ̃N(u) = e−
||S N u||4

L4
4 dµN(u).

Cette mesure tend vers ρ quand N tend vers∞.

Remarque 4.1. Comme P(||φ||L4
x
> Λ) ≤ Ce−cΛ2

, la mesure ρ est une mesure finie.

4.3 Cas focalisant

On voudrait pouvoir poser comme mesure de Gibbs, par analogie avec le cas défocalisant :

dρ(u) = e
1
4 ||u||

4
L4 dµ(u)

malheureusement, il faut s’assurer de l’intégrabilité de u 7→ e
1
4 ||u||

r+1
L4 .

Cet objet n’étant pas intégrable, on va approcher dimensionellement la mesure de Gibbs.
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4.3.1 Définition de l’approximation

Définition 4.6. On pose

dρN = χ(||ΠNu||2L2(�) − αN)e
1
4 ||S Nu||4

L4 dµN(u),

où χ est une fonction positive continue à support compact, et αN = E(||φN(ω, .)||2
L2(�).

Calculons αN .

αN = E(||
N∑

n=0

√
2

λn
gn(ω)hn||

2
L2

)

= E(
N∑

n=0

2
λ2

n
|gn(ω)|2)

=

N∑
n=0

2
2n + 1

E(|gn(ω)|2)

αN =

N∑
n=0

2
2n + 1

.

Remarquons qu’il existe une constante C telle que pour tout N, αN ≤ C log N.

Définition 4.7. Posons

FN(u) = ||ΠNu||2L2
− αN et GN(u) = χ(FN(u))e

1
4 ||S Nu||4

L4 .

4.3.2 Convergence de FN et GN .

Montrons que GN(u) converge presque sûrement vers un réel G(u) et que G est µ-mesurable.

Lemme 4.8. FN est une suite de Cauchy dans L2(H−σ, dµ). On note F(u) sa limite, FN(u)
converge vers F(u) dans le sens où

∀ε > 0, µ(u ∈ H−σ | |FN(u) − F(u)| > ε)→ 0 quand N → ∞.

Preuve. Soit N > M deux entiers, on a :

||FN(u) − FM(u)||2L2
ω

=

∫
Ω

|(||ΠNφ||L2 − αN) − (||ΠMφ||L2 − αM)|2dP

Or,

(||ΠNφ||L2 − αN) =

N∑
n=0

2
λn
|gn(ω)|2 −

N∑
n=0

2
λ2

n
=

N∑
n=0

2
2n + 1

(|gn(ω|2 − 1)

donc

||FN(u) − FM(u)||2L2
ω

=

∫
Ω

|

N∑
n=M+1

2
2n + 1

(|gn(ω)|2 − 1)|2dP
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=

∫
Ω

N∑
n,m=M+1

4
(2n + 1)(2m + 1)

(|gn(ω)|2 − 1)(|gm(ω)|2 − 1)dP

=

N∑
n,m=M+1

4
(2n + 1)(2m + 1)

∫
Ω

(|gn(ω)|2 − 1)(|gm(ω)|2 − 1)dP.

Mais si n , m, gn et gm sont indépendantes donc

∫
Ω

(|gn(ω)|2 − 1)(|gm(ω)|2 − 1)dP = (
∫

Ω

(|gn(ω)|2 − 1)dP)(
∫

Ω

(|gm(ω)|2 − 1)dP) = 0

d’où

||FN(u) − FM(u)||2L2
ω

=

N∑
n=M+1

4
(2n + 1)2

∫
Ω

(|gn(ω)|2 − 1)2dP

et comme les gn sont des gaussiennes normalisées, il existe C tel que
∫
Ω

(|gn(ω)|2 − 1)2dP ≤ C.

Comme 4
(2n+1)2 est le terme général d’une série convergente, la suite FN est bien une suite de

Cauchy pour L2(H−σ, dµ). Elle converge vers une limite F.
Enfin

µ(u ∈ H−σ | |FN(u) − F(u)| > ε) ≤ ||FN − F||2L2/ε
2

ce qui achève la démonstration.

Lemme 4.9. Il existe deux constantes C, c > 0 telles que pour tout N > M ∈ � et y > 0, on ait

µ(BM,N := {u ∈ H−σ | |FN(u) − FM(u)| > y}) ≤ Ce−c(M+1)
1
2 y.

Preuve. Posons B+
M,N := {u ∈ H−σ | FN(u) − FM(u) > y}. Pour tout t > 0,

µ(B+
M,N) = P(

N∑
n=M+1

2
2n + 1

(|gn(ω)|2 − 1) > y) = P(et(
∑N

n=M+1
2

2n+1 (|gn(ω)|2−1)) > ety)

µ(B+
M,N) ≤ e−tyE(et(

∑N
n=M+1

2
2n+1 (|gn(ω)|2−1))) = e−tyΠN

n=M+1E(et 2
2n+1 (|gn(ω)|2−1))

µ(B+
M,N) ≤ e−tyΠN

n=M+1e−t 2
2n+1 (1 −

2t
2n + 1

)−1

Pour tout z ∈ [0, 1
2 ], j(z) := ez+z2

(1 − z) ≥ j(0) ≥ 1 donc pour tout t ∈ [0, λ
2
M
4 ], (t 2

2n+1 ∈ [0, 1
2 ])

on a e−t 2
2n+1 (1 − 2t

2n+1 )−1 ≤ e
4t2

(2n+1)2 donc

µ(B+
M,N) ≤ e

−ty+
∑N

n=M+1
4t2

(2n+1)2 ≤ e−ty+C t2
M+1

pour t = c(M + 1)1/2 avec c suffisamment petit pour que pour tout M, c ≤ 2M+3
4
√

M+1
,

µ(B+
M,N) ≤ Ce−c̃(M+1)1/2y
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Posons B−M,N := {u ∈ H−σ | FN(u) − FM(u) < −y} et montrons que µ(B−M,N ≤ Ce−c(M+1)1/2y.

Pour tout t > 0, µ(B−M,N) ≤ e−ty ∏N
n=M+1 E(et 2

2n+1 (1−|gn |
2)). Or,

E(et 2
2n+1 (1−|gn |

2)) = e
2t

2n+1 (1 +
2t

2n + 1
)−1

Posons z = 2t
2n+1 . La fonction x 7→ v(x) = ex2−x(1+ x) est croissante sur�+, donc v(z) ≥ v(0) =

1. On en déduit ez

1+z ≤ ez2
et donc

µ(B−M,N) ≤ e−ty
N∏

n=M+1

e
4t2

(2n+1)2 ≤ e−ty+ t2
M+1

pour t =
√

M + 1, µ(B−M,N) ≤ Ce−c(M+1)1/2y. Et donc finalement, µ(BM,N) ≤ Ce−c(M+1)1/2
.

Comme FN(u) converge vers F(u) en mesure et ||S Nu||L4 vers ||u||L4 µ presque sûrement pour
u ∈ H−σ, GN(u) converge vers G(u) = χ(F(u))e

1
4 ||u||L4 presque sûrement et G est mesurable. Il

reste à montrer la µ-intégrabilité de G pour définir ρ.

4.3.3 Intégrabilité de G

Montrons que ||G||Lp
dµ

est finie.

Pour cela, majorons ||GN ||Lp par une constante indépendante de N. On a tout d’abord besoin
du lemme suivant, dont on a déjà montré une partie (cf (4.4)).

Lemme 4.10. Soit σ > 0, p ≥ 4 et 0 ≤ s < 1
6 . Il existe β(s) > 0 et des constantes C, c > 0 telles

que pour tout λ ≥ 1 et tout couple d’entiers N ≥ N0 ≥ 1,

µ(u ∈ H−σ | ||S Nu − S N0u||Ws,p > λ) ≤ Ce−cNβ(s)
0 λ2

(7)

En particulier, pour N0 = 1, on obtient la propriété : il existe C, c tels que pour tout λ ≥ 1 et
N ≥ 1

µ(u ∈ H−σ | ||S Nu||Ws,p > λ) ≤ Ce−cλ2
.

Preuve.

µ(u ∈ H−σ | ||S Nu − S N0u||Ws,p > λ) = P(||
∑

n

(χ0(
n
N

) − χ0(
n

N0
))

√
2

λn
gn(ω)hn(x)||Ws,p

x
> λ)

= P(||
∑

n

(χ0(
n
N

) − χ0(
n

N0
))

√
2

λ1−s
n

gn(ω)hn(x)||Lp
x
> λ)

Posons f (ω, x) =
∑

n(χ0( n
N ) − χ0( n

N0
))
√

2
λ1−s

n
gn(ω)hn(x).

Soit q ≥ p. Par inégalité de convexité,

|| f ||Lq
ω,L

p
x
≤ || f ||Lp

x ,L
q
ω
.

Or, on a vu que
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||
∑

n

cngn||Lq
ω
≤ C1

√
q(

∑
|cn|

2)1/2

donc

|| f ||Lq
ω
≤ C1

√
q(

∑
n

|χ0(
n
N

) − χ0(
n

N0
)|2

2

λ2(1−s)
n

|hn(x)|2)1/2

On en déduit par une inégalité triangulaire que

|| f ||Lp
x ,L

q
ω
≤ C1

√
q(

∑
n

|χ0(
n
N

) − χ0(
n

N0
)|2

2

λ2(1−s)
n

|| |hn|
2||Lp/2)1/2

Comme || |hn|
2||Lp/2 = ||hn||

2
Lp ≤ C2λ

−1/3
n , on a

∑
n

|χ0(
n
N

) − χ0(
n

N0
)|2

2

λ2(1−s)
n

|| |hn|
2||Lp/2 ≤ C2

∑
n

|χ0(
n
N

) − χ0(
n

N0
)|2

2
(2n + 1)(1−s+1/6)

s étant strictement inférieur à 1/6, il existe γ(s) > 0 tel que pour tout N ≥ N0 ≥ 1,∑
n

|χ0(
n
N

) − χ0(
n

N0
)|2

2
(2n + 1)(1−s+1/6) ≤ C3N−γ(s)

0 .

Finalement,

|| f ||Lq
ω,L

p
x
≤ C4

√
qN−γ(s)

0 .

On a alors

P(|| f ||Lp
x
> λ) = P(|| f ||q

Lp
x
> λq) ≤ λ−q|| f ||q

Lq
ω,L

p
x

P(|| f ||Lp
x
> λ) ≤ (

C4

λNγ(s)
0

√
q)q

Posons β(s) = 2γ(s). Pour tout λ ≥ 2p/C4, le réel q =
λ2Nβ

0 (s)
4C2

4
est supérieur à p, on en déduit

que pour tout λ ≥ 2p/C4 et N ≥ N0 ≥ 1,

P(|| f ||Lp
x
> λ) ≤ e−cNβ(s)

0 λ2

avec c =
log2
4C2

4
.

Finalement, il existe C tel que pour tout λ ≥ 1, et N ≥ N0 ≥ 1,

µ(u ∈ H−σ | ||S Nu − S N0u||Ws,p > λ) ≤ Ce−cNβ(s)
0 λ2

.

Ce lemme nous permet de majorer la mesure de l’ensemble Ay,N := {u ∈ H−σ | GN(u) > y}.

Lemme 4.11. Soit Aλ,N = {u ∈ H−σ | GN(u) > λ}. Pour tout L > 0, il existe une constante CL

indépendante de N telle que µ(Aλ,N) ≤ CLλ
−L.
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Preuve.
Posons N0 := (logλ)l avec l > max(2, 1

β(0) + 1).

Premier cas : N ≤ N0. L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg nous donne pour tout u ∈ Aλ,N ,∫
dx|S Nu|4 = ||S Nu||4L4

x
≤ C′1||S Nu||4−θ

L2
x
||S Nu||θ

Ws,p

avec θ < 2.

De plus, ||S Nu||L2 ≤ ||ΠNu||L2 . Or, pour tout u ∈ Aλ,N , on a χ(||ΠNu||2
L2 − αN) > 0, donc

||ΠNu||L2 ≤ C′2
√
αN ≤ C′3(logN)1/2 ≤ C′4(log(logλ))1/2.

Par ailleurs, pour tout u ∈ Aλ,N ,
∫

dx|S Nu|4 > C′5(logλ). En combinant, toutes ces inégalités,
on obtient :

||S Nu||θW s,p ≥ C′6
logλ

(log logλ)2−θ/2 .

Il existe donc δ > 0 tel que pour tout u ∈ Aλ,N ,

||S Nu||Ws,p > C′7(logλ)1/2+δ

On en déduit que µ(Aλ,N) ≤ µ(||S Nu||Ws,p > C′7(logλ)1/2+δ). Par le lemme précédent,

µ(Aλ,N) ≤ C′8e−c(logλ)2(1/2+δ)
≤ C̃Lλ

−L.

Deuxième cas : N > N0.

Posons Bλ,N = {u ∈ H−σ | |(||ΠNu||2
L2 − αN) − (||ΠN0u||2

L2 − αN0)| > 1}. D’après le lemme (4.9),

µ(Bλ,N) ≤ C′1e−c(N0+1)1/2
≤ C′1e−c(logλ)l/2

Comme l > 2, on a µ(Bλ,N) ≤ C′2λ
−L.

Il reste à estimer µ(Aλ,N − Bλ,N). Soit u ∈ Aλ,N − Bλ,N . Comme u ∈ Bc
λ,N , on a :

|(||ΠNu||2L2 − αN) − (||ΠN0u||2L2 − αN0)| ≤ 1.

On en déduit que

||ΠN0u||2L2 = (||ΠN0u||2L2 −αN0)− (||ΠNu||2L2 −αN)+ (||ΠNu||2L2 −αN)+αN0 ≤ (1+ ||ΠNu||2L2 −αN)+αN0

De plus, u ∈ Aλ,N donc χ(||ΠNu||2
L2 − αN) > 0 donc il existe une constante C′3 telle que

||ΠN0u||2L2 ≤ C′3 + αN0 ≤ C′4log log λ

et ||S Nu||L4 ≥ c(log λ)1/4. Par inégalité triangulaire, si u ∈ Aλ,N , ou bien ||S N0u||L4 ≥ c
4 (logλ)1/4,

ou bien ||S Nu − S N0u||L4 > c
4 (log λ)1/4.

Posons Dλ,N = {u ∈ H−σ | ||ΠN0u||2
L2 ≤ C′4log log λ et ||S N0u||L4 ≥ c

4 (logλ)1/4} et Eλ,N = {u ∈
H−σ | ||S Nu − S N0u||L4 > c

4 (log λ)1/4}.

D’après les remarques précédentes, Aλ,N r Bλ,N ⊆ Dλ,N ∪ Eλ,N et donc
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µ(Aλ,N r Bλ,N) ≤ µ(Dλ,N ∪ Eλ,N) ≤ µ(Dλ,N) + µ(Eλ,N).

Majorons µ(Dλ,N). Comme dans le cas N ≤ N0, on utilise l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg
pour avoir l’existence de s, p et θ < 2 tels que

||S N0u||θ
Ws,p ≥ C′5(log log λ)θ/2−2(log λ)

||S N0u||Ws,p ≥ C′6(log λ)1/2+δ

On en déduit que

µ(Dλ,N) ≤ C′7e−c(log λ)1+2δ
≤ CLλ

−L.

Majorons µ(Eλ,N). D’après le lemme précédent,

µ(Eλ,N) ≤ C′8e−cNβ(0)
0 (log λ)1/2

= C′8e−c(log λ)lβ(0)+1/2

Or, l > 1 + 1/β(0) donc lβ(0) + 1/2 > 1 + β(0) + 1/2 et donc pour tout L il existe C”L tel que

µ(Eλ,N) ≤ C”Lλ
−L.

Finalement,

µ(Aλ,N) ≤ µ(Bλ,N) + µ(Dλ,N) + µ(Eλ,N) ≤ CLλ
−L.

Proposition 4.12. Soit 1 ≤ p < ∞. Il existe une constante C indépendante de N telle que pour
tout N, ||GN ||Lp

dµ
≤ C.

Preuve. Soit L > p, il existe C′L tel que :

||GN ||
p
Lp

dµ
=

∫ ∞

0
dλpλp−1µ(GN(u) > λ) ≤ C′L

∫ ∞

1
pλ−(L−p+1) = Cp.

Proposition 4.13. G appartient à Lp(dµ).

Preuve. GN converge vers G au sens de la mesure µ, donc il existe une sous-suite (GNk )k telle
que GNk converge vers G µ presque sûrement. On en déduit que∫

H−σ
|G(u)|pdµ ≤ lim inf

∫
H−σ
|GNk (u)|pdµ ≤ Cp.

Finalement, la suite de mesures ρN définies par dρN(u) = GN(u)dµN(u) admet une sous-suite
convergente. Sa limite ρ est une mesure finie surH−σ.

Conclusion
On a donc construit une mesure candidate à l’invariance par le flot global de l’équation de

Schrödinger non linéaire. Il reste cependant à vérifier que ce flot existe.

Pour cela, on approxime SNL par les équations :

19



{
i∂tu − Hu = κS N(|S Nu|2 S Nu)
u(t = 0, . ) = S Nu0

(8)

pour lesquelles ρN est une mesure invariante par le flot.

On montre alors qu’il existe un espace de mesure pleine pour ρN de conditions initiales pour
lequel un tel flot (local) existe, on montre par la suite qu’il existe un espace de mesure pleine sur
lequel le flot de (8) est défini globalement. Ce qui nous amène au résultat escompté.
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