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Résumé : Dans cet exposé, nous démontrerons les conjectures de rigidité de Raghuna-
than pour SLs(R) suivant Marina Ratner, et nous appliquerons les résultats obtenus pour
étudier la distribution des orbites d’'un réseau de SL2(R) dans le plan réel. Nous nous
intéresserons au passage aux groupes fuchsiens et leur géométrie ainsi qu’aux propriétés
dynamiques des flots géodésique et horocyclique sur des surfaces hyperboliques finies.
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1 Introduction

L’objectif du mémoire est de présenter une introduction dans I’étude des systemes dy-
namiques sur les espaces homogenes, en insistant sur les actions unipotentes et en traitant
le cas le plus simple, mais loin d’étre trivial, des actions des sous-groupes unipotents de
SL(2,R). On s’intéresse a l'action du flot horocyclique, qui peut étre décrite comme 1’ac-
tion a droite sur le quotient de SLy(R) par un réseau du groupe unipotent

o {(2 7)) ).

Déja en 1971 Margulis (voir [17] ) avait démontré un résultat hautement non trivial
affirmant qu’aucune trajectoire unipotente de SL,(R)/SL,(Z) ne part a I'infini. Ceci fut
le départ d’une vaste théorie, qui a culminé dans les années 1980 — 1990 avec les théoremes
de rigidité de Ratner, montrant que les orbites du flot horocyclique se comportent beaucoup
mieux que celles du flot géodésique qui s’identifie a 'action a droite du groupe

{0 e

pour lesquelles pratiquement tout est possible (Morse avait montré qu’il existe dans ce cas
méme des orbites dont l’adhérence n’est nulle part localement connexe). Les théorémes
de Ratner sont pourtant d’une difficulté tout a fait impressionnante (voir [10] pour s’en
convaincre) et une étude dans le cas général est hors de question dans un tel exposé. C’est
pour cela qu'on a étudié en détail le cas de G = SLso(R), pour lequel les démonstrations
sont beaucoup moins difficiles (et méme plus éclairantes, car 'arsenal technique est bien
plus petit). Ainsi, en combinant les démonstrations de Ratner présentées dans [9] avec des
résultats précédents de Dani, Smilie, Hopf, Sarnak (voir [6]) nous sommes arrivés a une
description assez poussée des orbites du flot horocyclique. Cela nous permet de démontrer
les résultats suivants, appelés les conjectures de Raghunathan pour SL(2,R) :




Théoréme de classification des mesures. Soit I' un réseau de G = SL(2,R) et p
une mesure de probabilité sur X = I'\G, ergodique et invariante sous l’action du flot
horocyclique. Alors ou bien pu a son support sur une orbite périodique ou bien u est la
mesure de Haar sur X (normalisée).

On a choisi de présenter la démonstration de Ratner, utilisant I’horosphéricité de U par
rapport a A. Malheureusement, cette démonstration ne peut pas se généraliser, mais elle a
le mérite d’étre plus élémentaire. Dans Particle [9] Ratner présente une autre démonstra-
tion, qui a le mérite de se généraliser, mais qui est bien plus compliquée. On présente aussi
I'approche de Babillot (suivant [21] et [2]), qui utilise un résultat de Sarnak et qui fournit
une autre démonstration, peut-étre encore plus simple de ce théoréme. Comme le lecteur
verra tres facilement, toutes les démonstrations restent quand méme tres techniques et loin
d’étre faciles. C’est pour cela qu’on a essayé de découper les démonstrations en beaucoup
de sections, ce qui donne peut-étre I'impression de perte de fil directeur. Cela a été corrigé
en créant une section dans laquelle on présente les grandes lignes de la démonstration,
sans entrer dans des détails techniques.

Le théoreme de classification des mesures est tres important pour I’étude des orbites du
flot horocyclique. En effet, il permet de démontrer assez rapidement le résultat suivant,
di & Hedlund pour SL(2,R), et & Ratner dans le cas le plus général des groupes de Lie
semi-simples :

Théoréme 1.1. Soit I' un réseau de G = SL(2,R) et soit x € X. Alors ou bien ['orbite
de x sous U est dense, ou bien elle est périodique.

Signalons que méme si ce théoreme découle assez facilement de la démonstration du
théoreme de classification des mesures, le résultat en lui-méme est totalement non trivial.
C’est d’ailleurs I’étude de I’adhérence des orbites sous les flots unipotents qui fournit la
démonstration du résultat suivant, qui a été un probleme ouvert pendant plus de 40 ans :

Conjecture de Oppenheim-Davenport. Soit g une forme quadratiqgue non dégénérée
en n > 2 variables, qui n’est pas un multiple d’une forme quadratique o coefficients entiers.
Alors q(Z") est dense dans R™.

Raghunathan a observé (et Margulis I’a démontré ) que la démonstration de ce résultat
se "réduit" & laffirmation suivante : une orbite relativement compacte de SO(2,1) sous
laction de SL(3,R)/SL3(Z) est compacte. C’est Ratner et son théoreme de classification
des mesures qui a demontré un resultat beaucoup plus fort et plus général. Malheureuse-
ment, on n’a pas inclus la démonstration de la conjecture d’Oppenheim-Davenport dans
ce rapport, mais le lecteur intéressé pourra trouver une excellente présentation de la dé-
monstration (ainsi que beaucoup d’autres résultats plus récents) dans [24].

L’étape suivante de I'exposé consiste a démontrer le théoreme d’équi-distribution des
orbites. En pratique, c’est bien ce résultat qui est le plus utile pour compter des points
entiers dans des variétés algébriques. Il entraine aussi immédiatement le théoreme de den-
sité des orbites génériques (théoreme 1.1 ). Pour la démonstration, on suit partiellement
Ratner [9].



Théoréme d’équidistribution. Soit I' un réseau de G = SLo(R). Alors pour tout point
x € X =I'\G dont l'orbite sous le flot horocyclique n’est pas périodique

pour toutes les fonctions f continues bornées sur X. Ici m est la mesure de Haar (norma-
lisée pour en faire une mesure de probabilité) sur X .

Dans la démonstration de ce théoreme, on utilise encore le théoreme de classification
des mesures. Pourtant, ce théoreme n’en découle pas facilement. En fait, pour le montrer,
on aura besoin d’un raffinement du théoréme de Margulis concernant la non divergence
des orbites, dt & Dani [17] . Heureusement, la démonstration pour SL(2,R), méme si tres
technique, n’est pas inextricable et donc est incluse dans ’exposé. Surtout, pour SLo(Z),
on présente une démonstration tres élémentaire et conceptuelle reposant sur le critere de
compacité de Mahler.

Apres avoir démontré le théoreme d’équi-distribution, on discute la notion de dualité,
suivant cette fois [15] . C’est ceci qui permet d’étudier efficacement les orbites de I'action
de I' sur R? et qui permet d’utiliser les puissants théoréemes de Ratner. La notion de dualité
est parue dans un article de Francois Ledrappier [14], ou le théoréme suivant est démontré :

Théoréme de Ledrapier. Soit I' un réseau de SLy(R) et v appartenant ¢ R? un vecteur
dont lorbite sous l'action de I n’est pas discréte. Soit f une fonction continue, a support
compact sur R2\{0}. Alors

lim 1 Z f(yv) = ol) @daz

)
T T A loll " Jea lal

ot ¢(T") est une constante qui ne dépend que de T'.

Présentons maintenant 1’organisation du papier : on s’intéresse d’abord a la structure
géométrique des réseaux de SLo(R), en étudiant en particulier leurs domaines fondamen-
taux. Ceci nous fournira une description assez précise de la structure des groupes fuchsiens,
ce qui sera utilisé pour démontrer le théoreme de non divergence des trajectoires, essentiel
pour la démonstration du théoreme d’équi-distribution. Ensuite, on reviendra sur les flots
géodésique et horocyclique pour démontrer leur ergodicité et le caractére mélangeant, ca-
ractéristiques utilisées dans la démonstration du théoreme de classification des mesures.
On présentera aussi au passage quelques résultats de comptage reposant sur le mélange
du flot géodésique, en suivant I’approche de Mc Mullen et Eskin [3]. Avec cette prépara-
tion, on pourra présenter les démonstrations des théoréemes de classification des mesures
et d’équi-distribution et on pourra ainsi étudier la dualité et enfin établir le théoreme de
Ledrappier.



2 Action de SL,(R) sur le plan hyperbolique, groupes fuch-
siens

2.1 Action de SLs(R) sur le plan hyperbolique

L’objet central de cette partie est le demi-plan de Poincaré, H = {z € C|Im(z) > 0}.
Le groupe SLy(R) sera vu dans toute la suite comme un groupe topologique muni de la
norme ||g|| = Va2 + b2 + 2 + d? pour laquelle on a ||gh|| < ||g]| - ||h|]. Ce groupe agit

az+b . . a b
cz+d SLg = c d

> 0 et qu'il s’agit bien d’'une action). Cette action induit une action de

sur H par homographies : g.z = (un calcul immédiat montre que

_ Im(2)
Im(gz) T Jez+d]?
PSLy(R) sur H. Observons aussi que le stabilisateur de i est K = SO(2), qui est compact,
et que H s’identifie & SLy(R)/SO(2) par 'application qui a gK associe g.i.

Définition 2.1. La distance hyperbolique sur H est définie par d(x,y) = inf, (), ol
le inf est pris sur toutes les courbes de classe C!' par morceaux v : [0,1] — H vérifiant
~v(0) =z et y(1) = y. Ici, la longueur d’une courbe « : [0, 1] — H est définie par

)
o= Tm(7 () ™

Un calcul direct montre que pour toute homographie g on a 7 nff;éz('l |)) = Iml(z) et donc
g conserve la longueur de toute courbe. Par conséquent, g est une isométrie. Le résultat
suivant précise les géodésiques de cette structure riemanienne :

Théoreme 2.1. Les géodésiques de H sont les droites orthogonales a l'axe Oz et les demi-
cercles dont le centre est sur cet aze.

Démonstration. Si z1 = ai et zo = bi sont sur 'axe Oy et satisfont a < b, il est clair que

toute courbe v vérifie )
/
I(7) > / Mdt — ln(é)
o Im(t) a

et ce minimum est atteint pour la courbe y(¢) = tz; + (1 —t)z2. Donc I'axe Oy est bien une
géodésique. Dans le cas général, soient z, w appartenant a H. Si on arrive a trouver g € G tel
que g.z, g.w soient sur 'axe imaginaire, le théoreme sera démontré car ’lhomographie g est
une isométrie et transforme cercles et droites en cercles et droites. Mais si Re(z) # Re(w)
(dans l'autre cas, on trouve g trivialement), on considere le cercle C' passant par z,w et
dont le centre est sur I'axe réel. Soient x1, s les points d’intersection de ce cercle avec
I’axe réel. Soit g appartenant a G tel que ’homographie induite s’écrit

1 1

g.8 = — .
Tro9 — T1 S — X

Im(s)

L’image du cercle C sera un cercle passant par 0 et co et comme de plus Im(g.s) = mz??

I'image de C' est bien ’axe imaginaire.

Définition 2.2. Le fibré unitaire tangent T H est I’ensemble de couples (z,v), oil z est
un élément de H et v est un vecteur tangent a H en z tel que |v| = Im(z).



Fia. 1 — Géodésique dans le plan hyperbolique

PSLy(R) agit sur T'H par :

0o = ) o) = (0 ).

cz+d’ (cz+d)?

Un calcul immédiat montre qu’il s’agit en effet d’une action. Le résultat suivant montre
que cette action permet d’identifier PSLy(R) & T1H.

Théoreme 2.2. Soit zg =i et vy le vecteur unitaire en zy paralléle a l’axe des ordonnées.
L application ¢ : PSLy(R) — TYH définie par p(g) = g.(20,v0) est un homéomorphisme.
De plus, l’action de PSLy(R) sur lui-méme par translation d gauche correspond a celle de
PSLy(R) sur T H.

Démonstration. Clairement ¢(gg’) = g.¢(¢'), d’ott la deuxiéme assertion. Montrons que
¢ est un homéomorphisme. Soit (z,v) € T'H et écrivons z = a + if3, avec 3 > 0 et
lu| = 3. Cherchons une homographie g(z) = %t°

N2 A
c = O“gf et d = O‘Tj'? 2. Quant a la deuxiéme condition, elle s’écrit (gﬁg) = 1. La

relation |v| = 3 nous assure que si (a,b) vérifie la condition précédente, alors g appartent
aitb 2
a+if

a,b au signe pres et que a,b dépendent effectivement continument de «, 3,v, ce qui est
tout a fait évident. O

telle que g.(zp, vo) = (2, v). Ceci entraine

cz+d

a PSLs(R). Il ne reste plus qu’a voir que la relation ( = % détermine uniquement

PSLy(R) £= T'H
h g.h A} T (z,v) — g.(z,v)
PSLy(R) == T'H

Définition 2.3. Soit (z,v) € T'H et v la géodésique par z, de direction v. Soit 2; le point
de ~ situé a distance t de z dans la direction donnée par v et soit vy le vecteur unitaire
tangent & vy au point z¢, dans la méme direction. Le groupe & un parametre g.(z,v) = (2¢, vt)
s’appelle le flot géodésique.

Proposition 2.1. Le flot géodésique sur T'H correspond & la multiplication & droite dans

. e 0
PSLy(R) par a;), ot a; = 0 et



Fic. 2 — Flot géodésique

Démonstration. Ceci est plus ou moins évident & partir de I'identification entre T'H et
PSLy(R). En effet, si (z,v) appartient & T'H et g € PSLa(R) est tel que g.(z0,v0) = (2,v),
alors comme ¢ agit isométriquement,

9t(2,v) = g:(9-(20,v0)) = g.9t(20, v0) = gaz/2-(20,v0),

la derniere égalité étant évidente en regardant la géodésique déterminée par zg, vg. O

Soit maintenant (z,v) € T'H et v la géodésique déterminée, c’est-a-dire la courbe dans
H telle que v(0) = z et 4/(0) = v et qui de plus est une géodésique. Soit maintenant Cy
le cercle hyperbolique de centre () et passant par z et soit Cy la limite pour ¢ — oo
de C, 'horocycle positif déterminé par (z,v). Soit z; le point sur I’horocycle positif situé
a distance t de z, comptée dans le sens trigonométrique. Soit enfin v; le vecteur unitaire
normal & Cy, en z; et dirigé vers 'intérieur du cercle.

Définition 2.4. Avec les notations précédentes, on définit le flot horocyclique par :

hi(z,v) = (¢, vt).

Remarque On peut définir le flot horocyclique plus simplement de la fagon suivante :
pour tout couple (z,v) € T'H il existe un unique horocycle C' (cercle tangent & l'axe
réel) passant par z et dont v est un vecteur normal intérieur. On définit I'action du flot
horocyclique par (z,v;) ou (z¢,v:) est obtenu en "poussant' (z,v) le long de C' d’une
distance t.

Proposition 2.2. Dans I'identification T'H ~ PSLy(R) le flot horocyclique correspond
a l'action a droite du groupe unipotent :

o {un@ e

La démonstration de cette proposition étant identique & celle pour le flot géodésique,
on va laisser le plaisir de rédiger les mémes arguments au lecteur. Grace aux proposi-
tions précédentes, on a une description algébrique assez commode des flots géodésique et
horocyclique. Observons que si on introduit le groupe unipotent a un parametre

{3 Do



Fic. 3 — Flot horocyclique

alors on a les relations fondamentales de commutation :
Uslp = Aplge—2t, hpar = aphypae.

Définition 2.5. Pour g € SLy(R) on dit que g est hyperbolique si |tr(g)| > 2, parabolique
si |tr(g)| = 2 elliptique si [tr(g)] < 2.

Un argument immédiat d’algebre linéaire montre que g est hyperbolique si et seulement
si g est diagonalisable dans My(R). Dans ce cas, 'homographie associée a g admet deux
points fixes sur R U {oo}. On montre aussi que g est elliptique si et seulement si g est

conjugué a '
o= () )

et dans ce cas ’homographie associée a un point fixe dans H. Enfin, si g est parabolique,
g est conjugué & un uy, et alors il a un point fixe dans R U {oo}.

2.2 Groupes fuchsiens

Définition 2.6. Un groupe G agit proprement discontiniiment sur un espace métrique X
si l'orbite de tout point est localement finie i.e. rencontre tout compact en nombre fini de
points, comptés avec multiplicité.

Définition 2.7. Un groupe fuchsien est un sous groupe discret de PSLy(R) i.e. un sous
groupe discret d’isométries directes de H.

Il est bien clair que la premiere définition équivaut au fait que toute orbite est discrete
et que le stabilisateur de tout point est fini. Le résultat suivant sera tres utile dans ’étude
des actions des groupes fuchsiens.

Théoreme 2.3. Soit I' un groupe fuchsien. I' agit proprement discontiniment sur H.



Démonstration. Si I' est fuchsien alors pour tout compact K C H et pour tout z € H

I’ensemble
{9€eTl|gze K} ={g € PSLy(R)|g.z € K} NT

est fini car {g € PSLy(R)|g.z € K} est compact. En effet, comme

SLy(R) — PSLy(R)

+b
9 2= otd
est continue il suffit de montrer que
az+b
€ SLy(R) tel que eK
{9 2(R) tel que -~ € K}

est compact. Il est clairement fermé et le fait qu’il est borné vient de la compacité de K :
il existe deux constantes ¢y, co>0 avec

az +b oo I (az+b) i az—l—beK
c1, I'm co si .
cz+d b ce+d 77 cz+d
Alors
1 I
lez +d| < m(z) et de méme |az + b| < ¢; m(z)7
c 2
donc a, b, ¢, d sont bornés. O
Corollaire 2.1. 1. Si ' est fuchsien, alors I’ensemble des points fixes des éléments

elliptiques de I' n’a pas de point d’accumulation dans H.

2. L’ensemble A(I") des points d’adhérence des orbites I' - z, z € H est inclus dans
R U {oo}.

Démonstration. Soit K un compact de H contenant z, alors, pour tout g € I' avec g.z = z
ona KNg(K) # @. Le fait que I agit proprement discontiniment assure que {g|KNg(K) #
2} est fini d’ou la conclusion. Le théoreme précédent entraine que si z € H, (g, € T
est une suite injective et g,.z un point d’adhérence dans C U {+o0}, ce point est dans
R U {400}). O

On peut montrer que deux éléments différents de l'identité de PSL2(R) commutent si
et seulement si ils ont la méme collection de points fixes. Observons aussi que le type d'un
élément de PSLs(R) ne dépend que de sa trace, qui est invariante par conjugaison.

Théoreme 2.4. Soit I' un groupe fuchsien dont tous les éléments non triviaur ont le
méme ensemble de points fizes. Alors, I' est monogéne.

Remarque Donc tout groupe fuchsien abélien est cyclique.

Démonstration. Clairement, tous les éléments de I' sont du méme type. S’ils sont tous
hyperboliques par exemple, quitte a conjuguer I', on suppose que ses éléments fixent 0 et
00, donc ce sont des homothéties. Alors, I' s’identifie a un sous groupe dicret de R, qui est
monogene. La méme démonstration s’adapte dans les deux autres cas (pour les éléments
elliptiques, on se ramenera & un sous groupe discret de S*). O



2.3 Domaines fondamentaux

Définition 2.8. Pour un groupe G agissant sur un espace métrique X par des homéo-
morphismes, un ensemble F' C X est un domaine fondamental pour G si :

1. F est fermé

2. |Jo(P)=x

geG

3. Pour tout g € G\ {12}, g(}%)ﬁ F=0

Remarque Le 2 équivaut au fait que toute orbite rencontre F', tandis que le 3 affirme

o o
que les (g(F))gec sont deux a deux disjoints ce qui veut dire encore que deux points de F
n’appartiennent pas a la méme orbite.

Théoreme 2.5. Soient Fy, Fy deux domaines fondamentaux pour I' groupe fuchsien et
supposons que l'aire hyperbolique de Fy est finie, OF,0F5 ont des aires hyperboliques
nulles. Alors, aire(Fy )=aire(Fs).

Démonstration. On a

2)

X = Uyeq 9(F) = Fo= U, e (9(F1)N F
o) =3 cr m((F1 N g(Fy)) < p(Fh)

= (Fy) = p(Fy) < X ep plg(FL)N

o
car les F1 N g(F») sont deux a deux disjoints. O

Remarque Le domaine fondamental peut étre non compact mais d’aire hyperbolique
finie. Par exemple, celui de SL2(Z) n’est pas compact, mais son aire est 7.

Définition 2.9. Un réseau d’un groupe localement compact G est un sous-groupe discret

I' tel que I'\\G porte une mesure G-invariante finie. Le réseau I' est dit co-compact si le
quotient '\ G est compact.

Soient mg et mpr des mesures de Haar sur G,I'. On peut définir sur X = I'\ G une
mesure G-invariante par la formule de Weil :

/G f(@)dma(z) = /X /F F(yw)dimr (7)dmx ().

Lemme 2.1. La mesure dzgly sur H est G-invariante.

Démonstration. Le jacobien de 'homographie associé a g(z) = zjis

plus qu’a appliquer le théoreme de changement de variable pour avoir :

-1 2 _ f(z) ez +d* [ f(z)dzdy
/Hf(g 2)dzdy/y _/H!cz+d\4' )2 d:cdy—/HyQ.

est Il ne reste

1
|cz+d|**

10



Le lemme permet de calculer par exemple le volume de SLy(R)/SLy(Z), car on connait
un domaine fondamental pour SL9(Z) (voir la section suivante). Par calcul, on trouve que
ce domaine est de mesure finie et donc SL2(Z) est un réseau de G. Pourtant il n’est pas
co-compact car ce domaine fondamental a une pointe.

2.4 La région de Dirichlet

Pour tout groupe fuchsien I, il existe z € H avec g.z # z(tout élément de I' — {15} a au
plus deux points fixes et I' est dénombrable car discret).

Définition 2.10. La région de Dirichlet de point de base p associée a I est :
Ap(T) = {z € H] pour tout g € T, p(z,9.p) = p(2,p)}
avec p la distance hyperbolique.

Théoreme 2.6. Si pour tout g € I' — {I>} on a g(p) # p, alors A,(') est un domaine
fondamental connexe, et méme hyperboliquement convexe.

Démonstration. Observons que Ap(L') =, .p,r Hp(g) ot Hy(g) = {z|p(2,9.p) = p(2,p)}
est un demi espace hyperbolique, donc hyperboliquement convexe. La méme expression
montre que Ap(I") est fermé, et comme il est convexe, il est connexe aussi. De plus, toute

orbite de I' rencontre A,(I'), car I' étant discret, la fonction g — p(g.z,p) atteint son
o

minimum. Enfin, il est clair que si z €A,(T'), alors p(z,p) < p(g.z,p) pour tout g dans

I' — {1} car ¢l existe g € I' — {Is} avec p(z,p) = p(g.z,p) on en déduit que z est sur

la médiatrice de [p, g~1.p] et donc il n’est pas & I'intérieur de A,(I"). Ceci montre qu’il ne
o

peut pas y avoir deux points de la méme orbite dans z appartennant a A, (T"). ]

géodésique passant
par p et g.p

9.p

Hy(9) {z|p(z,p) = p(z,9.p)}

FiGg. 4 — Médiatrice d'une géodésique
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Proposition 2.3. Le domaine D = {z € H||z| > 1,|R(z)| < 3} est un domaine fonda-
mental pour action de I' = PSLy(Z) sur H.

Démonstration. Soit zg = 2¢. Comme on le voit facilement, zg n’est fixé par aucun élément
non trivial de I'. On va montrer que D est une région de Dirichlet associée a zg. Pour
cela, observons déja que si z est dans la région de Dirichlet associée a zg, alors zy € D,
car p(2i,z) < p(2i £ 1,2) et p(2i,2) < p(i/2,z). On peut aussi observer qu’'en posant
V1.2 =z +1 et 2.2 = =2 les cotés de D sont les ensembles L(v1), L), L(2) ot

L(v) ={z € Hlp(z,p) = p(2,7-p)}-
D’autre part, considérons z dans l'interieur de D et g € I tel que z1 = g.z soit aussi dans

I'intérieur de D. Soit g = <CCL Z) Alors ¢ # 0, car sinon [R(z1)| > 3. Mais alors

lcz +d* = 2?4+ 2¢dR(2) + d* > ¢ — |ed| + d® > 1,

donc
Im(z)

2 —
‘CZ+ d| >1et Im(Zl) = m

< Im(z).

On vient donc de voir que si z et g.z appartiennent a l'intérieur de D et g # Is, alors
Im(g.z) < Im(z). En travaillant avec g.z et g~ & la place de z et g, on obtient aussi
Im(z) < Im(g.z), ce qui fournit une contradiction. O

F1G. 5 — Le domaine fondamental de P.SLy(Z)

Remarque Le démonstration de la proposition précédente montre que 1 et o en-
gendrent PSLy(Z)

Définition 2.11. On appelle sommet de la région de Dirichlet tout point d’intersection

dans H de deux géodésiques constituant la frontiere de la région, ou un point fixe d’un
élément elliptique d’ordre deux.
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Donc la frontiere de la région de Dirichlet est formée d’un ensemble au plus dénombrable
de géodésiques et de segments de la droite réelle.

Définition 2.12. Si F est un domaine de Dirichlet, le pavage de Dirichlet est la famille
(9(F))ger, dans laquelle les éléments sont comptés avec multiplicité.

Théoreme 2.7. Le pavage (g(F'))ger est localement fini, i.e. pour tout compact K de H,
il n’y a qu’un nombre fini de g € ' avec g(F)NK # O.

Démonstration. Supposons qu'il existe une suite injective g; € I" et z; € F avec g;(z;) €
K Ng;(F). Alors, vu que z; € F' on a p(z;,p) < p(g;.24,p) donc

p(p, 95 (p)) < p(p:9j(2)) + p(9;(25), 9;(p)) =
p(p; 9;(2j)) + p(zj,p) < 2maz-ekp(p, z) < oc.

Donc la boule B,(p, 2maz.ckp(p, z)) contient la suite infinie (gj(p)); injective. Ce n’est
pas possible, car I' agit proprement discontintiment. ]

2.5 Théoréme de Siegel

Dans la suite, on fixe une région de Dirichlet F' pour un groupe fuchsien I'. On appelle
cycle dans F' une classe d’équivalence de ’action de I' sur I'ensemble des sommets de
F. Un cycle est dit elliptique si tout sommet du cycle est fixé par un élément elliptique.
On constate facilement qu’il suffit qu’il existe un sommet du cycle fixé par un élément
elliptique. On appelle coté de F tout segment d’une géodésique de OF qui est inclus dans
F.

Théoreme 2.8. [l existe une bijection entre les cycles elliptiques de F et les classes de
congugaison de sous groupes cycliques (donc finis) non triviauz mazimauzx de T'.

Démonstration. Soit z € H. Alors, par les théoreémes 2.3 et 2.4 , le stabilisateur I', est un
sous groupe cyclique de I'. Supposons qu’il n’est pas trivial. Il est alors clairement un sous
groupe cyclique maximal de T, car si g appartient & G’ (ou G’ est un sous groupe cyclique
de T contenant I",), g commute avec tout élément de T', et donc g € T',. Le fait que tout
sous groupe maximal cyclique est le stabilisateur d’un seul point de H est clair. ]

On peut passer au théoreme de Siegel, qui montre que pour un réseau de G = SLo(R),
la région de Dirichlet a des propriétés géométriques tres particulieres. Avant, quelques
précisions sur les points & l'infini : OF est formé comme on ’a vu par des segments de géo-
désiques et des segments de RU{oco}. De plus, si par hasard sur un tel segment géodésique
on a un point fixe elliptique d’ordre deux, on considere ce point, un sommet et alors le
segment correspondant est vu comme union de deux cotés. Un pointe (on I’appellera dans
la suite pointe) est le point d’intersection dans RU {oco} des deux géodésiques constituant
la frontiere de F'.

Définition 2.13. I' est dit géométriquement fini s’il admet un domaine fondamental
convexe avec un nombre fini de cotés.
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Théoréme de Siegel. Si p(IN\H) < oo (i.e. I' est un réseau de SLa(R)) alors T' est
géométriquement fini. Ce qui équivaut a : la région de Dirichlet d’un réseau de SLo(R) est
géométriquement finie.

Démonstration. Soit F' = A,(I') une région de Dirichlet associée a un point p tel que
pour tout g € I' — {Is},g(p) # p. Montrons qu’elle est géométriquement finie. Si T" est
co-compact, comme les sommets de F' sont isolés (voir [13]) , on n’a qu'un nombre fini de
sommets, donc aussi de cotés. Il reste a traiter le cas non co-compact. O

Lemme 2.2. Z(ﬂ' —w) < aire(F) + 27, la somme étant prise sur les sommets de F'

weH
dans H et w 'angle du sommet correspondant .

Démonstration. On commence par considérer un ensemble connexe de segments de géodé-
siques dans JF' (qui n’a aucune raison d’étre connexe), dont les sommets sont ..., a1, ag, ...
infini dans les deux directions (les autres cas sont identiques). Considérons les géodésiques
liant p et les sommets a; et le triangle Aj de sommets ag, p, art1 et ag, Bk, v ses angles.
Soit wy I'angle entre les deux cotés Ay et Apy 1. Le formule de Gauss-Bonnet nous donne

{ Wi = B + Vr+1
aire(Ag) = m — (o + B + )

Ceci montre que
n n n—1
okt Y aire(Ap) =7 —Ym — Ba+ D (7 — wp). (1)
k=m k=m k=m

Le terme de gauche est borné par 2w+ aire(F’), donc aussi le terme de droite. Ceci montre

que
> —wr)

k

converge et qu’il existe
Voo = M i, Yoo = lim Gg.
k——o0 k—o00
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On a clairement a; — oo (on a vu que le pavage {g(F')|g € F'} est localement fini), donc
pour une infinité de k on a p(p, ax+1) > p(p, ax) et pour ces k , on a aussi v, > F. Comme
Br + y < 7 ceci implique By < § pour une infinité de k et donc B < 5. De méme,
Yoo < 5 et donc ™ > o + foo. Mais alors, par (1) on a

Z ag + Z aire(Ay) > Z(w — Wg)- (2)

keZ kEZ kEZ

Il suffit de considérer maintenant toutes les composantes connexes du type étudié et de
sommer les inégalités (2) . O

Lemme 2.3. Le nombre de sommets de F’ situés a distance finie de p est fini.

Démonstration. Soit v un sommet et notons vy = y1v, vy = Y90, ..., les sommets dans la
méme classe de congruence que v. Soient w; les angles aux sommets v;, alors v est un
sommet de ;" LF avec un angle w; et de plus les v LF sont deux & deux disjoints. Par
conséquent, wy + wg + ... < 2mw. Le lemme 1 entraine que presque tous les w; valent au
moins 7/2, donc il n’y a qu’un nombre fini de sommets congrus a v. Soit m = |I'y| (on a
vu que I'y, est un sous groupe discret d’'un conjugué de SO(2), donc fini) . Les translatés de
F' dans lesquels v est un sommet sont de la forme ;- LF avec v € T, et sont deux & deux
disjoints. Donc wi + wa + ... + wy, = % et donc il existe au moins un w; > ‘%”. Le lemme
2.2 montre donc qu’il n’y a qu’un nombre fini d’orbites de sommets de F' et comme dans

chaque telle orbite il n’y a qu’un nombre fini de sommets, le lemme est démontré. O

Lemme 2.4. Le nombre de pointes est fini.

Démonstration. Ceci découle du fait que F est hyperboliquement convexe : si on a n
pointes dans I', le polygone convexe qu’elles déterminent est contenu dans F' et son aire
est (n — 2)7 par le théoreme de Gauss-Bonnet, donc comme F' est d’aire fini, n est borné
et la conclusion est alors évidente. O

Il est clair que le théoreme de Siegel est une conséquence des lemmes précédents.

2.6 Une décomposition "classique" du domaine fondamental

Proposition 2.4. Soit I" un réseau non co-compact de G = SLy(R) et soit D un domaine
de Dirichlet pour I'. Alors pour toute pointe x, le stabilisateur I',, de x dans I" est monogeéne,
engendré par un élément parabolique de I'.

Démonstration. Ceci découle du théoreme de Siegel, mais la démonstration n’est pas évi-
dente. Quitte a conjuguer I' par ¢ € G tel que g.oo = x, on peut toujours supposer
r = oo. Supposons que v € I' est choisi tel que co est un sommet de vD, alors v~ loo
est une pointe de D. Comme il existe une infinité de tels 7 (ceci parce que D contient
deux géodésiques verticales), le théoreme de Siegel entraine I'existence d’un élément non
trivial v € T fixant oo. Cet élément doit étre parabolique, car sinon ’homographie asso-
ciée est de la forme az + b avec a # 1. Mais alors, quitte a travailler avec 'inverse de +,
on peut supposer Im(yp) = Im(p), p étant le point de base de D. En considérant ¢ un

point tel que Im(q) = Im(p) et R(q) = N(yp), on montre par un calcul assez pénible que
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d(p + it,0p) > d(p + it,p) pour tout 6 € I', non trivial. Ceci est évidement absurde et
assure que le stabilisateur s’identifie & un sous-groupe discret de R, donc est cyclique et
engendré par un élément parabolique. ]

Proposition 2.5. Soit I' un réseau non co-compact de G et tel que ' n’est pas trivial.
Alors pour une certaine constante M on a : si Im(z) > M et Im(yz) > M pour un y € I,
alors v € I'.

Démonstration. En effet, on a vu que 'y, est un sous-groupe cyclique discret et non trivial
de U. Si l'affirmation n’est pas vraie, on peut trouver v, € I' — I'x et z, € H tels que
Im(zy,) > n et Im(yp.2n) > n. Si ap,by,cp,dy, sont les éléments de ,, les inégalités
précédentes entrainent que ¢, converge vers 0 et clairement ¢, # 0, car 7, ne stabilise pas
oo. Mais alors en multipliant par des matrices de I' stabilisant co, on obtient une suite
gn dans I' qui s’écrit g, = ug, he,uy, avec x,,y, convergentes (quitte & extraire une sous-
suite). Mais alors g, converge vers une matrice de ' et cette observation combinée avec le
caractere discret de I' et avec 'observation que ¢, est non nul fournissent la contradiction
(tant) désirée. O

Soit maintenant I' un réseau non co-compact de SL(2,R) et soit F' un domaine de
Dirichlet associé. Soient x1,xa, ..., x, les pointes de F. Il existe donc ¢g; € SL(2,R) tels
que g;.00 = x;. La bande P(r) = {z 4+ iy|0 < < 1,y > r} est transformée par g; dans
une zone cuspidale Fy, (r) = ¢;P(r). Pour r suffisament grand, les zones cuspidales sont
disjointes et le complémentaire dans F’ de leur union est relativement compact et adjacent
a toute zone cuspidale le long d’un horocycle. On a ainsi une décomposition de F' en une
partie centrale relativement compacte et une famille finie de zones cuspidales disjointes.
Définissons E;(r) = U, 9iasUSO(2). 11 s’agit clairement d’un ouvert de G et de plus on
vérifie sans peine que la zone Im(z) > €*" est exactement |J,., asUSO(2)i. En utilisant
alors la décomposition qu’on vient d’expliquer, il est clair qu’on a le résultat suivant :

Théoreme 2.9. Il existe rg > 1 tel qu’on ait une partition de X de la forme K U
Ui<i<n m(Ei(ro)) avec K compact dans X.

£z

F1a. 6 — Partie centrale et zone cuspidale

On peut (enfin) démontrer une affirmation de non divergence sous le flot géodésique, qui
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sera tres utile dans la démonstration de classification de mesures ergodiques invariantes
sous le flot horocyclique. On verra une version de cette affirmation pour les orbites sous
des flots unipotents (voir le lemme de retour a la maison) pendant la démonstration du
théoreme d’equi-distribution.

Proposition 2.6. Soit K le compact défini dans le théoréeme 2.9 . Alors, pour tout point
x d’orbite non périodique il existe une suite 7, — oo telle que za,, € K pour tout n.

Démonstration. Si cela n’est pas vrai, il existe 7y tel que za, n’est plus dans K si 7 > 7.
Comme les images des F; dans X sont deux a deux disjointes, pour un certain ¢ on aura
Ta; € {yE;ly € T} pour tout 7 > 7y et tout Z € 7 1(z). Mais par construction des E;
les vFE; sont aussi deux a deux disjoints et donc par connexité il va exister un xg tel que
m(xo) = z et de plus zpar € E; pour tout 7 > 79. Mais cela signifie précisément que
xo € g;AU et donc que lorbite de x est périodique (voir le lemme 3.3 pour une preuve),
ce qui assure la contradiction souhaitée. ]

3 Démonstration de la conjecture de Raghunathan pour les
mesures

3.1 Rappels sur les espaces homogenes et les systéemes dynamiques

Le but de cette section est d’introduire le vocabulaire nécessaire pour ’étude des actions
des groupes sur les espaces mesurés, ainsi que de rappeler les principaux résultats de la
théorie ergodique, qui seront utilisés constamment dans la suite.

Définition 3.1. Soient (X,m) et (X’,m’) deux espaces mesurés et f : X — X' une
application. On dit que f préserve la mesure si f est mesurable et m(f~1(4)) = m/(4)
pour toute partie mesurable A de X’.

Définition 3.2. Soit G un groupe topologique (G sera supposé dans toute la suite loca-
lement compact et dénombrable & 'infini). Une action de G sur un espace mesuré (X, m)
est mesurable si 'application G x X — X, (g,2) — g.x est mesurable. Dans le cas ou
G = R, on note 'action ¢,z — ¢¢(z), qu'on appelle flot. On dit que I'action préserve la
mesure si m(g.A) = m(A) pour tout ensemble mesurable A et pour tout g € G.

Définition 3.3. Soit G un groupe agissant sur l’espace mesuré (X, m). Une partie mesu-
rable A de X est dite G-invariante (ou invariante s’il n’y a pas de confusion) si g.A = A
(& un ensemble de mesure nulle pres) pour tout g € G. L’action de G est dite ergodique si
toute partie invariante est de mesure nulle ou totale.

Définition 3.4. Soit G un groupe agissant sur l'espace mesuré (X, m). Une application

f X — R est dite essentiellement G-invariante si pour tout g € G, f(g.x) = f(x) pour
presque tout x. f est dite invariante si f(g.z) = f(z) pour tout g et pour tout x.

Il est bien sur clair que si G est au plus dénombrable et si f est essentiellement invariante
sous 'action de G, alors on peut trouver fi; qui est G-invariante et qui coincide presque
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partout avec f. La proposition suivante montre qu’en fait ce résultat est valable en toute
généralité. Pour une démonstration, on renvoie a [23].

Proposition 3.1. Soit G un groupe (localement compact et dénombrable a U'infini) agis-
sant sur un espace mesuré (X, m), avec m sigma-finie. Soit f : X — R une fonction
mesurable essentiellement invariante. Alors il existe une fonction mesurable invariante g
qui coincide presque partout avec f.

A Taide de la proposition précédente, on peut démontrer le résultat suivant, qui est
une caractérisation trés utile de I'ergodicité d’une action. En effet, cela ramene I’étude
de lergodicité a I’étude des fonctions constantes sur les orbites et tres souvent sous des
conditions peu contraignantes, on peut utiliser des résultats classiques d’analyse pour
démontrer qu’'une telle fonction est constante (essentiellement).

Proposition 3.2. Soit G un groupe localement compact et dénombrable a I'infini agissant
sur un espace mesuré (X, m), avec m sigma-finie. Alors l'action de G est ergodique si
et seulement si toute fonction mesurable essentiellement invariante est essentiellement
constante.

Démonstration. Supposons que 'action est ergodique et soit f essentiellement invariante.
Par la proposition précédente, on peut méme supposer que f est G-invariante. Posons

kE+1
2n b

A(k,n) = {z € X\zﬁn < f(a) <

Par ergodicité, chaque A(k,n) est de mesure pleine ou nulle. Mais a n fixé, les A(k,n)
forment une partition de X, donc il existe k,, tel que le complémentaire de A(k,,,n) est de
mesure nulle. Soit alors A = N, A(k,,n). Alors A est un ensemble de mesure pleine dans
X et de plus f est constante sur A. Donc f est constante presque partout. Supposons
maintenant que toute fonction essentiellement invariante est constante (presque partout).
Si A est un ensemble G-invariant, 14 est essentiellement G-invariante, donc constante
presque partout. Donc A ou X — A est de mesure pleine. ]

Définition 3.5. Soit H un espace de Hilbert et U(H ) I'ensemble des opérateurs unitaires
sur H. Une représentation unitaire de G dans H est un morphisme 7 : G — U(H) tel que
Papplication g — m(g)f est continue pour tout f € H.

Pour une fonction f : X — C et g € G on définit T, f(x) = f(g 'z). Si l'action de
G préserve la mesure, T, : L*(X) — L?(X) est un opérateur unitaire et I’application
g — T, f est continue de G € L?(X) pour tout f € L?(X). Donc T est une représentation
unitaire de G. Enfin, donnons un autre critere d’ergodicité tres utile, permettant d’utiliser
les résultats d’analyse de Fourier et la théorie des représentations unitaires :

Proposition 3.3 (Koopman). Une action d'un groupe G sur un espace de probabilité

(X, m) qui préserve la mesure est ergodique si et seulement si les seules fonctions f €
L?(X,m) qui sont essentiellement invariantes sont les fonctions constantes.

Démonstration. 11 est clair que ceci équivaut au critere précédent. Signalons toutefois que
si on ne suppose plus que la mesure m est finie, le résultat tombe en défaut. Le lecteur se
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convaincra facilement en considérant ’action de Z par translations sur R : il est évident que
Paction n’est pas ergodique (I'union des intervalles [n,n + 1/2] est un ensemble invariant),
mais que toute fonction de carré intégrable et 1 périodique est nulle. ]

Définition 3.6. Soit (X, m) un espace de probabilité et soit ¢ un flot agissant sur X en
préservant la mesure. L’action est dite mélangeante si pour toute paire (A, B) d’ensembles
mesurables on a lim;_,oo m(¢:(A) N B) = m(A)m(B).

Il n’est pas difficile d’observer que cette définition est équivalente a la propriété suivante :

gli_{go< Te(f),h>=<f,1>-<1,h>
pour toutes les fonctions f,h € L?(X) (on dit qu'une suite g, de G tend vers oo si tout
compact de G contient seulement un nombre fini de g;). Ceci est un argument standard
de densité de fonctions étagées dans L?(X). Observons aussi que le caractére mélangeant
est plus fort que l'ergodicité : si < f,1 >= 0 et f est G invariante, alors

IfI? = lim <Ty(f), f>=0,
g—00
donc f est nulle et on peut conclure par le théoreme de Koopman.

Définition 3.7. Soit G un groupe. Une mesure de Haar sur G est une mesure de Radon
non nulle ug, invariante par translations a gauche.

Un résultat classique montre I'existence d’une telle mesure sur tout groupe localement
compact, unique a une constante multiplicative pres. On renvoie aux chapitres d’intégra-
tion de Bourbaki pour une démonstration. Le résultat fondamental pour I’étude des actions
sur les espaces mesurables est le théoréeme ergodique de Birkhoff-Khintchine, qui donne un
résultat de distribution dans un cadre tres général.

Théoréme ergodique. Soit ¢; un flot préservant la mesure sur un espace de probabilité
(X,m) et soit f € L'(X,m). Alors, pour presque tout x € X, il existe

De plus, f* € L'(X,m). L’action du flot est ergodique si et seulement si

= /X fdm.

On admettra ce résultat classique (dont la démonstration n’a rien d’évident). Le lecteur
intéressé peut trouver la démonstration dans tout livre de théorie ergodique. On renvoie par
exemple a Bourbaki pour une excellente démonstration. Remarquer que pour démontrer le
caractere ergodique d’une action il suffit de démontrer ’égalité dans I’énoncé du théoreme
de Birkhoff pour f dans un ensemble dense de L'(X,m).
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3.2 Ergodicité du flot horocyclique, mélange du flot géodésique

Le but de cette section est de démontrer quelques résultats élémentaires concernant la
dynamique des flots horocyclique et géodésique. Plus précisement, on montrera que le flot
géodésique est mélangeant et que le flot horocyclique est ergodique (on peut montrer aussi
que ce flot est mélangeant, pratiquement en suivant la démonstration qu’on présente ici
pour le flot géodésique, mais on n’aura pas besoin de ce résultat). Il s’agit essentiellement
de résultats connus depuis les annees 1930, avec les théoremes de Hopf et Hedlund [18]
[20]. Ces propriétés dynamiques s’averent tout a fait essentielles dans la démonstration du
théoreme de Ratner, que ce soit suivant 'approche de Ratner (qui utilise 'ergodicité du
flot horocyclique) ou celui de Babillot (pour lequel on a besoin du caractére mélangeant
du flot géodésique). Signalons d’ailleurs que le mélange du flot géodésique peut étre tres
efficace dans les problemes de comptage de points entiers dans des boules hyperboliques,
comme le montre le théoreme suivant, dont la présentation est inspiré de [3] :

Théoréme 3.1 (Eskin-Mc. Mullen). Il existe une constante C' telle que le nombre de 4-
uplets (a,b,c,d) d’entiers tels que ad —bc = 1 et a® + b% + % + d?> < T? est équivalent a
CT? pour T — 0.

Le plan de cet mini-section est le suivant : & partir du lemme de Mautner (qui dans
ce contexte a une démonstration tout a fait élémentaire) on démontre le théoréeme de
Hopf qui fournit l'ergodicité du flot géodésique. On poursuit 'approche de Hedlund, qui
déduit le caractere ergodique du flot horocyclique du théoréeme de Hopf et du lemme de
Mautner. Enfin, toujours suivant Hedlund, on montre que I'ergodicité du flot horocyclique
implique le mélange du flot géodésique. On finit par une application de ces résultats, la
démonstration du théoreme 3.1 . Observons que si I' est un réseau de G alors X = I\ G
devient un espace mesuré muni de la mesure finie G-invariante induite par une mesure de
Haar sur G.

Théoreme de Hopf. Le flot géodésique sur X = I'\G est ergodique pour tout réseau I’
de G = SLy(R).

Lemme de Mautner. Si g,h € SLy(R) satisfont lim,_o g"hg™" = Ia, alors tout f €
L*(X) fizée par T, est aussi fizée par Tj,.

Démonstration. Comme Ty, T}, sont des opérateurs unitaires, on a

NThf = fll = | ThTy=nf — Ty fIl = [[Tgn Th Ty f — fII.

La continuité de g — T f et I'hypothese sur g, h assurent en faisant n — oo que

T f = fIl = 0.
Donc f est fixée par T}, O

Démonstration du théoréeme de Hopf. Soit f appartenant a L?(X) telle que T, f = f pour
et 0 . a 0
tout a € A = { (0 et> te R} . Observons que si g = (0 a1>’ alors

lim g"usg " =1 si0<a<1, lim g"hyg " =1z sia>1.
n—oo n—oo
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Le lemme de Mautner entraine que f est fixée par T, et Tj,,. Donc f est fixée par T
pour tout g € SLy(R), car A,U, H engendrent G. Donc f est constante. Le théoréme de
Koopman montre alors que I'action du flot géodésique est ergodique et finit la démonstra-
tion. O

Nous renvoyons a un excellente présentation des résultats qui suivent dans [7], qui
d’ailleurs est une synthése tout a fait remarquable des résultats concernant les espaces
homogenes et leur dynamique.

Théoréme 3.2 (Hedlund, ergodicité du flot horocyclique). Pour tout réseau T' de G,
laction du flot horocyclique sur X = I'N\G est ergodique.

Démonstration. Soit f appartenant & L?(X) une fonction invariante par U. On va montrer
que f est invariante sous 'action du flot géodésique. Une application du lemme de Mautner
entrainera alors que f est invariante sous H aussi et le méme argument que celui dans le

((); a91> un élément de A

théoreme de Hopf nous donnera I’ergodicité. Fixons alors a = (

et posons g, = (1?71 _()n> Si on définit ¢(g) =< Ty f, f >, alors ¢(a) = lim, o ¢(gn),

car
« 0
uangnug = 1/n Oé_l .

D’autre part, f est invariante sous U, donc ¢ est constante sur les doubles classes modulo
U et donc, comme g, est indépendant de a, on peut conclure que ¢ est constante sur
A. En particulier < T, f, f >= ||f||* pour tout @ € A (car ¢(a) = ¢(I2)). Comme T,
est unitaire, ||T,f|| = ||f|| et donc I'égalité précédente est une égalité dans l'inégalité de
Cauchy-Schwarz. En particulier, T, f = ¢f pour une constante c. Il suffit de revenir a la
relation < T, f, f >= ||f||? pour s’apercevoir que ¢ = 1. Donc T, f = f pour a € A. Cela
montre bien que f est invariante sous A et permet de conclure. ]

Théoréme 3.3 (Hedlund). Soit ' un réseau de SLa(R) et soit p une mesure de probabilité
sur X qui est invariante sous l'action des flots horocyclique et géodésique. Alors le flot
(X, A, 1) est mélangeant si le flot (X,U, p) est ergodique.

Démonstration. Clairement, il suffit de montrer que si f, g sont bornées et uniformément
continues sur X, f étant de moyenne nulle pour la mesure y, alors

Jim 1) = [ faa)g(e)du(z) = 0.

Soit € > 0 et § < 1 tel que |g(x) — g(y)| < e sid(x,y) < d. Soit

Sf(y,t):;/xf(yus)d&

Les théoremes de Birkhoff-Khintchine et Egoroff fournissent ¢g > 1 et un ensemble Y tel
que u(Y) > 1 —¢ et |Se(y,t)| < € pour tout t > ty et y dans Y. Observons alors que
pour e?§ > to on peut écrire grace aux relations de commutation et au fait que p est U
invariante

6
I(t) = (15/0 /Xg(wus)f(musat)d,u@)ds
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L’uniforme continuité de g assure que la derniére quantité s’écrit

glz) [°
/X 5 /0 f(ra_jueag)dsdp(z) + O(e - || fllo)-

Un changement de variable dans 'intégrale montre qu’on peut encore écrire

I(t) = /Xg(x)Sf(aca_t, § - e2Mdu(z) + O(e).

Dans la derniere intégrale, la contribution des x tels que xa_; ne soit pas dans Y est
majorée en valeur absolue par || f|co||g||o0, donc

I(t) = /Y g(z)Ss(wa_y, e 8)du(z) + O(e).

Enfin, par construction de Y, la derniére intégrale est un O(e). Cela montre bien que I(t)
tend vers 0 . O

3.3 Démonstration du théoréme de Eskin-Mc. Mullen

Montrons maintenant le théoreme de comptage. Pour cela on va utiliser une idée présente
dans la these de Margulis et présentée dans une situation beaucoup plus générale dans [3]

Théoréme 3.4 (équi-distribution des spheres). La projection du cercle hyperbolique Cr =
{z € H|d(z,i) = R} devient équi-distribuée quand R — oo, i.e si f appartient o C.(SLa(Z)\H)

alors )
- fﬁ/ﬁ f(2)dedy o,
I(CR) /CR SLo(Z)\H (=)dwdy/

I(CR) étant la longueur du cercle Cr, vu dans SLo(Z)\H.

Démonstration. Considérons la petite déformation de K = SO(2) dans G :
V(8) = K - {as|[s| < 0} - {uelft] < 6}

et fixons f comme dans ’énoncé du théoreme. Soit f; son relevé a SLy(Z)\G défini par
fi(g) = f(g.i). Le caractere mélangeant du flot géodésique assure que pour s — oo on a

1 / 5 f1:/ f(z)dzdy
Vol(V(6) Jv(s)as SLa(Z)\SLa(R) SLyzNH Y

D’autre part,

/V((S)aR fr= /ge\/(a) flgars).

Mais si g appartient & V() on a g = kuias avec |s|, |t] < 0 et donc d(gagr.i, kagr.i) =
d(utasyp.i,ar.i) = O(9), donc gag.i est a § pres de C'g. Si on observe de plus que la forme
linéaire .
= oy | faard)
Vol(V(9)) Jgev(s)
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définit une mesure de probabilité sur H, clairement invariante sous K = SO(2) et dont le
support est inclus dans un voisinage de Cg, il devient clair que

1 1
Vol(V(9)) /V(a)aR fi= I(CR) Jey, I

En combinant ces deux relations, on obtient bien le théoreme d’équi-distribution des
spheres. O

Montrons comment a partir de ce théoreéme on peut démontrer le théoreme de comptage.

Fin de la démonstration du théoréme de comptage. Soit Dy le disque hyperbolique de rayon
R centre en i et soit N(R) le nombre d’éléments de SL2(Z) contenus dans Dpg, c’est-a-
dire le nombre de matrices g dansSLy(Z) telles que d(g.i,7) < R. Un calcul facile montre
que [(CR) est équivalent & l'aire de Dp et que les deux sont équivalents & Cef* pour
une constante C' pour R — o0o. Soit maintenant fy une approximation de 'unité autour
de i, c’est-a-dire une fonction positive d’intégrale égale a 1, dont le support est dans un

e-voisinage de i. Posons
Z fo(v.2).

v€SL2(Z)

Par ce qu’on vient de montrer,

—_ f(2)dzdy/y? — f=1
aire(DR) Jp, () / SLo(Z)\H

D’autre part,

f= > foWZ)

Dr ~ESLy(Z)

et donc cette quantité est comprise entre N(R)(R +¢) et N(R)(R — ¢). En mettant bout
a bout tous ces arguments, on obtient bien que pour une constante C' on a N(R) ~ Cel.

R . b .
Il ne reste plus qu’a observer que pour une matrice g = <Z ) on a d(g.i,i) = 2Inr avec

d
r2+ %2 = a? 4 b% + ¢ + d? (petit calcul facile laissé au lecteur) et on peut conclure quant
a la démonstration du théoreme de comptage. O

3.4 Esquisse de la démonstration de la conjecture de Raghunathan

Le but de cette partie est de présenter sans trop de détails techniques les idées de la
démonstration de Ratner [9] . Ceci permettra au lecteur d’avoir un fil directeur de cette
démonstration, assez longue et compliquée. Toutes les affirmations faites dans cette partie
seront démontrées dans les sections suivantes. Soit donc I un réseau de G = SL(2,R) et
une mesure de probabilité ergodique pour 'action du flot horocyclique. Soit m la mesure
(de probabilité) de Haar sur X = I'\G. Soit enfin un point x d’orbite non périodique
sous ’action de U et une fonction uniformément continue bornée f sur X. Le but est de
démontrer que pour une certaine suite ¢, — co on a :

lim 1 " f(wut)dt—/ fdm. (3)
X

tp—00 tTL 0
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Comme on le verra dans la section suivante, ceci entraine facilement la conjecture de
Raghunathan pour les mesures ergodiques sous le flot horocyclique (modulo une caracté-
risation des points dont l'orbite est périodique, qu’on trouvera dans le lemme 3.3).

Pour démontrer (3), commencgons par quelques notations, qui seront utilisées tout au
long de la démonstration :
— la moyenne temporelle de f le long de 'orbite de x est

t
St(x,t) = % -/0 f(zus)ds.

— un rectangle autour de € G (dans la suite, on identifiera tres souvent x € G et son
image dans X) sera un ensemble de la forme

W (z,8) = {za-hy||b| < &,|7| < 6}.

— une boite V(z,d) autour de x sera définie comme 'union des orbites des points se
trouvant dans le rectangle W (z, J), i.e

V(z,0)= |J {yusl0<s<a(y, 1)},
yeW (z,6)

ou a(y, s) est le temps que y met pour atteindre la feuille zus AH (voir la figure 7).

Il est bien clair qu’une telle boite est d’intérieur non vide et donc a une mesure de Haar
(dans SL(2,R)) strictement positive. Simplement en regardant le dessin, on observe que
pour tout ¢ < dp assez petit, la partie de la trajectoire de tout point du rectangle Wz, ¢)
jusqu’au moment ¢ = 1 est incluse dans le prisme de la figure 7. Elle va couper W (zu1, 106)
en un instant a(y, 1) et plus généralement elle coupe apres U'instant 0 < s < 1 la feuille
W (xus, 109). Le calcul montre que application yuqy ) — Tus ne change pas notablement
les longueurs calculées sur les trajectoires. Sur une durée courte les trajectoires sont donc
trés sembables !

Mais l'intérét est de suivre les trajectoires sur une durée de 'ordre de ¢ pour comparer
les moyennes de f sur les deux trajectoires. Malheureusement, si ’on suit sur une telle
durée, il faut énormément élargir le rectangle autour de zu; (voir figure 9). On perd ainsi
Iinformation, car & partir d’un moment les trajectoires ne se ressemblent plus! On peut
s’en sortir en se servant du flot géodésique : il suffit de faire une conjugaison par a,,
avec 7 = % Ainsi, les rectangles gardent leurs largeurs, (au moins dans la direction U)
les longueurs sur les trajectoires restent presque les mémes et on peut les suivre jusqu’a
I'instant ¢. Par conséquent, on va utiliser ’application x — xa, pour changer le paysage

et on va poser
1)
W(z,6,t) = W(zar,d)a_r = S zahp||T| <6, |h| < T
soit encore un rectangle autour de z (comme on s’y attendait...). De méme, on définit
a(y, s) = to <ya7, ;) avec 0 < s <t.

Enfin, pour utilisation future, posons

‘/8(97 0, t) = {yuat(y,w)’y € W(g,é,t),O <w< 5}
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Fi1G. 7 — Proximité des trajectoires sur de courtes durées
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si 0 < s <t. L’avantage, c’est que ’application

1/15(9, tv 6) : yuaz(y,&’) = Zuat(y»s)
ne modifie presque pas les mesures le long des trajectoires, au sens

X(¥s(B))
pour tout B inclus dans la trajectoire de y, x étant la mesure de Lebesgue le long de
chaque trajectoire. Encore plus important, tout sera uniforme en t et y,z € W(x,d,t).
C’est ceci qui permet de montrer que la moyenne de f sur lorbite de y incluse dans
Vs(x,,t) ne differe pas essentiellement de celle sur 'orbite de z : pour tout € > 0 il existe
un 0 > 0 ne dépendant que de f et € tel que pour tout ¢ > 1 et tous y,z € W(x,d,t) on

ait [S7(y, aly, 1) — Sy (y. a(z.1)| < <.

Le théoréme de non divergence des trajectoires sous le flot géodésique (proposition
2.6) montre qu’il existe un compact K de X, une suite 7,, tendant vers infini et telle que
za, € K pour tout n. Ceci nous fournit un candidat pour la suite ¢,, dans (3). On prendra
t, = €2™ et on montrera que pour cette suite on a bien (3) pour toute f uniformément
continue et bornée sur X.

Soit g € G tel que I'g = z et regardons les boites V., (g, 9, t,) autour de g. Elles sont
obtenues a partir des boites autour de g, = ga,, par la conjugaison par le flot géodésique
décrite précédemment. Grace au fait que les xa,, restent dans un compact, on peut trouver
n > 0 tel que la projection de chaque telle boite dans X soit de volume plus grand que 7.
D’autre part, I'ergodicité du flot horocyclique nous assure qu’il existe un ensemble E de
mesure plus grande que 1 — 7 tel que les moyennes de f le long des orbites de points de
E sont uniformément proches de [ x Jdm. Le choix de n montre qu’il existe des points de
Vet, (9,9, tn) qui sont aussi dans E. Les orbites de tels points sont équi-distribuées (au sens
decrit avant : proche de la moyenne de f de long de X) et les moyennes de f le long de
telles orbites sont proches de la moyenne de f le long de l'orbite de x, par 1’équi-continuité
des moyennes démontrée dans le paragraphe précédent. Un petit calcul montre alors que
S¢(x,t,) reste aussi proche de [ fdm et permet de finir la démonstration du théoréme
de classification des mesures.

3.5 La famille de fonctions «(y, s)

On démontre ici quelques résultats quantitatifs concernant le temps de voyage a4(y, )
d’un point y proche de z. A l'aide de ces estimations, on peut démontrer un résultat
d’équicontinuité des trajectoires, qui est I’objet de la proposition 3.4, le résultat principal
de cette sous-section.

Supposons que s n’est pas trop important(méme 0 < s < 1) et considérons le rectangle
W (zus,109). Intuitivement, il est clair que si 'on part d’un point y tres proche de x (au
sens y € W(z,9)), au bout d’'un certain temps 7', on va tomber dans le piege W (zug, 104).
On va appeller ce temps T' = a(y, s). Il est aussi clair que si ¢ est suffisamment petit, T
ne differe pas trop de s, le temps que x met pour atteindre la méme feuille. Pourtant, a
cause de la divergence des trajectoires, on aura besoin de calculs explicites de a(y, s) et
de la divergence transversale (i.e : dans les directions A et H) induites par le voyage de y.
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Ylay(y.t)
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Tl oy (2,s) /

Ylay(y,s)

FiG. 8 — Figure 7 apres conjugaison par le flot géodésique
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Dans cette région, les moyennes de f sont presques égales

Tuty,

/

/

Vet, (g, 6,1,) étant de mesure
suffisamment grande, il contient un
point zn d'orbite bien distribuée

Yn A \Les différences sur le comportement dans cette region sont
- petites ! On n'a fait que <t;; du voyage et f est bornée!

Fic. 9 — Point équidistribué proche du point de départ
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La condition que le point y = za;hy € W(x,d) touche la feuille zus AH apres le temps
a(y, s) est
Yla(y,s) = TUslr(y,s)Rb(y,s)

pour certains 7(y, s),b(y, s). Un calcul explicite montre qu’en fait la relation précédente
équivaut a :
s

aly,s) = 27 — sb

,7(y,s) = In(e” — sbe™T),b(y, s) = b(1 — sbe™27).

On voit déja dans cette relation que nos prévisions étaient justes : a(y, s) & s si y est tres
proche de z (i.e :|7| et |b| sont petits). On a expliqué dans I'esquisse de la preuve que cela
ne fournit pas la meilleure solution et qu’il vaut mieux conjuguer par le flot géodésique.
En regardant les formules introduites dans ’esquisse de la démonstration, on s’apercoit
que du point de vue formel, les modifications se "réduisent” & remplacer b par b/t, car si

I’'on pose r = h‘Tt, I'image du rectangle W (z, ) par le flot géodésique devient le rectangle

W(z,d,t) = W(za,,d)a_, = {$a7hb||7'| < 0,[b| < (z} ,

la fonction o devient oy (y, s) = ta(ya,, §) et la boite V(x, ) se transforme en

V(z,0,t) = V(zay,d)a_,.

Montrons a présent qu’on avait bien prévu arrivée de y dans le piege W (xusg, 104,1t)
pour § assez petit :

Lemme 3.1. Il existe dg > 0 tel que pour tous ¢ > 0,s € [0,t],5 < dp et y € W(z,0d,1),
on ait
YU, (y,5) € W (zus, 100,1).

Démonstration. En utilisant la définition de ay(y, s) et les formules obtenues avant pour
a(y, s), 7(y, s),b(y, s), on obtient facilement les formules suivantes : si

y =zarhy € W(x,6,t),
t
alors

T t

s sb __ sb o,
a(y,s) = 62j,bt(y,s) =In (eT — 76 ) T (y,8) = (1 — 2 > .
t

On a clairement

In <eT — 626_7> <In (65 + (566> <20

et
b s ) 106
71—7b—27) <2014 6e¥) < =2
‘t( o) 1= = =
si5<%. On peut donc prendre 50:%. O

Dans la suite on note a(y,t)=a(y,t). Le résultat suivant est essentiel dans la démons-
tration de la proposition qui suit :
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Lemme 3.2. Pour tout € > 0, il existe §(¢) > 0 tel que si 0 < § < d(¢), on a |a a(y,s) —

1| < € et cela uniformément en y € W(x,0,t), s €]0,t] et t > 0. De plus, ] yt) -1 <e,
pour tout t > 0 et tout y € W(«x, d,t).

Démonstration. En effet, si y = za,hy alors
t

0
9s Y _(eQT—fb)2'

On a alors
gat(y, s)—1| < ;(646 — €2 4+ 26 + 6%) = (9).
0s = (e720 - §)2
Comme lims_g9(d) = 0, existence de §(g) est maintenant claire. De plus, I'inégalité
a(y,t) -
] P 1| < € est triviale, car

t5>/ Ly, s) — 1|ds > Jae(y, t) — 1]

On peut maintenant démontrer la premiere étape essentielle du théoreme de Ratner :

Proposition 3.4. Pour tout € > 0 et toute fonction f : G — R uniformément continue
bornée, il existe d(e, f) > 0 tel que

‘Sf(yv Oé(y,t)) - Sf(xvt” <§g,

et cela pour tout t > 1, 6 < (¢, f) et y € W(x,d,1t)

Démonstration. Observons que s — a;(y, s) est un C* difféomorphisme & ¢,y fixés. Donc
par un changement de variable on a :

Sr(y, ay,t) /fyuoztys at(y, s)ds

a(y, )

Mais si § < d(e) (donné par le lemme 3.2) on a uniformément

0
|f(yuozz(y s))a (ya ) f(yuoct(y,s))| < EHfHOOa

’ o‘(y’t) _
t

donc, comme 1] < &, on a aussi

flle_ _ < Dflle
aly,t) = 1-—¢

1 t
|Sf(y,a(y,t)) - Oé(yt)/() f(yuat(y,s))d8| <

D’autre part,

1 t
5w /0 fytonty.)ds / F (Wt .0 ds| <
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1
a(y,t)

Enfin, il reste & montrer que %fg f(Yuq,(y,s))ds est proche de %fg f(zus)ds si d est petit.
Par uniforme continuité de f, il existe d; tel que si 6 < &1 et y,z € W(x,J), alors

1f(2) = f(y)l <e.

Par le lemme 3.1 il existe do tel que yuq,(y. s
tout s € [0,t], t > 1 et y € W(x,do,t). Donc

1 €
— —|t < — .
1l flloo < =1 £loo

y € W(zus, 61,t) C W(zus,01) (sit > 1) pour

‘f(yuat(y,s)) - f(xus)’ <e

pour t > 1, y € W(z,dp,t). Donc
1 [t 1 [t
‘t\/l] f(yuat(y,s))ds - t/g f(xus)dS’ <e€

Les trois inégalités précédentes montrent bien qu’on a

1Sy, aly, 1)) = 87, 0)] < (141 fll0)

desquet > 1,5 < min(dp,d1), y € W(z,J,t). Ceci finit la démonstration de la proposition.
O

3.6 Fin de la démonstration de la conjecture de Raghunathan pour les
mesures

Soit I' un réseau de G = SL(2,R) et X = I'\G. Soit m la mesure de probabilité
G-invariante sur X.

Théoreme 3.5. Supposons que pour tout x € X non périodique et pour toute fonction
f € Ce(X) il existe une suite t,, — oo avec Sy(x,t,) — [y fdm. Alors toute mesure de
probabilité sur X ergodique sous le flot horocyclique, soit est la mesure de Haar m, soit
son support est sur une orbite périodique.

Démonstration. Soit u une telle mesure et soit f € C.(X). Par le théoreme de Birkhoff,
pour p-presque tout z € X on a

lim Sy(z,t) :/ fdpu.
t—o0 X
O

Lemme 3.3 (points périodiques). Soient x1,xa, ..., x, les pointes de I" et soient g; € G
tels que g;.00 = x;. L’ensemble de points x de X dont I'orbite sous le flot horocyclique est
périodique est exactement Per = J; | I'g;AU.

Démonstration. Soit = I'g un point d’orbite périodique, donc 3¢ > 0 et v € I tels que
gus = vg. Mais alors ¥ = gusg~ " est un élément parabolique de I fixant g.co. Le théoreme
de structure des domaines fondamentaux nous fournit alors un ¢ et un 7/ € I' tels que
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g.00 =v".x; = 7'g;.00. Donc g, 1y/=14 fixe I'infini, donc ¢’est une matrice triangulaire T' et
+'~1g = g;T. Ceci montre une implication. Pour la réciproque, soit g = ¢;T avec T = a,u,.
Soit «y; un élément parabolique de I fixant z;, donc pour un certain ¢y on a g, 1’yl-g,~ = U,
Alors

FgZT'LLt — nguteZ-rT — ngut0+t627'T - ngTut_;’_tOefZ‘r,
donc I'g est périodique.

Retournons maintenant a la démonstration du théoréme. L’ensemble Per introduit dans
le lemme est mesurable et clairement U invariant, donc il est de mesure pleine ou nulle.
Si on est dans le premier cas, comme chaque orbite périodique est compacte, p a son
support sur une orbite périodique. Dans le second cas, la mesure de Per est nulle et alors
I’ensemble des x pour lesquels

lim S¢(x,t) :/ fdup
t—o00 X

contient stirement un point non périodique . On applique 'hypothese du théoreme a ce
point et on conclut que [ fdm = [ fdu. Comme f a été quelconque, on peut conclure.
O

Dans la suite, on fixe un point x non périodique et f dans C.(X) uniformément continue
sur G (pour simplifier, dans la suite on notera aussi f le relevé de f a G). Grace au théoréme
précédent, il suffit de construire une suite ¢, — oo telle que :

nlLH;OSf(x,tn) = /dem. (4)

Comme expliqué dans l'esquisse de la démonstration, un candidat serait la suite t,, =
e?™  ou 7, est choisi tel que za,, reste dans un compact K de X (voir la proposition 2.6)
. La partie difficile (au moins du point de vue technique) est de montrer que pour cette
suite on a bien (4 ). Commengons par un résultat simple :

Lemme 3.4. Soit f appartenant a C.(X), t, — oo et n > 0. Il existe un ensemble E avec
m(E) > 1 —n et tel que pour tout € > 0, [S¢(y,tn) — fX fdm| < e pour n assez grand,
uniformément en y € E.

Démonstration. Le théoreme de Hedlund concernant ’ergodicité du flot horocylique com-
biné avec le théoreme ergodique de Birkhoff nous donnent un ensemble B de mesure au
moins 1 — 4 tel que S¢(y,tn) — [y fdm simplement sur B. Le théoréme d’ Ergoroff
nous assure qu’il existe un sous ensemble E de B de mesure au moins 1 — n sur lequel la
convergence est uniforme. O

Dans toute la suite, on fixe ¢ > 0 et g € G tel que I'g = x. Soit 7 la projection canonique
de GG sur X. La compacité de K et le fait que I' est discret permettent de choisir Jo tel
que si 0 < 0 < & et si m(u) € K, alors 7|y (,,5,1) est injective. De plus par la proposition
3.4, on peut choisir d3 < Ja tel que si 0 < 0 < d3 et siy € W(g,d,t) (t > 1) alors

1S¢(y, a(y,t)) — Sy, t)] < e.

Prenons § = %3 > 0.
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Lemme 3.5. Avec les notations présentées dans ’esquisse de la démonstration,

17/ = nf m(7‘r(V5(2,5, 1))) > 0.
r(2)eK

Démonstration. Soit ¢(z) = m(m(Vz(z,6,1))). Comme m est réguliére, ¢ est continue. La
G-invariance de m montre de plus que ¢ est constante sur les classes a droite modulo
I'. Enfin, V.(z,0,1) est un voisinage de z et comme les ouverts ont des mesures de Haar
strictement positives (ceci est un résultat classique concernant les mesures de Haar sur un
groupe localement compact), on a ¢(z) > 0. La compacité de K et les arguments antérieurs
sont suffisants pour avoir 1 > 0. O

i 4. & suiv. > vai
Soit F comme dans le lemme 3.4 . L’ennoncé suivant montre exactement ce qu’on avait
prévu dans ’esquisse de la preuve : en coupant les trajectoires au niveau et,,, on obtient
des boites Vz, (g, 9, t,,) de volumes suffisamment grands pour contenir au moins un élément
de F.

Lemme 3.6. Il existe une suite s, de [0,¢t,] telle que en posant z, = 7(yp)
pour un certain y,, € W(g,0d,ty), on ait z, € E.

uatn(ynysn)

Démonstration. Ceci est bien sir équivalent a w(Vz, (g,0,t,)) N E # @. Comme m(E) >
1 —mn, il suffit de vérifier que m(w(Vz, (g, 9,t,))) > n pour tout n. Or

‘/;tn (97 57 tn) = V;:‘(ga"rn 5 57 1)a7’7'n7

donc
m(ﬂ-(‘/&tn (g’ 5a tn) = mTr(Vf(gaTn’ 55 1)7

car m est G-invariante. Enfin, 7(ga,,) = za,, € K, donc par le lemme précédent
m(n(Ve(gar,,0,1) > n.

O]

Sachant que z, n’est pas tres loin du point y,, (y, a voyagé seulement et,, secondes pour
arriver en z,) et que son orbite est proche de [ + fdm (car il est dans E), il est naturel
de penser que Sy(z,t,) ne sera pas tres différent de f  Jdm. C’est précisement ce que le
résultat suivant affirme.

Lemme 3.7. [S¢(2,t,) — [y fdm| < 4e(1+ || f]loc)-

Démonstration. La proposition 3.4 nous donne

’Sf((]?,tn) - Sf(ﬂ-(yn)ya(yn?tn)” <e.
D’autre part,
1S5 (7 (g, (g ta)) — /X fdm| <

|Sf(2na tn) - /X fdm| + |Sf(7r(yn)a tn) - Sf(zm tn)‘ + |Sf(7r(yn)a a(yna tn)) - Sf(ﬂ-(yn)v tn)|a
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donc
1S5 (w(yn), a(Yn, tn)) — /X fdm| < 4e +[Sp(m(yn), tn) — Sf(2n, tn)]-
Enfin, un changement de variable montre que

(077% (yn» Etn)

n

1S5 (@ (Yn)s tn) = S¢(2n, tn)] < 2 [flloo < 4el|floo-

Les trois inégalités précédentes mises ensemble montrent bien le résultat désiré. O

Les étapes de I'esquisse de la démonstration étant rigoureusement démontrées, on peut
(enfin!) affirmer que la conjecture de Raghunathan est démontrée pour SLo(R).

3.7 Démonstration de Babillot

On commence par établir une convergence ponctuelle d’une famille de fonctions. On dé-
montrera apres que cette famille est équi-continue. Cela permettra d’appliquer le théoreme
d’Ascoli pour terminer la démonstration. Cette approche est largement inspirée de [21] et

2].

Théoréme 3.6 (Sarnak). SoitI" un réseau de G = SL(2,R) et X =I'\G. Soit¢p: X — R
une fonction continue a support compact. Alors

1
lim/ qﬁ(musa_t)ds—/ odm,
t= Jo X

m étant la mesure de probabilité G-invariante sur X.

Démonstration. Le probleme est de passer d’une intégrale sur [0, 1] & une intégrale sur X.
L’idée est de remplacer ¢(zusa—_;) par la "moyenne" de ¢p(xgusa_;) sur un voisinage V' de
I5. Cela permettra, via le théoreme de Fubini, d’utiliser la propriété de mélange du flot
géodésique. Admettons pour instant qu’on a construit une famille V. de voisinages de Iy
et une famille de mesures de probabilité my sur Vi telles que :

1. a;Via_y CVy, pour tout ¢t > 0 et k;
2. sup,ey, da(I2,9) < 0k, avec dy choisi de sorte que [¢(x) — ¢(y)| < 1 sidg(z,y) < 6.

3.

1

1
|, Sadsimite) = s [ symiz)

pour toute fonction intégrable f. On a noté Wy = {usg|0 < s < 1,9 € Vi }. Soit aussi,
pour simplifier,

1
ft(l“):/o d(rusa_i)ds.

On aura alors d’une part les estimations :

fe(z) — /Vk /01 P(zusga—i)dmy(g)ds

1
< [ Moo - [ dugadmiolds
0 Vi

1
< [ [ lotwua) ~ owu.ga_s)ldmi(g)ds.
0 Vi
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Mais
da(zusa—_y, rusga—_y) = dg(lz, arga—y) < g

par les propriétés 1 et 2. Donc

|p(zusa—r) — p(xusga_t)| <

=

pour tout s € [0,1] et tout g € V. Les inégalités précédentes montrent alors que

| =

1
fule) — /0 [ (auga_imi(o)ds] <

et il nous reste & comparer fol Jy, d(zusga_i)dmi(g)ds & [y ¢dm. Par construction,

! 1
/0 ” d(zusga_y)dmy(g)ds = m ” d(zga_y)dm(g)
— 7 [ W tayai)dm(y).

En utilisant la propriété de mélange du flot géodésique, la derniére intégrale converge vers

[ it [ otedm =m(wi)- [ odm.

Cela permet de conclure. Il nous reste maintenant a démontrer 'existence de Vj et de
my. Posons Vi, = {hpas||b|] < 7k, [t| < 71}, pour un choix convenable de ry. Les rela-
tions fondamentales nous assurent que a,hpaia—, = hy.—2ra; et donc la propriété 1 est
vraie. De plus, un choix convenable des 7y, assure que supey, dg(l2,9) < 0x et donc la
deuxieme propriété est aussi vraie. Il ne reste plus qu’a construire les mesures my. Défi-
nissons T'f(g) = fol f(usg)ds pour f € C.(Vy). On sait que pour tout ¢ € C.(V}) on peut
trouver f € C.(Vj) telle que T'f = . Si on définit

1
= | fl@)dm(z),
m(Wk)  Jw,
on vérifie facilement qu’on définit une forme linéaire continue sur C.(Vj). Le théoreme de
représentation de Riesz fournit maintenant la mesure my, qui satisfait par construction la
propriété 3. O

u(yp)

Théoréme 3.7 (Babillot). Soit T' un réseau dans G = SLao(R) et ¢ une fonction unifor-
mément continue bornée sur X. Alors la famille de fonctions (fi)i>o définie par

1
ft(x):/o d(rusa—_s)ds

est équi-continue.

Démonstration. On cherche & majorer |fi(x) — fi(zg)| indépendamment de t pour x fixé
et g € G proche de I5. Ceci nous ameéne a considérer I'écriture gus = tq(g,s)0r(g,s)P(g,s)-
Les mémes calculs que dans le début 3.4 montrent que «, 7, h sont des fonctions C'*° de
(g,s). Clairement, xgusa_t = xuqa_tarhy—2c est dg proche de zuga—_;. De plus , pour
tout € > 0, il existe § > 0 tel que si dg(z,y) < J on ait |p(z) — ¢(y)| <e. On a

da(zgusa_, zuga—_y) = dg(Ia, arhye—2t) < 8
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pour tout ¢ > 0, tout s € [0,1] et tout g € V, pour un certain voisinage V' de I5. Ceci
permet d’écrire :

i) — fulwg)) < |fula / o(wtaa_r)ds| + | / (ttaa—t) — $(egusa—t))ds].

La deuxieme quantité est majorée par 2¢ par uniforme continuité de ¢. Il reste a vérifier
que, quitte a diminuer V', on a :

| fe(x / d(ruqa—_i)ds| < 2e

pour tout t > 0 et tout g € V. Un calcul immédiat montre cependant que la paramétrisa-
tion s — a(g, s) est arbitrairement proche pour la convergence C! de la paramétrisation
s — s, ce qui, par un changement de variable permet de conclure. ]

Présentons maintenant comment on peut finir la démonstration du théoreme de classifi-
cation des mesures en utilisant les deux résultats précédents. Soit x € X un point d’orbite
non périodique. Le théoreme de non divergence sous le flot géodesique (proposition 2.6 )
nous donne une suite ¢, telle que xa;, reste dans un compact K de X. Par le théoreme
d’Ascoli et les deux résultats d’avant, on sait que la famille f; converge uniformément sur
tout compact de X vers [  Jdm ,donc aussi sur K. En particulier

2tp

fe, (xay,) = 621%/0 f(xus)ds — /dem,

ce qui était le point clé de la démonstration du théoreme de classification des mesures. Il
suffit d’utiliser le théoréeme 3.4 pour conclure.

4 Le théoreme d’équi-distribution

4.1 Le lemme de retour a la maison

En 1971, Margulis a démontré le résultat suivant, concernant la non divergence des
semi-orbites sous I'action d’un groupe unipotent.

Lemme de Margulis. Soit ¢; un flot unipotent agissant sur SL(n,R)/SL(n,Z) = X.
Pour tout point x € X il existe un compact K C X et une suite t, — oo telle que ¢, x € K
pour tout n.

En utilisant les idées de Margulis, Dani [17] réussit & montrer un résultat beaucoup plus
général et plus quantitatif, qu’on appelle le lemme de retour a la maison et qui montre
qu’en fait toute orbite sous ’action d’un flot unipotent passe presque toute sa vie dans un
compact ne dépendant pas de cette orbite. Plus précisement :

Théoréme de Dani. Soit I' un réseau de G = SLa(R) et X = I'NG. Pour tout € > 0 il

existe un compact K C X tel que pour tout sous-groupe unipotent U = {us|s € R} et tout
point d’orbite non périodique x, il existe tg dépendant de x,e,U tel que pour tout T > tg

1 (T
/ XK (zug)ds > 1 —e.
T Jo
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4.2 Une démonstration particulierement simple : le cas de SLs(Z)

Commencons par quelques observations sur I’espace de réseaux sur R2. Soit R ’ensemble
de réseaux unimodulaires (i.e. le volume du parallélipipede fondamental est 1) de RZ.
Observons que G = SLy(R) agit naturellement a droite sur R par L.g = g(L). Cette action
est transitive et R peut s’identifier & SLo(Z)\ G par I'application SLy(Z)g —' g(Z?). On
peut donc munir R d’une topologie induite par cette application, SLa(Z)\.SLa(R) étant
naturellement muni de la topologie quotient. L’affirmation suivante est alors extremément
utile dans des problemes concernant les réseaux :

Critére de Mahler. Soit A une partie de R. Alors A est relativement compacte si et
seulement si infaca ven—goy V]| > 0.

On admettra ce résultat. Pour une preuve, le lecteur est renvoyé a ’excellent [19]. Dans
la suite, on notera [ la mesure de Lebesgue sur R et on fixera g € G tel que x = I'yg
n’a pas une orbite périodique. Soit u; un sous-groupe unipotent de G et fixons € > 0.
Considérons aussi une partition de Z? en Z orbites d’une famille de vecteurs e; = (a;, b;)
avec pged(a;, bi) = 1. Comme g n’a pas d’orbite périodique, le flot u ne fixe aucun vecteur
non nul du réseau engendré par g. Ce réseau est de volume 1, car g € G = SL(2,R). Soit

F(T)={0<t < Tl|xu; ¢ K.},

K. ={T'h inf > e}
(Thl _inf ol 2 <)

L’ensemble K. est un compact de X = I'N\NG par le critere de compacité de Mahler. 11
est clair que

F(T) = U {0 <t <T[['(gue)eill < e}

)

F1G. 10 — Le temps de passage dans un disque est proportionnel au rayon
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D’autre part, comme le point (gu;)e; se déplace & vitesse constante sur une droite, on
a bien, pour T assez grand (voir figure 10 )

S0 <t T (guided] < eh) < 3¢ 3U{0 < ¢ < T (gup)es]| < 1)) < 3eT.

La derniére inégalité vient du fait que les ensembles {0 < ¢ < T tel que ||*(gus)e;]| < 1}
sont deux & deux disjoints. En effet, sinon en posant v1 ="' (gui)e; et va =' (vug)ej, on
obtient ||vg|| < 1, donc l'aire du parallélogramme fondamental associé au réseau engendré
par v, v9 est strictement plus petite que 1. Mais elle est égale a ’aire du parallélograme
associé au réseau engendré par e;, €5, qui est clairement au moins égale a 1. Par conséquent,
il existe Ty tel que si T' > Ty on ait

({0 <t < Tlow, € K.}) > (1 — 62)T.

Cela montre bien le lemme pour SLy(Z).
4.3 Démonstration du théoreme de Dani dans le cas général
Quelques lemmes techniques
Commencons par un lemme assez simple, mais tres utile :
Lemme 4.1. Soit k un entier positif. Il existe un fonction i () telle que lim._,o dx(e) =0
et de plus pour tout intervalle I de R et tout polynome f non constant tel que deg(f) < k

et || fllc(ry =1 on ait
[({z e I[[f(z)] < e}) < dr(e)lT).

Démonstration. Soit r = I({z € I||f(z)| < €}) et solent x1,z2,...,x541 € I tels que
|z; — x| > 57 pour tout i < j et de plus |f(z;)| < €. En utilisant la formule d’interpolation
de Lagrange on obtient

(2kl(1))"
O ERIBE S
donc on peut prendre 0 (g) = £1/k¢ pour une constante ¢ qui ne dépend que de k. ]

Dans toute la suite, fixons un sous-groupe unipotent S = {u(t)|t € R} de G, un point
x =I'g € X tel que l'orbite de x sous 'action de U n’est pas périodique. On rappelle aussi
que

Ei(r) = U 9iasUSO(2),

s>r
ou g;.00 = x; sont les pointes de I'. Soit ry suffisament grand tel que les w(E;(r)) soient
deux a deux disjointes.

Lemme 4.2. Soit € > 0. Il existe un r suffisament grand avec la propriété suivante : pour
tout v € I' et tout g € G tel que x = I'g n’a pas une orbite périodique sous U, ’ensemble

Ii(v,9) = {s € Rlgu(s) € vEi(ro)}

est un intervalle ouvert (a,b) et de plus
m({s € la, 7]lgu(s) € vEi(r +10)}) < e-m({s € [a,7]|gu(s) € VEi(r0)})

pour tout 7 appartenant a (a, b).
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Démonstration. Observons que la condition gu(s) € vE;(d) équivaut a l'existence d’'un
r > d tel que u(s)"lg7lvg; € SO(2)Ua_,. D’autre part, on a le lemme suivant :

Lemme 4.3. Une matrice A appartient & SO(2)Ua_, pour un certain r > d si et seule-
ment si ||Aer|| < e7%, ot e; = (1,0).

Démonstration. 1l est clair que si k € SO(2) et u € U, alors ||kua_rei|| = ||ua_re1]] =
e™" < e~ Réciproquement, soit A une matrice telle que ||Ae;|| < e~ Il existe donc une
matrice k € SO(2) et un r > d tel que kAe; = (e ",0). Mais alors la matrice de kA dans
la base canonique est triangulaire supérieure avec une diagonale (e~ ",€"), et donc kA est
dans Ua_,. La conclusion est alors immeédiate. O

Continuous la démonstration du lemme 4.2 . Compte tenu du lemme précédent, il est
naturel de considérer ’application

ft) =u(t) g ygi.er.

C’est bien sur une application affine. Montrons que f n’est pas constante. En effet, sinon
on aurait f(s) = f(0) pour tout s, donc g; 'y~ gu(s)"1g vg; est triangulaire supérieure
pour tout s. Le sous-groupe S étant unipotent, il existe h tel que hSh™' = U. Mais alors
9; Ly=1gh=1 est dans le normalisateur de U, qui est 'ensemble de matrices triangulaires
supérieures. En utilisant la caractérisation des points ayant une orbite périodique, on
conclut que x = I'g a une orbite périodique, ce qui est contradictoire avec le choix de
x. Par conséquent f est une application affine non constante. Comme I;(7y,9) = {s €
RJ||f(t)|] < e} et comme f est affine non constante, la premieére affirmation du lemme

est claire. Pour trouver r, il suffit d’appliquer le lemme 4.1 au polynome ||f(t)||?. O

Fin de la démonstration du théoréme de Dani

Considérons 1o et r comme précédemment. On va démontrer que le complémentaire
dans X de U m(E;(r+ 1)), appelons-le K, satisfait aux conditions du théoreme. On
sait déja que K est compact. Choisisons pour tout ¢ une famille vx(¢7) dans I' telle que
les ensembles (i) E;(ro) sont deux & deux disjoints pour des valeurs differentes de k et
telle que ces ensembles recouvrent I'E;(rg). Le lemme précédent montre que les ensembles
{s € R|gu(s) € vx(i)Ei(ro)} sont des intervalles ouverts (ax(i),bx(7)) (éventuellement
vides), deux a deux disjoints. Définissons Iy = (0,bx(7)) au cas ou 0 € (ag(i),br(7)) et
Iy = 0 sinon, Iy = (ag(i),t) si t € (ag(i),bx(7)) et ) sinon. Alors, le complémentaire de
K dans [0,t] est 'union disjointe des ensembles Iy N K, I; N K et (ar(7),bx(i)) N K, sur
tous les intervalles I = (ax(i),br(i)) de la famille F' des intervalles qui sont contenus
dans I'ensemble {s € [0, 1] tel que il existe i < n,zu(s) € 7(E;(rg))}. Par conséquent, en
utilisant les estimations du lemme précédent, on obtient :

m(ty < tlzuy, ¢ K) < m(ly) +¢- Z m(I) +em(l;) <m(lp) +e(t — to).
IeF

Donc pour tout ¢ suffisamment grand on a m(t; < tlzu, ¢ K) < 2et, ce qui est
précisément 'inégalité du théoréeme de Dani.
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4.4 Décomposition ergodique

Théoreme 4.1. Soit G un groupe localement compact, dénombrable ¢ l'infini agissant
sur un espace métrisable et localement compact X . Soit i une mesure de Borel sur X, G
invariante. Il existe alors un espace mesuré (Y,v), une partition (Xy)ycy de X avec des
ensembles mesurables G-invariants et des mesures vy sur X, de facon a ce que :

1) Uaction de G sur (X, vy) est ergodique pour presque tout y

2) Pour tout ensemble mesurable A de X, AN X, est v, mesurable pour presque tout y et

de plus p(A) = [y py(AN Xy)dv(y) ;

On admettra ce théoreme, dont le lecteur pourra trouver une démonstration dans[22] .
Expliquons juste pourquoi ceci est tout a fait naturel : Pespace M (G, X) de mesures de
probabilité G invariante est un convexe dans l’espace de mesures sur X et les mesures
ergodiques sont les points extrémaux de cet convexe. En effet, supposons d’abord que p
est une mesure ergodique et que u = apy + buo avec a,b > 0 et a+b = 1. Alors le
théoreme de Radon-Nikodym fournit une fonction f dans L'(dp) telle que du; = fdu.
Comme pu1 est invariante, f ’est aussi et par ergodicité f est constante. Ceci montre une
implication. Quant a l’autre implication, supposons que p est un point extrémal qui n’est
pas ergodique et soit A un ensemble invariant qui n’est pas de mesure pleine, ainsi que
son complémentaire. Il suffit alors de voir que p s’écrit comme combinaison convexe des
mesures restreintes a A et & X — A. Maintenant, le théoréme de Krein-Millman donne la
raison profonde de 'existence d’une décomposition ergodique, car tout compact convexe
est ’enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux (observer que M (G, X) peut étre
vu comme un sous-ensemble de la boule unité de Cy(X), par le théoréme de Riesz, cette
boule est compacte pour la topologie faible * par Banach-Alaoglu).

4.5 Fin de la démonstration d’équi-distribution

Dans la suite, on va fixer x € X et on va noter Cy(X) 'espace des fonctions continues
sur X, a valeurs réelles et qui tendent vers 0 & I'infini. On le munit de la norme uniforme.
Considérons les formes linéaires continues sur Co(X) définies par

¢
Tpi(f) = 1/0 f(zus)ds.

Clairement, T} ; est de norme au plus 1 et donc appartient a la boule unité du dual de
Co(X), qui est compacte pour la topologie faible *. 1l suffit donc de montrer que le seul
point d’adhérence (pour la topologie faible *) d’une suite 7} 4, pour ¢, — oo est la mesure
de probabilité de Haar sur X. Soit donc [ un tel point d’adhérence et notons que par le
théoreme de représentation de Riesz on peut trouver une mesure de Borel y sur X telle
que I(f) = [y fdp pour tout f € Cp(X). On a donc

1 tn
lim — f(CL‘US)dS:/ fdu
X

n—oo ty, 0

pour tout f.

Lemme 4.4. La mesure p est une mesure de probabilité sur X.
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Démonstration. Soit € > 0 et K un compact comme dans le théoreme de Dani. Prenons
¢ une fonction a support compact telle que 1x < ¢ < 1. Alors

1—e<Tpy,(1x) < T, ()
et comme Ty, (¢) converge vers u(¢) < u(X), on obtient bien p(¢) > 1 —e. Donc
n(X) =1

O]

Maintenant, le théoreme de décomposition ergodique nous donne une décomposition de
la mesure p sous 'action du groupe unipotent U. Le théoreme de classification des mesures
ergodiques invariantes montre alors que toute composante ergodique de p ou bien est la
mesure la Haar sur X ou bien a son support sur une orbite périodique, et dans ce cas c’est
la longueur normalisée sur 'orbite correspondante. Par conséquent, il suffit de montrer
que si z est choisi au depart de fagon a ce que son orbite ne soit pas périodique, la mesure
(par rapport a p) de I'union Y des orbites périodiques est nulle. Supposons le contraire

donc p(Y) > 0. Prenons 0 < ¢ < # et K un compact comme dans le théoreme de Dani.

Soit K’ un compact de Y de mesure au moins %.

Lemme 4.5. Pour toute fonction continue bornée ¢ sur X on a Ty, (¢) — [ @dp.

Démonstration. Soit € > 0 et considérons une fonction ¢ dans C.(X) telle que 0 <13 <1
et [y ¥dp>1—5. On a alors d’une part

Tt (0 — 09)| < el

pour n assez grand et d’autre part

Tx,tn(w-w)ﬂ/ @ - pdp.
X
Enfin,
Ty () — /X ] < 2l|l] + [T (- ) — /X )

Ceci montre bien que Ty, — [y ¢dp. O

En utilisant le lemme précédent on en déduit que

. 3u(Y
i T, (o) = [ > () > 250
X

n—oo

pour toute fonction continue bornée ¢ telle que > 1;. Soit aussi 7 tel que Ja, C X — K

et soit z = xa,. On a alors
3u(Y
lim Tz tne 27 (90) > IUJ( )

n—oo ’ - 4

si ¢ > 1ja; est continue bornée. En particulier, si ¢ est une fonction continue bornée sur
X telleque 0 <15 -9 < %Y), alors pour tout ¢ > 0 on a

)

Tz,t(lK) - Tz,t(¢) é 4
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3u(Y)

et de plus T, ; .-2-(1)) converge vers une limite ne dépassant pas 1 — =

wY)
2

, donc on aura

Tz,tne—2‘r (sz)) <1l-
pour n assez grand. D’autre part, par les inégalités précédentes on a aussi

Y
Tz,tne*%(lK) <1- M(4) <l-—¢

si n est assez grand. Le théoreme de Dani montre alors que z est d’orbite périodique, donc
x aussi. Ceci finit la démonstration.

5 Théoreme de Ledrappier et dualité

Le but de cette partie est d’utiliser les théoremes d’équi-distribution de Ratner et la

notion de dualité pour parvenir a la démonstration du remarquable théoréme de Ledrappier
[14] :

Théoréme 5.1. Si ' est un réseau de G = SLa(R), alors il existe une constante cr telle
que pour tout vecteur v dont Uorbite sous Uaction de T' est dense dans R?, pour toute
fonction f continue a support compact dans R — {0} on ait

lim L Z flyv) = a f(x)dx,

! _
T A ol Joz el

||l.I| €tant la norme euclidienne et dx la mesure de Lebesgue.

Ce qui est tout a fait remarquable dans ce théoreme est le fait que la mesure invariante
n’est pas invariante par le groupe I'! De plus, observons que méme si le cardinal de {7y €
T||lv|l| € T} est de l'ordre de T? (voir le théoréme de comptage 3.1 ), la normalisation
dans le terme de gauche est juste de 'ordre de T (ce qui montre encore que les éléments
de T' tendent & sortir tres vite de tout compact, en particulier du support de f). La
démonstration qu’on présentera dans la suite, suivant [15] , s’adapte immédiatement pour
traiter le cas d’autres normes que celle euclidienne. Signalons aussi que Ledrappier [1]
a étendu ce résultat pour des matrices de SLy(Q)) et que des résultats récents de [15]
généralisent ce type de théoreme de distribution dans des situations tres générales. Pour
plus de détails (qui sont d’ailleurs extrémement techniques) on renvoie a, [15] [1]. L’idée
de la dualité est de remplacer les problemes concernant les orbites sous ’action de I' sur
G /U par I’étude des U-orbites sur I'NG. Plus précisément, le théoreme de dualité peut
étre énoncé dans le cas de SLy(R) (pour le cas général on renvoie a [15] , théoreme 2.2) :

Théoréme 5.2 (dualité). Pour toute fonction positive ¢ continue & support compact dans
RAN{0} = G /U et pour tout vecteur v dont 'orbite sous I est dense, on a

> e [ lgadml)

el |yl <T lgll<T

m étant une mesure de Haar sur G normalisée de facon a ce que la mesure de Haar induite
sur le quotient I\G soit une mesure de probabilité.
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Presque toute la suite est dédiée a prouver ce théoreme de dualité. Comme on le verra,
le théoreme de Ledrappier en découle facilement.

5.1 Notations

Dans la suite, ¢ sera une fonction continue & support compact dans R>\ {0}, I" un réseau
de SLy(R) = G. Pour T > 0, on notera

Xr={g e X|lgll < T3,

ot X € {U,G,T}. Soit E =R\ {(z,y)|r =0} et
0
T:E— G, 71(x,y)= (i $_1> .
Posons
O R? z y\_ (=
siommN(00), o (V)= (1),

i.e 0(g) = ge1 pour g € G. Notons que o(gg1) = go(g1), que oot = Id et que I'application

{EXUH G

(e,u) — T(e)u

définit un homéomorphisme sur un ensemble de mesure pleine dans G. En effet, on vérifie

facilement que son image est
a b
{oclo= (2 0)ero}

I )]

Si du est la mesure de Lebesgue sur U (qu’on notera aussi L) et A est la mesure de
Legesgue sur R\ {0}, on peut donc définir une mesure m!' = L @ A sur une partie de
masure pleine de G. Un calcul facile montre que m! ainsi définie est une mesure de Haar
sur G. Normalisons cette mesure en une mesure de Haar dm sur G telle que la mesure de
Haar p induite sur le quotient X = I'\\ G soit une mesure de probabilité.

et que l'inverse est

On définit sur G la norme

b
||g||:\/&2—1—62+02+d2 pour g:<CCL d>'

On a [|gh|| < ||g|l||R]], pour tous g, h € G. Définissons
Ui lg] = {u € Ulllgull < t}.

et notons enfin 6(g9) = 7(0(g)) et uy = g~'5(g). Si 1 est une fonction definie sur U,
positive et telle que [;; ¢ = 1, on définit

f(g) = ¥(ug)p(a(g)).
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5.2 Démonstration du théoréme de dualité

Une réduction : Soit v un vecteur comme dans I’énoncé du théoréeme de dualité. Ecri-
vons v = o(go) et observons que quitte a considérer g, lu go (qui reste un groupe unipotent
et donc le théoreme de Ratner s’applique avec exactement la méme démonstration) et
quitte & changer ¢ et o en ¢’ et o’ tels que ¢'(0'(g)) = ¢(c(ggo)), pour lesquels les mémes
hypotheses restes valables, on peut toujours supposer gg = I3, ce qu’on fera dans la suite.

Commencons par évaluer la taille de U, [g} :

Lemme 5.1. On a L(U; [g]) = i” + O(1) pour t — 0.

Démonstration. Clairement, A, C Uy [g] C Ay ou

0 s 0 s
A= tulla (5 o)1= lolh e = fulla (o §) 1<+ lal).

Mais
0 s
lo (g o)1= sllota)
done t—llgl t+ gl
— 9 + 1|9
L(A1) =2 , L(Az) =2
o ()l llo(g)|l
et la conclusion est claire. O

Lemme 5.2. Soit n > 0 et K C G un compact. Il existe alors O un voisinage ouvert de
I5 tel que pour tous g € G,k € K,v € O, on ait

[kvgll ‘
SN
kgl

Démonstration. Montrons qu’on peut trouver O tel que sl < 1 4 n. Sinon il existe
gn € G ||, — L] < 1/net k, € K avec ||knvngnl > (1+n)|/kngn|l. On peut supposer que
ky converge vers k € K. Alors

1
A+ DEngnll < [knagnll + —llgnllllkall = nnlkngnll < llgnllllnll

De méme on peut supposer que

9n

lim = g € My(R)
=20 | gn||
avec ||g|| = 1. Alors on obtient
g k
a2 < 20 done kgl <
[lgnl

ce qui est absurde. Maintenant, quitte a diminuer O, on peut supposer que O C G et O
stable par ¢ — g~ . Alors pour tous g € G,k € K,v € O on a
[kl |kv g [kv"g]| 1 [kvg|

= <l+n= > >1—n donc >
[kv=tgll  [[kv~gll Ikgl| L+ [kgll




Dans la suite, on va supposer que supp(p) C E et on va considérer O comme dans le
lemme 5.2 , avec € = 1) (ou 7 sera choisi a la fin, mais en principe il est trés petit, méme
devant ¢) et K = 7(supp(p)). On supposera aussi que ¢ est positive et que supp(¢) C O.

Lemme 5.3.

Z plotn) < Z/U<1+ yr[6(7)] fﬁ/u*l)du

yel'r ~el

Démonstration. Observons que

Flgu™) = @(o(gu™)) e (ugy-1).
Mais

1

olgu ) = olg) ot ug1=ug'5(g) =uu, donc flgu )= p(o(g)(uuy).

aqu

Par conséquent, si

A=Uqynrla(g)], ona ‘/;fQU‘Udu=:w&dg» [ vy

par invariance par translation de la mesure dL = du. Le lemme sera demontré si on montre
que Aug O supp(vp) pour tout g € Gr tel que o(g) € supp(p). Mais si v € supp(¢), on a
v € O et donc

16 (g)vug ' < 15(9)ug lI(1 +n) = llgll(L +n) < T(L+n).
(noter que 5(g) = 7(0(g)) € T(suppp) = K). Donc vu,' € A et v € Auy.

On peut maintenant conclure : si v € I'r, on a aussi v € G et par ce qu'on vient de
démontrer, ou bien o(7) est dans supp(y) et alors

/ Flu)du > plo()
Uatmrle ()]
ou bien (7)) n’est pas dans supp(p) et alors
0=¢(e(7) < / Flyu™hdu.
Ua4nyrlo()]

Il ne reste plus qu’a sommer ces inégalités . ]

Lemme 5.4. Pour tout 7" > 0 on a
[ etotonama = [ | F(gu=")dudm(g).
Gr G Uﬁ [&(g)]

Démonstration. Observons que si g n’est pas dans Gr et si o(g) € supp(y), alors

U_t [6(g9)]ug N supp(y) = @.

T+
En effet, si v € O est un élément du terme de gauche, on a

T

vu;l eU_: [6(g9)] donc H&(g)vug_lﬂ < o7

1 do [a(gyuy || < T
+n
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c’est a dire g € G, ce qui est absurde.

Deuxiemement, si o(g) n’est pas dans supp(y), f est nulle sur la U orbite de g, car
o(gu) = o(g) et donc p(o(gu)) = ¢(o(g)) = 0 pour u € U, donc f(gu) = 0siu € U.
Ainsi, en notant Ay = Ut [5(g)], on a

+n

/G/Ag flgu ™) dudm(g) = /Ul(supp(m /Ag Flgu=Y)dudm(g)
L, Aot [ vt <

/ oo@)([  wwdu)dm(g) < / (o (g))dm(g).
Gr Gr

Lemme 5.5. Il existe un nombre fini d’éléments k1, ..., ky € K et un voisinage symétrique

de I, O tel que K € UY, kO et si z € k;0 on a Unsnyrle] C U2kl

Démonstration. On prend un O comme dans le lemme 5.2 correspondant & 7/2 on a alors
pour k € K et x € kO, Uqyprlr] C Uggy2rlk]. 11 ne reste plus qu'a prendre un sous
recouvrement fini de (kO)kex - O

En utilisant le lemme 5.5 et un argument de partition de 'unité, on peut supposer que
supp(p) C o(bO) pour un b € K. Alors pour tout v € I', () = 7(c(7)) € bO et donc
Unasnrlo(7)] C Ugqp)27[b]. Done, par le lemme 5.3 et cette observation

> et <X [ w <

~vyel'r ~yel ¥ ¥ (1+n) yrF(7)]
> / foudu= [ R
Uy 2t U

yel (1+7,)2T[b]

ol F est définie par F(m Z f(vg).
~yel

Le théoreme d’équi-distribution fournit un T} tel que si T" > T} on ait :

1 / 1
—_— F(rn(I2)u )du—/ Fdu <5/ Fdpu.
LUamprlb)) Ju,,, 20t X X
Donc
2T (1 4 1)?
> wlot) <+ D [ Fa)LUprlt) < [ Fin+epZ 0D
ol X X lo(®)l
pour 7' > T (par le lemme 5.1). Donc pour T assez grand, on a :
2(1 +n)%(1 +¢)?
S etot) < 50T [ Fay )
X

vel'r
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Mais comme supp(yp) C o(bO) et comme par le lemme 5.4 on a

o dm > u" D dudm ,
/G plolg))m(o) > /G /U oy Nl udm(o)

1+n

on en déduit que

-1 o
/G plola)dm() > /G /U %[b]f(gu dudm(g) =

Mais [, f(g)dm(g) = [x F(z)du(z) et
2T (1 —¢)
LUz b)) > ——— )
Vgl > oo
pour T' > Ty > Ti, et donc pour T' > T5, on a :

_201-g)
[ wtotananta) > Dt [ Fan )

En combinant (5) et (6) on voit que si ¢ > 1 est fixé, on peut choisir € suffisamment
petit et apres faire tendre 7 vers 0 dans les deux relations pour obtenir que pour T assez
grand on ait

> vl <c [ plolg)m' (o)

yel'r Gr

On montre par les mémes arguments que pour d > 1, on a pour 1" assez grand

> elo > g [ slotam’o)

Yel'r
Ceci finit la démonstration du théoreme de dualité.

5.3 Fin de la démonstration du théoreme de Ledrappier

Ayant établi de théoreme de dualité, déduire le théoreme de Ledrappier est juste un jeu
d’écriture. Posons encore v = o(go) et observons que

[, stootoonim= [ elotom) = | oy @

N /(E)/ll “1)|<T plo(zu))dudz = /E‘P(Z)L(UT(Z,QO_I))dz,

ou Up(z,g) = {ul||zug|| < T}. Une adaptation évidente du lemme 5.1 montre que

B 2T
o9l [le(2)]]
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avec des estimations uniformes sur les compacts. Le théoreme de convergence dominée

assure alors que
2T [ o(2)
w(go(go))dm ~ — 2 dz.
/GT [[v]| Jr2 []2]]

Il suffit de se souvenir qu’on avait normalisé la mesure de Haar m! pour avoir une mesure
de probabilité sur le groupe quotient pour avoir précisément 1’énoncé du théoreme de
Ledrappier.

Conclusion

Les travaux de Furstenberg, Dani, Margulis, Ratner ont ouvert un domaine assez fécond,
essentiellement celui de I’étude des problemes de théorie des nombres par des méthodes
de systemes dynamiques. Pour donner une idée de la profondeur des résultats obtenus
ces derniéres années (en généralisant les résultats présentés dans ce mémoire), citons par
exemple la démonstration par Margulis de la conjecture d’Oppenheim, des progrés remar-
quables vers la conjecture de Littlewood (affirmant que si a, b sont des nombres réels, alors
il existe une suite infinie d’entiers k,, tels que ky||aky]|| - ||bky|| tende vers 0, || étant la
distance a l'entier le plus proche) ou bien des méthodes de comptage des points entiers
dans des variétés algébriques, comme dans [24] . Et pourquoi pas, le trés récent résul-
tat de Terence Tao et Ben Green affirmant qu’il existe des progressions arithmétiques de
nombres premiers de longueur arbitrairement grande. Bien évidemment, il s’agit ici de
résultat extrémement profonds, qui sont tres tres loin du niveau de cet exposé qui se veut
tout a fait élémentaire. Mais nous espérons avoir montré que méme dans un cadre restreint
comme celui de SL2(R), on peut obtenir des résultats tout a fait non triviaux. On laisse
donc le plaisir au lecteur intéressé de plonger (injectivement!) dans I’énorme littérature
disponible, dont on n’a cité qu'une faible partie dans les références.
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