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Le XXeéme siecle marque notamment en mathématiques la naissance de 1’ana-
lyse fonctionnelle. A partir du moment ou Léon Lebesgue s’est attaché a construire
des classes de fonctions bien plus grandes que celles qu’on utilisait habituelle-
ment, la communauté mathématique prend conscience de I’importance que pour-
raient avoir les fonctions dites irrégulieres. Jean Leray et Serguei Sobolev sont
alors les précurseurs de la théorie des distributions, formalisée par Laurent Schwartz.
Celle-ci permet de voir les équations aux dérivées partielles dans un sens bien plus
faible que celui qu’on a usuellement, mais simplifie consid ?rablement leur réso-
lution.

Poincaré semble étre le premier a remarquer I’importance de champs de vi-
tesses discontinus en mécanique des fluides. En observant des tourbillons et des
écoulements, il remarque des turbulences, qui donneront a Jean Leray quelques
années plus tard 1’idée de considérer pour 1I’équation de Navier-Stokes des solu-
tions faibles, qu’il appellera « solutions turbulentes ».

A travers « Mouvement d’un liquide emplissant 1’espace », article publié en
1935, Jean Leray marque un cap. Grace a une méthode nouvelle de 1’analyse ma-
thématique, consistant a transformer I’EDP considérée en une bien plus simple
mais infiniment proche, et a en rechercher les invariants pour ensuite passer a la
limite, il démontre 1’existence de solutions faibles, c¢’est-a-dire au sens des distri-
butions, de I’équation de Navier-Stokes.

1 Schéma de preuve

La méthode que Jean Leray utilise pour déterminer les solutions de 1’équation
de Navier Stokes est nouvelle en 1935, et a été absolument fondatrice pour la suite
de I’analyse moderne. Nous allons ici en résumer les étapes, afin de donner une
1dée a quiconque qui n’aurait pas le temps de le lire a quel point cet article est fort
et astucieux pour son temps.

— L’équation de Navier Stokes s’écrit pour les fluides parfaits incompressibles
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Tout d’abord, I’équation de Navier Stokes est non linéaire, ce qui augmente
considérablement la difficulté de sa résolution. On ne peut appliquer par



exemple la formule d’inversion de Fourier pour trouver des solutions, cor-
respondant au moins a une condition initiale dans la classe de Schwarz.
Leray remplace alors le seul terme non linéaire, 2 savoir ( - §>)(7), par
un champ de forces 7, supposé connu.

Il applique ensuite ce qu’on appelle la méthode de Green pour I’équation
linéaire et arrive a trouver des solutions sous la forme d’intégrales qui dé-
pendent bien sur du champ de force 7 ; I’étude de ces intégrales lui permet
d’établir une relation intégrale spatiale treés précieuse pour la suite, appe-
lée relation de dissipation de 1’énergie, mettant en scene trois quantités : la
norme de  dans L2, celle de son gradient, et le produit scalaire dans L? de

D (1) par X (-, 1).

Ensuite Leray repasse a I’équation de Navier Stokes en remplagant dans les
relations intégrales % par (- 3)(7) Il utilise en fait une méthode a
priori, ou d’analyse-synthese : il s’affranchit de toutes les difficultés tech-
niques, du type régularité, pour obtenir des résultats du type : si une solution
existe, alors elle vérifie ceci et cela. Il obtient ainsi la relation de dissipation
de I’énergie qui se trouve assurer la décroissance de la norme L? de 7(, t)
et une équation intégrale précieuse sur u.L avantage de cette équation in-
tégrale est qu’on peut itérer I’operateur définissant I’un de ses termes sans
perdre de régularité, comme on le verra au troisieme chapitre. Leray arrive
ainsi a construire des solutions locales en temps, a partir de toute condition
initiale u_g € H' bornée, et démontre astucieusement leur unicité dans une
certaine classe de fonctions.

La démonstration s’adapte pour donner deux représentations des singulari-
tés qui pourraient apparaitre en temps fini, ainsi qu’une condition pour que
la solution soit définie pour tout temps.

Leray veut alors montrer I’existence pour un temps infini de solutions faibles ;

cette volonté est d’autant plus astucieuse que cette notion voyait a peine le

jour a plusieurs milliers de kilometres, en Russie, avec les travaux de So-
— —

bolev. 11 transforme alors le terme (7 - /) (W) en ((p. * W) - V)(W);

convoler a cet endroit est I’Idée de Leray puisque les solutions conserveront

une inégalité d’énergie du type décroissante !

En faisant tendre ¢ vers 0 et en extrayant astucieusement des sous-suites
successives de erepsilon, solution du probleme régularisé, Leray construit
sans avoir la moindre notion d’injection H' < L? compacte des solu-



tions faibles de I’équation de Navier-Stokes. Malheureusement il ne saura
conclure quant a 1’unicité de ces solutions, a cause des extractions, mais
aura écrit par son travail un article fondateur de 1’analyse telle qu’elle est
concgue aujourd’hui. En effet, Leray a révolutionné I’étude des équations
aux dérivées partielles : il montre que la recherche des quantités laissées in-
variantes par une équation aux dérivées partielles, ici des quantités relatives
a la répartition de I’énergie est primordiale pour sa résolution.

2 Equation de Navier-Stokes linéarisée

2.1 Probleme de Cauchy pour I’équation de Navier-Stokes li-
néarisée
On appelle équation de Navier-Stokes linéarisée le systeme d’équations sui-
vant :

o —
e+ AT (x,t) — Uplz,t) = —X (z,1) o
V U (z,t) = 0.
— x € R3 est la variable d’espace.
t € R* la variable de temps.
- U :R3xRT — R3 désigne la vitesse d’un écoulement de fluide.
— p:R3 x R* — R désigne la pression.
- ? R3 x RT — R3 demgne un champ de forces et est une donnée du
probleme. Il vérifiera Y € L? N L™, continue en t a valeurs dans

L>n L2

On appellera donnée 1n1t1ale reguhere u un champ de vitesse satisfaisant la
condition d’incompressibilité v uo = 0, de classe C? et de carré sommable. On
identifiera de temps en temps les fonctions de R? x Rt — R3, de carré som-
mable a chaque instant, aux fonctions de R* — L?. On nommera solution de
cette équation une fonction U, ¢ est-a-dire qu’on ne considérera pas la pression p
comme donnée importante : si 1’on connalt o, on en déduit la pression par inté-
gration spatiale en résolvant I’équation V p= )\ , pour A donné.



On a alors le théoreme suivant :
Théoreme 2.1.1. Soit '173 une donnée initiale réguliere, et 7 continu, avec pour
tout t € R, ?(, t) € L2 Alors le systeme (2.1) admet une solution correspon-

dant & uly = U (-,0), définie sur Rt —s L2,

(2.2)

Lemme 2.1.1. Soit I’équation
4

N— 8_
ot

Alors quel que soit u§ € L2, il existe une solution de cette équation qui s’ecrit
(2.3)

1 —lly — x|
U_>o(y> exp <H4—tH) dy.

(1) = (art)? Jas

pour tout t strictement positif
De plus, cette solution vérifie la condition dite d’incompressibilité <; - U =0

]

Démonstration. La preuve est tres simple et s’effectue par exemple via la trans-

formée de Fourier. On consultera par exemple [3].

Lemme 2.1.2. Soit I’équation
X} —
4+ AU —yp=—X 2.4)

ot
- (x,1) = 0.

Alors si pour toutt € R¥, ?(, t) € L?, il existe une solution de cette équation
satisfaisant a une condition initiale nulle et qui s’écrit pour tout t strictement
(2.5)

positif
t
T (a,1) = —/ / T(x—y.t —7)- X (y,7)dydr.
7=0 JR3
T est alors une fonction connue explicitement R* x RY — M;3(R) de classe
C™ et qui satisfait aux inégalités suivantes :
A
1T (@, ) < (2.6)
(l=]* + 1)
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ouk+1+m =netA, est une constante.

Enfin, le multiplicateur de Lagrange p associé a cette équation vérifie sous
I’hypothése X e L pe H.

Démonstration. On se réferera a I’ouvrage de Oseen, Hydrodynamik, [2].
O

Démonstration. En sommant les deux solutions de (2.2) (associée a notre condi-
tion initiale réguliere) et (2.4) (associée a notre champ de force de carré som-
mable), on obtient une solution de (2.1) satisfaisant les hypothéses du théoréme
2.1.1; ceci est du au fait que le semi groupe de la chaleur conserve I’incompressi-

e .. p
bilité 5/ - 7 initialement présente. [

Nous en arrivons alors au probleme de 1’unicité. L’avantage de la classe des
fonctions L? est qu’on est sur, non seulement d’une existence, mais aussi de 1’uni-
cité de la solution, a donnée initiale réguliere :

Théoréme 2.1.2. Soir ul, une condition initiale régularisée. Il existe une unique
solution de Navier-Stokes linéarisée dans la classe des fonctions réguliéres et de
carré sommable & chaque instant, satisfaisant la condition initiale  (-,0) =
Démonstration. L’équation étant linéaire, il suffit de vérifier le théoreme a condi-
tion initiale nulle, et champ de force nul. Soit W une solution de Navier-Stokes
linéarisée, et p la pression correspondante. On définit alors, pour p une approxi-
mation de 1’unité quelconque, les quantités :

7(95,15) = /Otp * 7(33,7)0[7

q(z,t) = /0 p*p(x, T)dr.

Ces fonctions sont de classe C'™ spatialement, C! en temps, par construction.
De plus on a



car d’une part, la convolution permet de faire porter les dérivées sur les fonctions
U et p, et d’autre part le champ de force est supposé nul. En passant la premiere
ligne a I’opérateur divergence, et en utilisant a la fois le lemme de Schwarz (com-
mutativité des opérateurs dérivées) et la condition d’incompressibilité, on obtient
Aq = 0. En passant alors a nouveau la premiere ligne a 1I’opérateur laplacien, on
obtient une équation vérifiée par AT

ONT
ot

De plus, comme ;, est de divergence nulle, il en est de méme pour ¥/ (-, 0).
On déduit alors par une transformée de Fourier dans 1’espace des dlStI‘lbuthHS

ANTY — =0.

tempérées que AV =0.0r par les inégalités classiques sur la convolution v/ 7 €
L? d’ou I’on déduit que pour tout t € R

L5 @ 0=~ [ Fanaei-o

Ainsi 7( t) est une constante, de carre sommable (toujours par les inégalités
de convolution) d’ott I’on déduit v = 0 Cette nulhte étant réalisée pour toutes
les approximations de 1’unit ?, on en déduit U= () ]

La solution de Navier-Stokes linéarisée a condition initiale 276 est alors décrite
explicitement par la formule

— . — |2 t
ﬁ(x,t):/R u () exp( ly == )dy—/ T(-,t—7)*?(~,7)d¢.

s (47t)s 4t 0

Cette écriture explicite permet alors de déduire de nombreuses propriétés des
solutions. C’est I’objet du paragraphe suivant.

2.2 Propriétés des solutions de I’équation de Navier Stokes

Dans ce paragraphe nous allons utiliser une propriété fondamentale pour la
suite : si i est une solution de I’équation de Navier Stokes linéarisée, sous les

hypotheses du théoreme 2.1.1 alors o et ?7 sont continues en ¢ a valeur dans
L?. Nous ne démontrerons pas cette continuité ; elle résulte en fait de la forme ex-
plicite de ui et des inégalités concernant la matrice 7', énoncées au lemme (2.1.2).
Le lecteur désireux d’en savoir plus pourra consulter par exemple [1].



Nous tirerons de cette propriété la relation de dissipation de 1’énergie, égale-
ment fondamentale pour la suite :

[ IR R+ 50T = [ e R e 8)

Théoréme 2.2.1. Soit U une solution réguliere de Navier-Stokes linéarisée, sous
les hypotheses du théoreme 2.1.1, d’état initial ug. Alors W satisfait la relation
de dissipation de I’énergie (2.8) énoncée ci-dessus.

Démonstration. La preuve se fait en deux temps : dans un premier temps on éta-
blit le théoreme dans le cas ol notre champ de force est a chaque instant a support
compact, et dans un deuxieme temps on conclura en appliquant des résultats de
densité. Supposons donc a présent que pour tout ¢, 7(, t) est C'™° a support com-
pact.

Posons 7 = 17{ + u_% ou u_>1 et 175 sont respectivement solutions des équations
(2.2) et (2.4). Soit e > 0. On va établir un développement asymptotique de ], 2
t > 0 fixé.

D’une part, par les criteres de convergence d’intégrale, nous avons :

IR e R*,/ g (x)||dz < e.
lzll>R

D’autre part, comme ||y — z|| > |||y|| — ||=||, on a

Sy -, 4 (s
v >R 4 ||y .I'H dy < = R3 4 o ]
R N e U R C

D’ou I’on déduit par croissances comparées que :

" —lly — =/
M > R V|z| > M, ||z||* exp ym dy <e.

lyll<r

Ces deux inégalités montrent alors que pour tout z € R3 tel que ||z|| > M,

_ _ 2
el NGl = el | —— [ @tess (L) 0y
(47t)2 Jrs At
< —lrorten (<L) [ 1@l
(47t)2 4t/ Moo Jjjali=r

1 / 4 (—Ily—x\|2>
+ m r||exp | ——— | dy
ol e -



Ceci est ’exacte traduction de uj (z, t) = Oljal|—-+oo (||| ~*) & temps fixé stric-
tement positif. La méme comparaison asymptotique s’applique au gradient et au
laplacien de u.

Par une méthode de découpage similaire en tout point a celle utilisée au-

dessus, les inégalités sur la matrice 7" ainsi que le fait que ? est a support compact
montrent que pour tout ¢ > 0,

N _
— u3(2,t) = Ojja||>+o0([|2]| %)

- V(2,8) = ojatrsoe(lal|
— AU (2, t) = 0z 100 ([|2]| 7).

Ces comparaisons vont nous servir pour établir la relation de dissipation d’éner-
gie. En multipliant la premiere ligne de I’équation (2.1) par 7, on obtient

el - 2,- 2.3

que I’on peut intégrer spatialement pour tout ¢ > 0 sous la forme

2
S0k ew D2EMW G [ 23— [ 2.,
R3 R3

La continuité a valeurs dans L? permet alors d’intégrer temporellement : en
effet, cette relation reste évidemment vraie en ¢ = 0 et chacun des termes de
cette égalité sont les expressions de fonctions continues de ¢ (par définition de la
continuité a valeur dans L?). Nous en déduisons des lors la relation de dissipation
de I’énergie :

[ 19 + 507 = [ @) R e e

Considérons a présent le cas ou 7 est seulement 2, de carré sommable. Les
théorémes de densité montrent qu’on peut approcher au sens L? notre champ de

force ?(, t) par des fonctions X,,(-,¢) C'* a support compact. On peut méme
imposer a cette approximation qu’elle soit uniforme en temps, sur tout compact :

c¢’est une conséquence du fait que le maximum de X (-, ¢) est une fonction conti-

nue du te@s. Posons u,, la solution correspondant au théoréme 2.1.2 avec champ

de force X,,. Nous avons des lors :

nw%ﬁww—m@wnsl(Aﬂﬂ%ﬂwww%aﬂ?uﬂéﬁuﬂ%w
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L uniformité de la convergence assure alors que o () = on||_>+oo(|]:cHg).
Des relations de comparaisons similaires s’en déduisent de la méme maniere :
nous avons

- @(Wf) = Ofjafj oo ([|2]7?)

— VU5(2,1) = Oa oo ([l2] T72),

On en déduit ainsi que 1’on peut également intégrer spatialement, puis temporel-
lement (en s’ appuyant sur la continuité a valeurs dans L?) 1’égalité suivante :

10|12 —
AU SR LA e S 3 3
2 ot
qui donne la encore la relation de dissipation de I’energie. [

On va a présent donner certaines inégalités simples, nécessaires dans le para-
graphe suivant :

Lemme 2.2.1. Soit u; et u} les fonctions présentées au paragraphe précédent.
Posons pour t € RY, Vi(t) = sup{||ui(z,t)|,z € R3} et son analogue Vs(t).
Alorsona :

= Wt >0, Vi(t) < [[ub ]| = VA(0)

- > 0,VA(0) < A 1 1) ot

Démonstration. La démonstration est tres simple et nécessite les inégalités a pro-
pos du comportement de la matrice T, (2.6) et (2.7). On consultera éventuellement
[1] et [2] pour une résolution plus détaillée. OJ

3 Equation de Navier-Stokes dans le cas régulier

3.1 Etude a priori de I’équation de Navier-Stokes

On appelle équation de Navier-Stokes le systeme d’équations suivant :

Aﬁ—%‘?l?:(ﬁg)ﬁ (3.1)
VT =0.

On appellera solution réguliere de ce systeme une fonction U vérifiant :

— 4 est définie sur [0, to[xRR?;

- estge classe C?enx, Clent;

— et V7 sont continues en ¢ a valeurs dans L? (ce qui implique en parti-
culier que © (-,t) € H' a tout instant ¢) ;

11



— sup{||® (x,t)||, # € R3} est inférieure 2 une fonction continue de ¢.

Supposons que pour une certaine donnée initiale ug cette équation admette
une solution réguliere définie sur un intervalle [0, ¢y[. Alors le théoréme d’unicité
(2.2.1) montre que

W) —[ly — z||? R
7(x,t)_/Rg (47Tt)%exp( m )dy+/T:0T(,t )% (U - 7) U (-, 7)dr.
(3.2)

Cette équation intégrale incite des lors a introduire I’ opérateur

L: FRfHY — F[RS,HY
K74 — L

_>
ou LU (t) = [ T(-,t —7) % (W - /)W (-, 7)dr, et F(RS, H') est 'ensemble
des fonctions de R vers H'

Cet opérateur est bien défini, notamment en ce qui concerne 1’espace d’arri-
vée. En effet, I’action de la matrice 7" (qui est C*>° en z eten ¢ > 0) sur une donné
de classe C2 U conserve la régularité, et I’appartenance 2 I’espace de Sobolev H*.

On va alors raisonner d’une maniere similaire a la démonstration du théoreme
de Cauchy-Lipschitz : on ne perd pas de régularité en appliquant 1’opérateur L,
qui conserve donc la classe C? N H' des données initiales, ce qui permet une ité-
ration de L, et la construction d’un point fixe pour I’opérateur L + 20 ot WO est
une fonction que I’on définira par la suite. Cette propriété est fondamentale pour
ce qui suit.

Notons tout de méme une subtilité : comme 7'(-, ) est C'° seulement pour les
instants strictements positifs, nous devrons vérifier que (sous reserve de conver-
gence) la solution obtenue par itération de L se prolonge bien en une solution de
classe C? correspondant 2 la donnée initiale pour ¢ = 0.

C’est la méthode «a priori »de Jean Leray : sous I’hypothese d’existence de
solutions de classe C?, on a une équation intégrale vérifiée par celles-ci, ce qui in-
cite a introduire certaines actions. Leray met ainsi de coté I’intuition dans son
article fondateur [1] au profit de cette démarche : il explique implicitement les
fondements de son analyse, a travers notamment 1’équation de Navier-Stokes li-
néarisée.

12



3.2 Existence locale de solutions fortes de I’équation de Navier-
Stokes

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1. Soir u, une donnée initiale réguliere (on rappelle que c’est une
fonction vectorielle de classe C?, de carré sommable et de divergence nulle), qui
de plus est dans H'. Alors le systeme (3.1) admet une solution correspondant a
u), = U(-,0), définie sur un intervalle [0, to] avec ty > 0, éventuellement infini, et
dans la classe des fonctions C*([0,t[, H' N C?)

De plus, la preuve est constructive, on peut donc disposer d’un algorithme qui
approxime les solutions.

Démonstration. Le but est comme on 1’a proposé dans le paragraphe précédent
d’itérer I’opérateur L. Le probleme est que 1’on ne dispose pas au départ d’une
fonction du temps, de classe C2. L’idée de Leray pour contrer ce probléeme est
d’utiliser I’équation de la chaleur pour en créer une, pas "trop" éloignée des équa-
tions de Navier-Stokes.

Posons a ce titre

. o 2
70(1;, t) = (47;)3 u_g(y) exp (%) dy (3.3)
2 R3
Ve RS, W = LU+ W°. (3.4)

On va commenter formellement cette définition :

— Notre fonction vectorielle 77 satisfait la condition initiale 70(-, 0)= .

— D’opérateur L envoie les fonctions W sur les solutions de I’équation (2.4)
satisfaisant une condition initiale nulle, avec un champ de vecteur =

(W -7)(). Ainsi rajouter ° permet d’assurer une condition initiale égale
aug.
z 2 . %
— Sous réserve de convergence dans un sens L~ et uniforme de U etde vﬁ,
on peut intuiter qu’une limite satisferait I’équation de Navier-Stokes. Le
probleme est de montrer d’une part que notre limite est bien régulicre au

sens défini ci-dessus et de plus qu’elle satisfait la condition initiale.

Les inégalités du lemme (2.2.1) nous montrent alors que, si I’on note V,,(t) =
177 (-, ) ||oes o0 @ Vi () < ||ud |0 := V(0) mais aussi et surtout :

Vi(t) < A/Ot %df +V(0).

13




Par une récurrence assez simple, si ¢ est une application qui vérifie

o(t) > A/Ot %df +V(0) (3.5)

alors on a pour tout n > 0, V,,(t) < ¢(t). Ces inégalités sont précieuses car
elles vont permettre d’évaluer le temps ¢, d’existence des solutions, et également
donner des informations sur la nature d’éventuelles singularités. En effet, posons

¢(t) = (1+ A)V(0)
1 2
to -
{2(1 + A)QV(O)]
alors ¢ vérifie (3.5) sur [0, t[. De plus, considérons les " que 1’on restreint 2
[0, to[xIR3. Nous avons des lors :

1" = WMo < 24V (O)Vio|[ U™ = T oo = LW" = U oo

(14 A)2
Cette inégalité montre alors qu’avec ce choix de %, la convergence des 7™ aun
sens uniforme : ¢’est une conséquence de la regle de d’ Alembert et de la complé-
tude de I’ensemble des fonctions continues bornées. On peut de plus montrer de
la méme maniere que la convergence des dérivées spatio (premiere et seconde) -
temporelle (premiere) sont uniforme. De plus, remarquons que

LA (-1t) :/0 Za—T(-,t—T) s (up W) (-, 7)dr

de sorte que I’opérateur L est continu des que les espaces d’arrivée et de dé-

part sont munis de la norme de la convergence uniforme (en effet, \77'(x,t) =
O(||z||~*) uniformément en ¢ par I'inégalité (2.7)).

On peut montrer de plus que @ € C°([0,t,[, H'), par des calculs similaires
a ceux effectués pour montrer que (1Tn>) était bien uniformément convergente (on
pourra par exemple consulter [1]), qui impliqueront entre autres que u, converge

vers @ dans H'. Montrons & présent que I’opérateur L a t fixé est continu lorsque
les espaces sous-jacents sont munis de la norme de H' :

L@~ LT || < / (ITC AL +HIT TNV E =TT, 7)adr
S |ILT — LT | < Cte(t) - |7 — T |,
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en utilisant les inégalités vérifiées par la matrice 7', (2.6) et (2.7).

Ainsi W vérifie @ = LU + ), par continuité de L, ce qui est exactement
I’équation intégrale.

Reste a montrer que U se prolonge en une solution réguliere lorsque ¢ tend
vers 0, satisfaisant la condition initiale. C’est en fait une conséquence classique
des propriétés du semi-groupe de la chaleur : en effet, pour toute application f de
classe C?, pour tout entier i € {0,1,2}

i 2
=0 Jrs (47t)2 4t
Ce qui implique en particulier que notre solution @ € C2(]0, to[xR?) se pro-
longe en une solution de C?([0, o[ xR?), satisfaisant la condition initiale. Ainsi
par le théoréme d’unicité (2.2.1), d’aprs les propriétés de régularité de i, U vé-
rifie I’équation de Navier-Stokes, et se trouve méme étre solution réguliere. O]

3.3 Relation de dissipation de I’énergie et propriétés des solu-
tions
Nous allons démontrer 1’analogue de la formule (2.8). Cette formule est a la

fois tres simple a montrer a partir de 1’équation intégrale et se trouve étre fonda-
mentale pour la suite de I’article.

Théoréme 3.3.1. Soit W une solution réguliere de I’équation de Navier-Stokes
réguliere au sens défini précédemment. Alors 0 vérifie la relation de dissipation
suivante :

' g 2 1 t
v e 0.4, [ IS, + 5070l =0 3.6

oit I'on a noté | W (-, t)||2 = W (t).

Démonstration. D’apres la formule (2.8) de dissipation de 1’énergie pour I’équa-
tion linéarisée, W vérifie I’équation de dissipation suivante :

| ISR [ Siwener = [ [ e @ @ e rdar
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Remarquons alors que

D(a,7) - (T - 9)(@) (w7)de = / (@ - D2 @, )P
- [ IR@nPY P

=0,

R3

en utilisant les relations d’intégration par partie et la condition d’incompressibi-
lité. Ainsi la relation de dissipation (3.8) est prouvée. O

Nous allons a présent donner deux inégalités dont on omettra la preuve (consul-
ter [1] par exemple). Ces inégalités sont des propriétés des solutions construites
lors de la preuve du théoreme 3.2.1 et serviront au chapitre suivant :

Lemme 3.3.1. Soit U solution réguliere de Navier-Stokes construite par le pro-
cédé du paragraphe précédent. Posons alors & nouveau W(t) = || (-, 1)|2 et

V(t) = ||u(-,t)| o ainsi que J(t) = ||V7( t)||3. Alors nous avons les inégali-
tés (on A', A", A" sont des constantes) :

V(t) < A /t: min (\‘//2(_> 0 (:))2) d7 + min <V(t0), %) (3.7)

Kl
—
\]

< Al/ )V(T
0

(3.8)

ﬁ

3.4 Unicité au probleme de Cauchy pour I’équation de Navier-
Stokes :

Une fois le théoreme d’existence acquis, ainsi que la relation de dissipation
de I’énergie nous allons nous focaliser sur I'unicité. Celle-ci peut paraitre moins
fondamentale mais c’est une fausse impression : c’est bien 1’unicité donnée par le
théoreme 2.2.1 qui amene I’équation intégrale fondamentale.

Théoréeme 3.4.1. Soient W et W + U deux solutions régulieres de I’équation de
Navier-Stokes, définie sur [0, to|— H" et qui coincident en 0 € [0, t,]. Alors elles
sont égales pour tout t € [0, 1]

Démonstration. On remarque que o vérifie I’équation suivante :

AT — %—? —Up= (- @)+ (T + D) V(D) (3.9)
VT =0
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%
Posons alors w(t) = |7 (-, t)||2 et j(t) = ||V U (-,t)2; ainsi que V(t) =
|7 (-, t)||so. Nous avons alors par la relation intégrale donnée par I'unique solu-
tion de I’équation de Navier-Stokes linéarisée :

| #oir e = [ 1@ @ + (7 -
- [ 7@

par, comme d’habitude, les formules d’intégration par partie et la condition d’in-
compressibilité. Cette égalité montre que w est continue partout et dérivable presque
partout et nous en sortons ainsi (toutes les égalités que nous écrivons sont valables
presque partout a présent) :

PO+ sty = [ T D)), (3.10)

2 R3
De plus, nous avons

V(T @) == | T (T NT) < IOV wlb).

R3 R3

Ainsi w(t) vérifie I'inéquation différentielle suivante :

. 1 .
() + 5u(t) < OV eBV @),
La mise en forme canonique montre alors que :
2uw'(t) < w(t)V3(t).

1
Or posons ¢g(t) = w(t) exp (—5 I, V(T)2d7') , g décroit, est positive et nulle

ent = 6 d’ou w est nulle presque partout, continue, elle est donc nulle. 0

3.5 Caractere des singularités

Le but de ce chapitre est de représenter les éventuelles singularités d’une so-
lution qui ne serait pas définie pour tout instant postérieur a 1’instant initial.
Nous en tirerons des caracteres de régularité, et ces formules seront extrémement
importantes pour le chapitre suivant.
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Théoreéme 3.5.1. Soit une solution réguliere de 1’équation de Navier-Stokes, ré-
guliere sur [0, to|, maximale, avec ty fini. Alors U est non bornée au voisinage de

to, et plus précisément,
2
V() > (14 A) ) (3.11)
Vo — ¢t

o V(t) = || (-, t)||insey. Nous appellerons cette formule le premier carac-
tere d’irrégularité.

Démonstration. Soit € [0, to[. Posons ¥ (x,t) = 1 (x,0 + t). Alors ¥/ est so-
lution réguliere des équations de Navier-Stokes, coincide avec 7(, f)ent =0
et n’est pas définie des que ¢ = t; — 6. En effet, dans le cas contraire, 7(, -—0)
prolongerait strictement U d’apres le théoreme d’unicité.

De plus, dans la démonstration du théoreme d’existence, on a montré que o
existait pour un temps supérieur a (2(14 A)2sup || 7 (-, 0) o) 2. Il en résulte que

tg — 0 > !
(2(1+A)V(0))*

ce qui permet de conclure. [

Nous allons maintenant donner une représentation supplémentaire des irrégu-
larités, ainsi qu’un critere de régularité a temps infini. Nous omettrons les preuves,
le lecteur consultera avantageusement [ ] par exemple.

Théoréme 3.5.2. Soit W une solution réguliég maximale de I’équation de Navier-
Stokes, définie sur [0,to[. Posons J(t) = ||V U (-, t)||2 et W(t) = | (-,1)|%
Alors

— Si tg est fini, alors J(t) < m ;

— Si [W(t) - J2(t)] < A (ot A est une constante universelle indépendante
de U, qui a été définie a partir de T’ dans le chapitre précédent), pour un
instant t € [0, to[ quelconque, alors nous avons ty = +o0.

Plus généralement, il existe des criteres sur les normes LP des solutions concer-

nant leur régularité ou leur irrégularité, dés que p € [2,6] (ce qui a un sens
puisque par injection de Sobolev, H'(R?) — LP(R3?)).
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4 Equation de Navier-Stokes régularisée :

4.1 Probleme de Cauchy associé a I’équation régularisée

Soit p. I’approximation de ’unité mentionnée en annexe, et 1’équation dite
"régularisée" de Navier-Stokes :

- — VP = ((pe*ﬁ) ?)7 4.1)

Cette équation est intuitivement tres proche des équations de Navier-Stokes
lorsque € — 0. Aussiona:

Théoreme 4.1.1. Le systeme précédent admet une unique solution réguliere ul
correspondant a un état régulier initial donné ; de plus cette solution est définie
pour tout temps positif.

Notations :
Pour tout indice a, si u} € R3 est une fonction de R? x R, alors on note W, (t) =
Jge (e, )P d, Jo(t) = [pa [IVia (e, t)[Pde et Va(t) = sup,egs [ua (e, D).

On remarque que la partie linéaire de la premiere équation de ce systéme est la
méme que pour les équations de Navier-Stokes. Des lors en faisant la méme étude
que précédemment, on obtient :

Démonstration. Tout ce qui a été vu sur 1’équation de Navier-Stokes peut s’ap-
pliquer a I’équation régularisée. On a donc existence et unicité d’une solution
réguliere sur un intervalle (0,7 avec 7' > 0. Il ne reste plus qu’a montrer que
T = oo0.

En appliquant I’inégalité de Schwartz, on obtient, pour tout ¢ :

(e * 2) (-, )lloe < ™22/ WL(2)

ce qui permet, avec la relation de dissipation de 1’énergie de réécrire (voir chapitre
précédent : 3.6) :

V.(t) < Be ¥ /WL / \/_ V.(0).

t—T1
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On en déduit le fait que sur [0, T'[, V (¢) reste inférieure a la fonction () qui
satisfait I’équation intégrale :

= Be V.(0).

Des lors, si T est fini, V (¢) reste borné ; ceci contredit le premier caractére des
irrégularités. D’ou 1" = oo. ]

4.2 Répartition de I’énergie cinétique

Nous cherchons alors a nous renseigner sur la maniere dont est localisée 1’éner-
gie cinétique %||u_>€(:c, t)||? d’une telle solution u.. En effet, cela revient a recher-
cher des quantités qui pourraient s’avérer invariantes ou quasi-invariantes par rap-

portac.

Théoréme 4.2.1. Soit u_ solution du systeme précédent, alors on a¥t > 0, VR, <
R,

Lo e L 2 W(0)v/t W (0)*/ /4
@@ i< [ S, 0)| et TR e
lel|=Rs 2 lall=Fy 2 V2(Ry — Ry) 2V (R, — Ry)

Démonstration. On considere la fonction f :

~ () = 0 pour [l2]| < R —1

~ f(x) = B=F pour By < JJa]| < R

~ f(z) = 1pour ||| > R,

Un calcul analogue a celui qui fournit la relation de dissipation de I’énergie
nous donne :

En minorant le premier terme (assez grossierement) et en majorant le deuxieme
terme (en utilisant notamment des inégalités de Schwartz), on obtient :

—/H%xtwm< /H%mOHM+

~— 7 J (1)dT

RzR1 0

d e
R2R1 T\//Rsp J]T

ROy LW

Rle 0
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Il ne nous reste plus qu’a majorer les trois derniers termes du membre de droite
de I’inégalité.
— Pour le premier, on utilise I’inégalité de Schwarz :

< \/@\/ﬁ

— Pour le deuxieme, I’expression de la pression (voir chapitre précédent) ainsi
que I’inégalité de Hardy, puis I’inégalité de Schwarz nous apprennent que :

dl p2(z, l)dr < UE — A,
fnf =22

— Enfin, pour le dernier terme, on a (voir la démonstration de I’'inégalité de
Hardy) ;

—|luz(z, t)||* = ——/ V—m—Vu(y,t).u-(y,t)dy.
sl =~ [ = Tty

D’ou :

[, 3 < e

2

Ces trois majorations nous permettent d’obtenir facilement le résultat final.
O

Ce résultat nous servira dans la démonstration du théoréme suivant (on 1’uti-
lise dans le troisieme point des préliminaires de la démonstration).

S Existence globale d’une solution turbulente

On revient au probleme principal : I’équation de Navier-Stokes. Nous allons
essayer de trouver une solution dans un espace plus grand que 1’ensemble des
fonctions régulieres. Ainsi, plutdt que de s’intéresser a la définition ponctuelle
d’une éventuelle solution, nous allons nous intéresser a son action sur des fonc-
tions tests. Ainsi, on a vu que pour les solutions régulieres (a temps petit) de
Navier-Stokes, on avait, en notant # la solution réguliere et si d(z, t) est réguliere,
de divergence nulle et dont toutes les dérivées sont uniformément et fortement
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continue en t (voir annexe), I’équation intégrale :

/]RB w(z,t) - d(x,t)de = / @(z,0) - d(z,0)dx

R3
od (x,7)
ot

|dx

t AT (a7
—i—/OdT Rgﬁ(m‘,r) (AN (x,T) +

+/0 dr R37(:10,7)(67(;5,7))3(%7)@'

C’est ce qui motive la définition suivante de solution turbulente.

Définition :
On dit que ﬁ(x, t) est une solution turbulente de 1’équation de Navier Stokes si
— U est défini pour presque tout ¢ > 0 et i/ (.,t) € H'(R? R?)

%
— v - =0lorsque U (-,t) est définie.

- Si 7(% t) € R3 est réguliere, de divergence nulle et dont toutes les dérivées
sont uniformément et fortement continue en t (voir annexe), alors :

' (T
/]R3 (z,t) - d(z, t)dz —/0 dr g U (x,7) - [Ad (x,7) + gair,7) ét’ )]dx

_ /0 dr RB7(56,7')(67(37,7'))7(3;77-)@5

est une fonction constante de t (définie presque partout). On dit de plus que
U(z) € H'(R3 R3) est Iétat initial si :

/R3 w(x,t) - d(x,t)de = / U(z) - a@(z,0)dx

R3
od (x,7)

pY |dx

t (AT (o
+/Ud7' Rgﬁ(x,T) (AN (x,T) +

+ /Ot dr N U (x,7) - VU (2, 7) d(x,7)dx

Les fonctions % (présentes dans le gradient de W) sont les dérivées au

sens des distributions de /.
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— La fonction

/ﬂmﬂm+%W@

(o W(t) = |7 (- )|2 et J(t) = |V (-,1)]|%,) est décroissante : cela
correspond a la dissipation de 1’énergie.

Théoreme 5.0.2. Si U (z) € H'(R3,R3) et tel que V.U = 0 alors il existe U (z, t)
solution turbulente de |’équation de Navier-Stokes (définie donc pour t>0 a un
ensemble de temps de mesure nulle pres) d’état initial U ().

La démonstration se fait en plusieurs étapes :

5.1 Préliminaires

On considere 1, (x,t) la solution du probleme régularisé pour ¢ = 1/n et
d’état initial p, ,, * U.
Nous utiliserons essentiellement trois propriétés de cette suite de fonctions.

- (A). Si 7(1’, t) est une fonction a valeurs dans R3, réguliere, de divergence
nulle, et dont toutes les dérivées sont uniformément et fortement continues
en t, alors : pour ¢ strictement positif et n un entier, on retrouve I’équation
intégrale :

/R3 U (x, 1) - d(z, t)da:_/ (prym * U)(2) - @(x,0)d

%
/dT/ un(z,7) - [Ad (x, 7‘)+M]d$
RS ot

/dT/ P1m * Un) (2, T) - VA (z,7) - iz, 7)dx

— (B). La relation de dissipation de 1’énergie : Si 0 < ¢, < ¢ alors

/t Jo(7)%dT + %Wn(t) = W (o).

to

— (C). Soit R(n) une longueur telle que f| ||7( V[2dz = n/2, et soit

b(n, t) la boule de centre 0 et de rayon :

W(0)Vt  W(0)3/21/4
\/5 O1/4r1/2

|z||>R(n

R(n)+%{
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On a, en utilisant le paragraphe précédent sur la répartition de 1’énergie
cinétique :

lim sup / (e, )2 < 1.
R3—b(n,t)

n

5.2 1ére étape : convergence L>-faible de v, vers u
En notant W (0) = || ()| 2, on a:

Wt Wi (t) < W(0).

Des lors, le procédé diagonal de Cantor permet d’extraire une sous-suite telle
que les fonctions W), (t) convergent pour chaque valeur rationnelle de ¢ vers une
fonction décroissante que I’on note 1. On a de plus : Vi,

liminf W,,(¢) < liminf W (?)
n t'<t;t’'eQ
et
lim sup W,,(t) > lim sup W (t)

n t'<t;t'eQ

Or les points de discontinuité d’une fonction décroissante sont dénombrables.
Donc hormis pour un nombre dénombrable de valeurs de t, on a

lim inf W (¢) = limsup W (¢)

U<t;t'eQ Y<t:t'eQ
et donc on a convergence (au procédé diagonal pres) de W), (¢) vers une valeurs
W (t). Par un second procédé diagonal de Cantor, on extrait & nouveau une sous-
suite telle que W,,(t) converge pour les valeurs restantes de ¢. Notons que la fonc-
tion W (t) est décroissante. Par ailleurs cette nouvelle définition de 1/ (0) est en

accord avec W(0) = || (x)]| 2.
Par ailleurs, I’inégalité W,,(t) < W (0) prouve que, lorsque w est borné, chacune

des intégrales :
to
/ dT/ in(x, T)dz
t1 w

to
/ ar / i, 7)|Pde
t1 w

restent bornées indépendamment de n (il suffit d’appliquer 1’inégalité de Cauchy-
Schwarz en utilisant la bornitude de w). Une troisieme application du procédé

et

24



diagonal de Cantor permet d’extraire une sous suite telle que chacune de ces inté-
grales converge pour t; et ¢, rationnels et pour w un cube d’arétes paralleles aux
axes de coordonnées et de sommets a coordonnées rationnelles. Alors, si 7(:70, t)
est réguliere, uniformément et fortement continue en t, et comme Vn, W, (t) <
W (0), on peut affirmer que chacune des intégrales

_>
/ dT/ un(z,7) - [N (x,7) + M]d;ﬂ
RS ot

et
t
/ dT/ (p1/n * Un) (2, T) - NV (z,7) - (x, 7)dx
0 R3

a une limite quand n tend vers oo (il suffit d’utiliser des arguments de densité
avec le résultat précédent). On en déduit, a partir de I’équation de Navier-Stokes
régularisée, que I’intégrale

/ u(x,t) - @ (x, t)dx
R3

converge vers une limite unique. En d’autres termes, pour chaque valeur de t,
1, (+,t) converge faiblement dans L? vers une limite (-, t) € L2(R3, R?).

On a donc montré qu’il existe une extraction ¢ telle que pour tout %, v o) (1)
converge faiblement dansL? vers une limite 7( t). Etudions maintenant plus pré-
cisément la limite /.

5.3 2¢éme étape: U € H!

Remarquons d’abord que comme 7/ (., t) est la limite faible dans L2 de 7¢(n (1),
ona:

e W (¢ /||7xt||dx

D’autre part la relation de dissipation de I’énergie (B), valable pour tous les ug(,)
nous donne :

/o lim inf J,, ) (7)]°dr < %W(O)

La limite inférieure de .J,(,)(t) ne peut donc étre égale a oo que pour un en-
semble de valeurs noté A° dont la mesure est nulle. Soit ¢; dans le complémen-
taire de cet ensemble de mesure nulle, ¢’est-a-dire ¢; € A. Par définition de la
liminf, on peut extraire une sous-suite de (¢(n)) telle que les suites de fonctions
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O () (- . 2 N oo <
% soient bornées dans L*(R?). Des lors, la suite (@,(,))n est bornée dans

H(R®). Par le théoréme de Kakutani , et comme H(R?) est réfléxif, il existe
une nouvelle extraction que 1’on note ¥ telle que 7¢(¢(n))(', t1) converge faible-
ment dans H'(IR3) vers une limite § € H'(R3). Comme 7¥,(¢(n))(-, t1) converge
déja faiblement dans L2(R3) vers (-, ¢1), on en déduit que (-, ¢1) = § et donc
(-, t) € H(R?). On note g—Z(-, t) ses dérivées (au sens des distributions).

Par ailleurs, la convergence faible dans H* (R?) nous donne le fait que V- (-, t,) =
0.

5.4 3eme étape : dissipation de 1’énergie pour 0

On considere toujours t; € A. Sur tout ouvert borné et régulier w, comme
I'inclusion H'(w) — L*(w) est compacte, il existe une extraction Y telle que
les fonctions 7w(x(n))('7 t1) convergent fortement dans L%(ww) vers (-, ¢1). On
notera désormais ¢(n) au lieu de ¢(x(n)) pour ne pas alourdir les notations. Si
on prend w = b(n, t) alors en utilisant le troisieme point des préliminaires (C), on
obtient :

limsup/ \|7¢(n)(:c,t1)H2dx§/ T2 (2, 1) ||2dz + 7
R3 b

(n,t1)

D’oll, comme 7 est arbitrairement petit et que [o, ||7¢(n)(x, t1)|[*dx a une

limite :
i [ [T (o t)lPde < [ (ot
]R3 R3
On en déduit :
W(tl):/ 1T (, 1) *dx.
R3
D’autre part, en notant :

o
J(t)) = Z H%(wtl)H%%RS)»

alors, on a :

La relation de dissipation de 1’énergie :

t 1 1
/ Jo(ny(T)2dT + §W¢(x(n))(t) = 5Wew (o)

to
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nous donne alors :

/t J(r)dr + %W(t) < W (ty)

1

to 2

ce qui nous donne immédiatement le dernier point de la définition d’une solution

turbulente. Remarquons ici que I’égalité devient, par le passage a la limite, une
inégalité et donc que la constance de "I’énergie" devient une décroissance.

5.5 4eme étape : équation intégrale

Comme lim [y, | pny (2, 11)||Pdz = [ || (x,11)|[?dz (voir étape précé-
dente) et comme U () (-, t1) converge faiblement dans L* vers 1/ (-, ;) on peut
montrer que 7¢(n)(-, t1) converge fortement dans L2 vers (-, ¢1). De la méme
facon (p1/(p(n)) *7@(71)) (-, 1) converge fortement dans L2 vers (-, ;). Ceci nous
permet d’obtenir le fait que :

=—
/R?’ (pl/(ga(n)) * 79@(%))(3:7 t) -V ($, t)uw(n)<z7 t)dJT
converge vers

U (2, t)-Vd(x,t) W (x,t)de

R3

. 7z 9 . 2 . N v
pour tout ¢ de A. Cette intégrale est d’autre part inférieure a 31V (0) maxy, || gj‘k | L2 (R3).-
Des lors, par convergence dominée :

t
lim 0 dr /R (P U ) (2, 7) - V@ (2,7) - Uiy (2, 7)d =
t
/ dr | W(x,7)-Vd(x,7) U (x,7)dx =
0 R3
t
—/ dr [ W)V (2,7) - @ (e, 7)da
0 R3

Le cas des autres membres de 1’équation intégrale (A) se traitent de la méme
facon, si bien que par passage a la limite dans cette équation on obtient :
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/R3 u(x,t) - d(z, t)de :/Rgﬁ(x)'ﬁ(x,O)dx

Ceci termine la preuve.

Conclusion : 7/ est donc bien une solution turbulente de I’équation de Navier-
Stokes. On a donc montré 1’existence d’une solution. Il nous manque 1’unicité et
c’est un probleme ouvert ; cette unicité faible permettrait d’autant plus de répondre
a la question d’une éventuelle unicité forte.

Il n’a cependant toujours pas été montré que le systeme (3.1) possede des
solutions qui explosent en temps fini ; la communauté mathématiques a progressé
a ce sujet et a méme montré que le systeme d’équations

{A? — V@) - (@)D - vpe) = (T 7)) @)
V- P(z)=0

n’avait pas de solutions non nulle. Leray avait montré dans [!] que si ce systeme
admettait une solution non triviale, alors le systeme (3.1) admettait des solutions
irrégulieres ; mais cette hypothese a été réfutée par J. Necas, M. Ruczicka et V.
Sverak en 1996.

6 Structure d’une solution turbulente

Les résultats que nous présentons ici nous renseignent sur la structure d’une
solution turbulente. Nous ne les démontrons pas.

6.1 Etat initial semi-régulier :

Pour une donnée initiale U dans I'espace H'(R?) et de divergence nulle, il
existe un temps maximal strictement positif 7" tel qu’il existe 2 solution réguliere
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du systeme de Navier-Stokes égale a U pour ¢ = 0, et de classe C* sur 10,7 et
telle que :

— lafonctiont € [0,T[ — U (.,t) € L>(R3 R3) est L2

— lafonction t € [0,T[ — W (.,t) € L*(R3 R3) est continue.

— 7 vérifie la relation de dissipation de I’énergie :

/Ot dr /R3 IV (, 7)) *da+1/2 /RS | ()| 2dz = 1/2 /RS 172 (, 0)||%da.

: % z_ A . . -
De plus, si (77, ') vérifie les mémes conditions, alors 7" = T et v/ = /.

6.2 Structure d’une solution turbulente

— Une solution turbulente correspondant 2 un état initial dans H'(R3) coin-
cide avec la solution semi-réguliere qui correspond a cet €tat initial aussi
longtemps que celle-ci existe.

— Faisons tendre en croissant ¢ vers I’extrémité 7' de I’intervalle de régula-
rité. La solution @/ (, t), qui est réguliére pour 0 < ¢ < T devient alors
irréguliere.

— L’ensemble des temps d’irrégularité d’une telle solution est de mesure nulle.
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Définitions, notations et rappels mathématiques

Equations mathématiques

On appellera :
— équation de Stokes ou équation de Navier-Stokes linéarisée, le systeme
ou —
~Z () + AT (2, 1) — Tplant) = — X (2,1)
ot
v U(r, ) =0

— équation de Navier-Stokes, le systeme

— équation de Navier-Stokes régularisée, le systetme

Aﬁ—aa—?—%?:(ps*?-%)ﬁ
%
v«7:O

Topologie des espaces sous-jacents

On notera :

— || -|| 1a norme euclidienne classique d’un vecteur de R3. Pour une matrice de
M;(R), cela désigne simplement la norme euclidienne de la matrice comme
vecteur de RY.

— ||-]|2 la norme naturelle sur L. Cependant, on reviendra souvent a I’ écriture
sous la forme d’une intégrale de cette norme pour ne pas préter a confusion.

— ||+ ||oo 1a norme de la convergence uniforme (lorsque 1’entité normée est une
fonction).

— || - ] le maximum des coefficients (lorsque 1’entité normée est un vecteur
en dimension finie).

Compléments mathématiques

Formules d’intégration spatiale : Sous les hypotheses d’intégrale finie, nous
avons les formules suivantes :

- \/fR:% fot W2(x, 7)dwdr < f(f \/ng W2 (x, 7)dxdr
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= llox Al < llplh - 1|2

— Si w est ouvert borné régulier de R? et ¥ sa surface, si @ € H' et @ € H*
alors nous avons la formule d’intégration par parties :

7T+ vﬁ_—/z - do.

R3—w

Continuité forte : On dira que W € Rt x R3 est fortement continue en ¢ si
pour tout instant £ > 0, & (-,t) € L? et si || (-, )|, est 'expression d’une fonc-
tion continue de ¢.

Continuité uniforme : On dira que U € Rt x R3 est uniformément continue
en ¢ si pour tout instant ¢ > 0, 7 (-, t) € * et si || 7 (-, )||oo est I'expression d’une
fonction continue de .

Théoréme de Kakutani : Si E est un Banach, alors F est réfléxif, c’est-a-dire
isomorphe a son bidual, si et seulement si sa boule unité est compacte pour la

topologie faible.

Egalité de Hardy : Soit f est une fonction de C'(R3 R), de carré sommable
et dont les dérivées premieres dont de carré sommable. Alors :

\wwaf)
4ﬂ'/£3j£: dy; Oy, oy Y

Inégalité de Hardy : Soit f est une fonction de C*(R3 R), de carré sommable
et dont les dérivées premieres dont de carré sommable. Alors :

1 2 / = 2
— — _P(ydy <4 | ||Vf]*dy.
Aﬂm_wa@)y_ Rﬂ fIFdy

Preuve des relations de Hardy :

Si g est une fonction de C'(R* R), de carré sommable et dont les dérivées pre-
mieres dont de carré sommable, i € {1,2,3} et s(0,r) est la sphere de centre 0 et
de rayon r, alors posons :

p(r) = f(z)g(x)n;do.

s(0,r)
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Ona:
) 99(x) _ 0f(x)
olr) = /B L @+ S g

ce qui nous montre ( f , 3:1: , g et - sont de carré sommable) que  a une limite
en +oo. De plus, comme :

T x)g(x)|do
()] < /S(M F(@)g()]
alors : .,

| tewlar< [ 1r@gtoas

Donc, lim, ¢ = 0, et donc :

/RS f(x)agil) ag;l)g(x)dx =0.

Plus généralement :

dg(y) 5‘f( ) o — o
/Rs_B(I,,ﬂ)f (v) O, oz, 9(y)dy / (xyr)f(y)g(y) ido.

8# . . .
En prenant g(y) = -=—2—L en ajoutant les relations pour toute les valeurs de i

. : dm - Oy . NP
puis en faisant tendre r vers 0, on obtient la premiere inégalité.
Si, on prend g(y) = Hyyl xHQ f(y) alors en ajoutant les relations pour toute les va-

leurs de ¢ et en faisant tendre r vers 0, on obtient :
Yi — T af ) 1 2
fydy=/ T/ (W)dy.
/Rszuw—yuz or; T WY = f o W

En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz au premier membre de 1’égalité, on
obtient I’inégalité de Hardy pour f.

Approximation de ['unité : Soit une fonction A : R+ — R+ de classe C*,
identique a 0 en dehors de {z € R?, ||z|| < 1} et telle que :

1
47T/ As)s?ds = 1
0

Alors siu € L, (R3 R3), on pose :
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pox ) =% [ A ua,

2

C’est une fonction C'> qui converge presque partout vers « lorsque € tend vers
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