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Dans son article de 1953, Kaplansky introduit deux invariants quadratiques des corps :
le u-invariant et le niveau. Le niveau d’un corps k, noté s(k), est le plus petit entier n tel
que —1 soit une somme de n carrés dans k. Quant a son u-invariant, noté u(k), c’est la di-
mension maximale d’une forme quadratique anisotrope sur k. S’appuyant sur ses premieres
découvertes, Kaplansky émit alors la conjecture selon laquelle ces invariants seraient toujours
des puissances de 2, conjecture vérifiée par Pfister en 1965 pour ce qui est du niveau, et pour
le reste infirmée par Merkurjev en 1988 avec la construction d’un corps de u-invariant 6. Nous
présentons ici la preuve de Pfister puis la construction générale, plus récente, d'un corps de
u-invariant 2n, pour tout entier n > 0. Cette construction, également découverte par Mer-
kurjev, a été notablement simplifiée depuis par Tignol dans [6]. C’est la preuve de ce dernier
que nous allons suivre.

Le coeur de ce mémoire est la démonstration du théoreme de Merkurjev. Dans 1’énoncé sui-
vant, k(1) désigne le corps des fonctions de la quadrique projective associée a v, et Cp(1))
I’algebre de Clifford paire de .

Théoréme. Soit D une algébre a division, centrale et de dimension finie sur k (car(k) # 2)
et ¢ une forme quadratique anisotrope sur k de dimension au moins 2. Alors l'algébre DRy, k(1))
n’est pas a division si et seulement si D contient une image homomorphe de [’algébre Cy(1)).
Si 1 est isotrope non dégénérée de dimension au moins 3, I’énoncé vaut également, mais de
maniere vide, car aucune de ces conditions ne peut étre satisfaite.

C’est ce théoreme, donnant une condition nécessaire et suffisante pour qu’une algebre reste
a division apres extension de ses scalaires au corps de fonctions d’une quadrique, qui nous
permettra de construire, par un double passage a la limite inductive, le corps voulu.

Dans ce mémoire, k désignera un corps de caractéristique différente de 2, et k* le groupe
de ses inversibles.
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1 Généralités
1.1 Notions de base sur les formes quadratiques

1.1.1 Définitions

Une forme quadratique (n-aire) sur le corps k est un polynome homogene f de degré 2 a
n variables et a coefficients dans k. Sous sa forme la plus générale, il s’écrit

f(X) :f(Xla---7Xn) = Z binin c k[Xl...,Xn],

1<i,j<n

ou X est le vecteur colonne de coordonnées X1, ..., X,. Afin de rendre I’expression symétrique,
il est d’usage de réécrire f sous la forme

f(Xl, - ,Xn) = Z %(blj + ij)XlX] = Z ainin,
1<i,j<n 1<ij<n

avec a;; = %(bij +bj;), et donc a;; = aj;. Ainsi, f définit une matrice symétrique My = (a;j),
telle que f = XM +X. Le déterminant de cette matrice est appelé déterminant de f, et f
est dite non-dégénérée s’il est non nul, dégénérée sinon.

Une forme quadratique f définit une application de k™ dans k. Dans la suite, pour alléger
les notations, nous désignerons par f aussi bien le polynome que I'application polynomiale
associée.

On dira que deux formes quadratiques f et g sont équivalentes s’il existe une matrice
C € GLy (k) telle que f(X) = g(CX), donc si g et f ne different que par un changement de
variables inversible. Remarquons qu’alors My = {CM,C, et donc que det(f) = det(g) det(C)2.
Si f est non dégénérée, on peut donc définir le déterminant de la classe d’équivalence de f
comme 'image de det f modulo les carrés de k*. Dans ce qui suit, nous allons la plupart du
temps travailler avec des formes quadratiques non dégénérées et voir le déterminant comme
un élément de k*/(k*)2.

Exemple : Soit f = X? —Y?, g = XY. Alors f et g sont équivalentes. En effet,

we(3 5)=( ) (D)

Mg

1.1.2 Espaces quadratiques

Soit b : k™ x k™ — k l'application définie par b(z,y) = 3(f(z +y) — f(z) — f(y)). On
vérifie aisément que b est une forme bilinéaire symétrique. Réciproquement, si on se donne une
forme bilinéaire symétrique b : k™ x k™ — k, en posant f(z) = b(z,x) on obtient une forme
quadratique sur k. Ainsi, il y a une correspondance bijective entre les formes quadratiques
n-aires sur k et les formes bilinéaires symétriques définies sur k™ x k™. Matriciellement, si
f(z) = &Mz alors b(z,y) = wMyy.

Soit V' un k-espace vectoriel de dimension finie n et b : V x V — k une forme bilinéaire
symétrique sur V. Le couple (V,b) est appelé espace quadratique. Si f est la forme quadratique



associée a b, alors f est a n variables et on peut aussi noter cet espace quadratique (V, f). On
dira que deux espaces quadratiques sont isométriques (et on le notera avec le symbole =) si
les formes quadratiques associées sont équivalentes.

Lemme 1.1 Soit (V,b) un espace quadratique, f la forme quadratique associée. Les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) My est inversible.

(2) Pour tout x € V', si pour tout y € V b(x,y) =0, alors z = 0.

Lorsque l'une de ces conditions équivalentes est vérifiée, on dit que V' est un espace quadratique
non dégénéré.

Démonstration. (1) = (2) : Soit z tel que pour tout y € V b(z,y) = =My = 0. Puisque
My est inversible, pour tout y' € V il existe y € V tel que My = /. Alors 'zy = 0, et en
appliquant cela aux vecteurs de base, x = 0.

(2) = (1) : Supposons My non inversible et soit z un vecteur non nul du noyau de ‘My. Alors
pour tout y € V b(z,y) = =My = Y 'Msz)y = 0 sans que z soit nul, ce qui contredit (2).
Donc My est inversible. (|

Soit W un sous-espace vectoriel de V. Alors (W, by ) est aussi un espace quadratique,
et on peut définir son orthogonal par

Wt ={zecV|bV)=0}.

L’orthogonal V+ de V dans lui-méme, est d’aprés le lemme précédent réduit a {0} si et
seulement si V' est non dégénéré. Dans ce cas, on peut énoncer le lemme suivant :

Lemme 1.2 Soit (V,b) un espace quadratique non dégénéré, et W un sous-espace vectoriel

de V. Alors dim W + dim W+ = dim V.

Démonstration. Considérons ’application linéaire ¢ de V' dans son dual V* donnée par
¢ :x— b(-,z). D’apres le lemme 1.1, ¢ est injective (c’est méme un isomorphisme, puisque
V est de dimension finie). Si p = dim W et (eq,...,ep,) est une base de W, alors

p

Wt = m kerb(-,z) = ﬂkerb(-,ei).
zeW i=1

W est l'intersection de p hyperplans, d’équations linéairement indépendantes car ¢ est in-

jective, il est donc de dimension n — p. O

Soient maintenant deux espaces quadratiques (Vi, f1) et (Va, f2). On définit leur somme
orthogonale (V, f) en posant V =V, @ V; et

f(@1,22) = fi(z1) + fa(22).
On notera V =V 1Vs et f = fi L fo. On remarque d’ailleurs que

M 0
Mf1l-f2 = ( 0f1 Mf ) )
2

et donc det(f1 L f2) = det(f1)det(f2). Ainsi, fiL fo est non dégénérée si et seulement si f; et
f2 le sont.



Exemple. Si fi = X?+Y? et fo = 3XY — Z? sont des formes respectivement binaire et
ternaire alors
filfo = X{ + X3 +3X3X,y — X3

est une forme en 5 variables.

1.1.3 Diagonalisation de formes quadratiques

Soit f une forme quadratique sur k et d € k*. On dit que f représente d sur k s’il existe
(x1,...,2y) € k™ tel que f(x1,...,2,) = d. On notera D(f) '’ensemble des éléments de k*
représentés par f. On remarque que D(f) ne dépend que de la classe d’équivalence de f.
Lorsque f est associée & un espace quadratique (V, f), on peut aussi noter D(f) = D(V).
Dans la suite, on notera (d) la classe d’isométrie de l'espace quadratique de dimension 1
correspondant & la forme quadratique dX?2.

Proposition 1.3 Soit (V, f) un espace quadratique et d € k*. Alors d € D(f) si et seulement
s’il existe un espace quadratique (V') f') tel que V' soit isométrique a (d) LV'.

Démonstration. Si V = (d)LV’, on a d € D({d)LV') = D(V). Pour la réciproque,
ramenons-nous d’abord au cas ot V est non dégénéré. Soit W un supplémentaire de V-+
dans V. Alors on a V = V- LW et comme f est nulle sur V+, D(V) = D(W), avec W non
dégénéré. On peut donc supposer que I'espace de départ V' est non dégénéré. Soit d € D(V),
et soit v € V tel que f(v) = d. L'espace quadratique (k - v, fj.,,) est isométrique a (d) et
k-vN(k-v)t = 0. En comparant les dimensions grace au lemme 1.2, on obtient finalement
V2 {d)L(k-v)*. O

Corollaire 1.4 Si (V, f) est un espace quadratique de dimension n sur k, alors il existe
di,...,dn € k tels que V = (dy)L... L(dn). En d’autres termes, toute forme quadratique
n-aire sur k est équivalente a la forme diagonale di X? + ...+ d, X2.

Démonstration. Si D(V) est vide alors f est nulle et V' est isomorphe & une somme or-
thogonale de n espaces (0). Sinon, on choisit d; € D(V') et on écrit V = (d;) LV’, avec V' de
dimension n — 1, et on continue par récurrence. ]

Dans la suite, on notera (di) L ... L{d,) = (d1,...,dy).

1.1.4 TIsotropie et anisotropie

Soit (V, f) un espace quadratique. Un vecteur v € V est dit isotrope s’il est non nul et
que f(v) = 0, anisotrope sinon. L’espace quadratique et la forme quadratique associée sont
dits isotropes s’il existe au moins un vecteur isotrope, anisotropes sinon. Notons qu’un espace
anisotrope est nécessairement non dégénéré car son orthogonal est constitué de vecteurs iso-
tropes. Un espace constitué uniquement de vecteurs isotropes est dit totalement isotrope.
Nous allons tout d’abord étudier I’'isotropie dans le cas des espaces quadratiques de dimen-
sion 2.

Proposition 1.5 Soit (V, f) une espace quadratique de dimension 2. Les propositions sui-
vantes sont alors équivalentes :



(1) V est isotrope et non dégénéré.

(2) det f = —1- (k*)?

(3) V=(1,-1).

(4) f est équivalente a la forme X1Xs.

Démonstration. On a déja vu dans ’exemple du paragraphe 1.1.1 que (3) < (4).

(1) = (2) : A isométrie pres, on peut supposer que f s’écrit f = aX2 + bY2. Puisqulelle
est non dégénérée, ab # 0. Soit v = (vi,v2) # 0 un vecteur isotrope. Quitte a échanger les
vecteurs de base, on peut supposer vy # 0. Alors av? + bv3 = 0, d’ot1

(2) = (3) : Encore une fois, on peut supposer que f = aX? + bY 2. De plus, a € —b - (k*)?,

donc on peut choisir b = —a. Donc f est équivalente a (a, —a), qui elleeméme est équivalente
a aX1Xe9, qui représente 1 car a # 0. Donc d’apres la proposition 1.3, V' = (1, —1).
L’implication (3) = (1) est claire, (1, —1) étant isotrope et non dégénéré. O

Lorsque (V, f) est de dimension 2 et vérifie 'une de ces propriétés, on appelle sa classe
d’isométrie le plan hyperbolique H (probablement en référence a la forme X; Xo, dont les lignes
de niveau sont des hyperboles). Il joue un role fondamental dans I’étude des formes quadra-
tiques. Le lemme suivant, par exemple, montre qu’'une forme quadratique non dégénérée de
plus de deux variables qui est réductible comme polynéme est équivalente a la forme hyper-
bolique.

Lemme 1.6 Soit (V, f) un espace quadratique de dimension n > 2 non dégénéré sur k. Alors
Y est réductible dans k[ X1, ..., X,] si et seulement sin = 2 et V = H.

Démonstration. Si f admet une factorisation non triviale, les facteurs sont nécessairement
deux polynomes homogenes de degré 1. Ecrivons

f: (zn:ale> zn:ijj = Z aiijin,
i=1 j=1

1<i,j<n

de matrice (3(a;b; + a;jb;)); ;. Cette dernitre est somme des matrices & (a;b;);; et &(a;b;)ij,
qui sont de rang 1 (elles sont non nulles car au moins I'un des a; et au moins 1'un des b; est
non nul). Donc la matrice de f est au plus de rang 2. Or f est non dégénérée et n > 2, donc
n = 2. Alors le vecteur (ag, —ay) # 0 est isotrope. D’apres la proposition 1.5, f est équivalente
a(—1,1). O

On appellera espace hyperbolique une somme orthogonale de plans hyperboliques. La forme
quadratique correspondante sera (X? — X3) + ...+ (X2, — X2 ), ot r est le nombre de
plans hyperboliques sommés. Enfin, on dira qu’un espace quadratique (V, f) est universel si
D(V) = k*, donc si f représente tous les éléments inversibles du corps.

Proposition 1.7 Soit (V,b) un espace quadratique non dégénéré. Alors :



(1) Tout sous-espace totalement isotrope U C V' de dimension r > 0 est contenu dans un
sous-espace hyperbolique T' C' V' de dimension 2r.

(2) V est isotrope si et seulement si V' contient un plan hyperbolique.

(8) Si'V est isotrope, alors V est universel.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que l'on a (1) = (2) = (3). En effet, si V est
isotrope, il contient un sous-espace totalement isotrope k-v de dimension 1 ot v est un vecteur
isotrope, et en appliquant (1) V' contient un sous-espace hyperbolique de dimension 2, donc
un plan hyperbolique. De plus, un plan hyperbolique est universel car la forme X;.Xs l'est
clairement, ce qui prouve (3). Il nous reste donc a prouver (1). Soit (eq, ..., e,) une base de U
et S = Vect(ea,...e,). Alors UL C S+, et, comme V est non dégénéré, on peut appliquer le
lemme (1.2) pour écrire

dimSt =dimV —dim S > dimV — dimU = dimU~.

Ainsi, l'inclusion est stricte et il existe donc un vecteur €] orthogonal & es,...,e,, mais pas
a e;. Comme e; est isotrope, €] ne peut lui étre colinéaire, donc (e, €]) est libre. Le sous-
espace H; = Vect(eq, €}) est alors de dimension 2 et a pour déterminant

0 b(ey,€})

. N2 1. *\2
bese}) bief,ep) | K= (R

det(H 1) =
donc H; = H par la proposition 1.5. On a donc décomposé V = Hy L1V’ ot V! = Hi
contient es,...e,. Puisque V' est non dégénéré, on peut continuer par récurrence. ]

Remarque : On peut obtenir le résultat du (3) directement de la fagon suivante : Soit v
un vecteur isotrope et soit w € V' tel que b(v,w) # 0 (c’est possible car V' est non dégénéré).
Alors

f(tv +w) = b(tv + w, tv + w) = 2tb(v, w) + b(w, w)

parcourt tout k quand t parcourt k.

Corollaire 1.8 Soit f une forme quadratique non dégénérée, et d € k*. Alors d € D(f) si
et seulement si f1(—d) est isotrope.

Démonstration. On peut supposer f = a1 X? + ... + a,X2. S'il existe (x1,...,2,) une
représentation de d par f, (z1, ..., Z,, 1) est un vecteur isotrope pour f_1(—d). Réciproquement,
soit (z1,..., Ty, Tnt1) un vecteur isotrope pour f1(—d). Alors on a

al:r%+...+anxi—d:r,21+1:0.

Si z,4+1 est non nul, alors < —_ > est une représentation de d par f. Sinon,
Tn+1 Tn41

(z1,...x,) est un vecteur isotrope pour f. Dans ce cas, f est isotrope, donc universelle

d’apres la proposition précédente. Elle représente donc d. ]



1.2 Formes quadratiques et corps des fonctions

Soit ¥ une forme quadratique de dimension n+1 > 2 anisotrope sur le corps k. On aimerait
étendre le corps k de facon a rendre v isotrope. On considere pour cela I'anneau quotient
k[ Xo,...,Xn]/ (1), noté k], qui est donc de la forme k[zo, ..., x,] avec ¢¥(xg,...,z,) = 0.
Puisque 1) est anisotrope, elle est en particulier irréductible donc k[¢] est integre. La premiere
idée naturelle consiste a simplement prendre le corps des fractions de k[i)] : on obtient le
corps k(¢)# = Frac(k[y]). C’est le corps des fonctions algébriques sur le cone d’équation
(Xo, ..., Xp) =0.

Si on écrit 1 = ag X3 + ...+ ap X2 avec ag, . . .,an € k, on voit facilement que

k(w)ti = k(zg,...,Tn-1) (\/—a,jl(aox% 4+ ...+ an_lx%_1)> ,

ou xg, ..., Tn_1 sont des indéterminées algébriquement indépendantes sur k.
Remarquons que le point de coordonnées (zo,...,x,) sur le cone correspond au point de
coordonnées homogenes

LT T

sur la quadrique projective d’équation ¥ (Xy, ..., X,,) = 0. Posons pour tout i € {0,...,n—1}
Yi = % On peut ainsi travailler avec une variable de moins et se contenter d’un corps un peu
plus petit

k() =k(y,...,Yn—1) (\/—anl(ao +ayi+. o+ an1y31)> ;

donc k(1))F est une extension transcendante pure de degré 1 : k(1) = k(2))(20). De plus, k(1))
et k(1))? s’écrivent donc chacun comme une extension quadratique d’une extension transcen-
dante pure de k. k(1)) peut également étre défini de facon intrinseque a partir de k[)]. En
effet, ¢ étant homogene, 'anneau k)] est gradué, et on peut définir le corps

k() = {Q | P,@ non nuls et homogenes de méme degré dans k[¢]} U {0}. (1)

Montrons que si ¢ = agX§ + ... + a, X2 alors k(¢)) = k(¢0)’ et on peut prendre (1) pour
définition de k(v)).
Soit g € k(v)". Alors

P(zg,...,zn) P(,y1,...,yn)

L
Q B Q(.%'(),...,.Tn) Q(17y17"'7yn)
+ ..

.+ an_lyfl_l), car P et ) sont homogenes de méme degré.

ol y, = \/—aﬁl(ao + ary?
Donc g € k().
Réciproquement, si x € k(v¢), x s’écrit x = M avec P,(Q € k[Y1,...,Y,]. Rendons P

(y17~--,yn)
et @@ homogenes en ajoutant une variable : soit d = max{deg P,deg Q}. On pose alors

Xl Xn d
Pi(Xo,...., X)) =P (2L ... 22 x4 € k[Xo,..., X,
et
X1 Xn

Ql(Xov"-’Xn):Q<X0)-'.7AXVO

)X{f € k[Xo, ..., Xn].



Py et Q1 sont clairement homogenes, et on a = % € k().
Cela nous amene a la définition suivante :

Définition 1.9 On appelle corps des fonctions d’une forme quadratique non dégénérée v le
corps

P
k(y) = {Q | P,Q non nuls et homogénes de méme degré dans k[w]} u{0}.

Remarques
1. Multiplier ¢ par un scalaire ne change pas le corps de fonctions.

2. La définition de k(1)) ne dépend, & isomorphisme pres, que de la classe d’isométrie de
1.

3. La seule chose qu’on a utilisée pour définir k(¢) est I'irréductibilité de 1. On peut ainsi
d’apres le lemme 1.6 définir k(1)) dés que v est non dégénérée a 3 variables ou plus, ou
bien anisotrope a 2 variables. Dans le cas ou v est isotrope a 3 variables ou plus, on
peut montrer que k(1)) et k(¢)* sont des extensions transcendantes pures de k.

Dans la démonstration du théoreme de Merkurjev, les corps de fonctions interviennent entre
autres dans la construction suivante, qui joue un role fondamental : soit ¢ une forme qua-
dratique non dégénérée de dimension n + 1 > 3 sur k, décomposée en somme orthogonale
v =¢ L (a,b) avec a,b € k*, de sorte que

V(Xo,..., Xp) = (X0, ..., Xpn o) +aX2 | +bX2

On définit une forme quadratique 6 de dimension n sur k(t), ou ¢ est une nouvelle indéterminée,
par 0 = ¢ L {(at? +b), i.e.

O(Yo, .. Ya1) = 6(Yo, .., Yoa) + (a? + B)Y2,.
6 est donc obtenue & partir de 1 par le changement de variables X; — Y; pouri € {0,...,n—2}
et X1 +— tY,_1, X, — Y, 1. Le déterminant de 0 est (at? + b)det ¢ # 0 donc # est non
dégénérée. De plus, si n = 2, 6 est anisotrope sur k(t) car son déterminant n’est pas 1’opposé

d’un carré dans k(t) puisque a,b # 0. On peut donc travailler avec les corps de fonctions k(1))
et k(t)(0).

Proposition 1.10 k() et k(t)(0) sont k-isomorphes.

Démonstration. On considere le morphisme d’algebres injectif
f1 Zk"Xl,...,Xn] — k:(t)[Yi,,,,7Yn,1]
— Y, sil<i<n-—2
Xpo1 = Y,
= Y.

Puisque f1(¢(1, X1,..., X)) =0(1,Y1,...,Y,_1), on peut passer au quotient et définir ainsi
un morphisme d’algebres

Fo kX1, Xl /((1, X1, X)) — E)[Yi, .., Yaotl/(0(1, Y1, ..., Yu_t)).

C’est un morphisme injectif d’anneaux integres, on peut donc passer au corps des fractions : on
obtient ainsi enfin un k—morphisme de corps f : k(¢) — k(t)(¢). Il est injectif par définition,
surjectif car il atteint les Y; et t : f(X,,_1X, ') = t. Les corps k(¢) et k(t)(z) sont donc
k—isomorphes. ]



1.3 Algebres de quaternions

Dans ce paragraphe, afin d’éviter les conflits de notation, nous allons exceptionnellement
noter le corps de base F.

Définition 1.11 Soient a,b € F*. L’algébre de quaternions Q = (a,b)r est l'algébre en-
gendrée sur ¥ par deux générateurs i et j vérifiant :

i =a, 2=, ij = —ji.

On pose k = ij. Alors k? = —ab et les éléments 14, j, k anticommutent.

Exemple : (—1,—1)g = H, ou H est le corps des quaternions de Hamilton.

Afin de prouver quelques résultats sur (a,b)r, nous allons construire un isomorphisme
d’algebres de (a, b) p dans une algebre de matrices. Fixons pour cela une extension E du corps
F contenant deux éléments «, 3 tels que a® = —a et 3% = b et considérons deux matrices

i0:<_0a 3) et j0:<g §>6M2(E).

On voit facilement que

) .2 .o Oéﬂ 0 ..

ip =alz, j; =0 et igjo ( 0 —aﬁ) Joto
Ainsi, il existe un morphisme de F-algebres ¢ : (a,b)p — Ma(E) avec ¢(i) = ig et ¢(j) = Jo.
Puisque {1, 10, jo, i0jo} est clairement libre dans My (E), {1,14,7, k} Pest aussi, ce qui prouve
la proposition suivante :

Proposition 1.12 (a,b)r est un F-espace vectoriel de dimension 4, de base (1,1, 7, k).

De plus, cela montre que ¢ est un morphisme de F-algebres injectif. C’est particulierement
intéressant dans le cas ot F est algébriquement clos, puisqu’alors on a un isomorphisme
(a,b)p ~ My(F). Remarquons de plus les faits suivants :

Proposition 1.13 (1) Pour toute extension E de F, il y a un isomorphisme de E-algébres
E ®p (a, b)p ~ (a, b)E

(2) (a,b)r est une algébre simple centrale.

Démonstration.

(1) Soient les applications linéaires données par les inclusions canoniques E — (a,b)g et
(a,b)p — (a,b)g. Leurs images dans l'algebre (a,b)r commutent, donc par propriété
universelle de 'algebre produit tensoriel, on obtient un morphisme de FE-algebres ¢ :
E®r (a,b)r — (a,b)g tel que p(A®@xz) = Az. Ce morphisme est clairement surjectif car la
base canonique de (a,b)g est atteinte. Par égalité des dimensions, c’est un isomorphisme.

(2) Choisissons comme précédemment une extension E de F. D’aprés ce qu'on vient de
démontrer, E ®@p (a,b)r ~ (a,b)g ~ Ms(E). Puisque M3(E) est une E-algebre centrale
simple, (a,b)r est une F-algebre centrale-simple. O
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Définition 1.14 L’involution barre est l’application qui a un quaternion x = a+ Bi+vj+ 0k
associe son conjugué T = a — (Bi + vj + dk). On définit alors la norme et la trace de ce
quaternion par :

N(z)=xzz €F Tx)=xz+z€F

~—

Kl

Fait 1.15 Va,y € Q z+y=2+7¥y, 7Ty=yz, = .

Fait 1.16 La norme est une forme quadratique de dimension 4 (en les coefficients). On a :
N(z) = a? — 3%a — 4*b + 6%ab.

Proposition 1.17 1. Vz,y € Q N(zy) = N(x)N(y).

2. x € Q est inversible si et seulement si N(x) # 0 (autrement dit, si et seulement s’il est
anisotrope).

Démonstration.

L. N(zy) = zyzy = 2(yy)Z = z2yy = N(2)N(y).
2. Si x est inversible, alors N(z)N(x~1) = N(zz™!) = N(1) = 1 # 0 et donc N(x) # 0.

Réciproquement, si N(x) = 2z # 0, on voit que l'inverse de x est donné par %

Remarque. Il existe donc sur @ une forme quadratique, N, qui est anisotrope si (et seule-
ment si) 'algebre est a division. Ce résultat fondamental se verra étendu a un produit tensoriel
de n — 1 algebres de quaternions en tierce partie.

1.4 Algebres de Clifford

Soit (V%) un espace quadratique de dimension n > 1. L’algebre tensorielle de V/,

T(V)=PVve =PV e Pve =To(V) e Ti(V)
n>0 n>0 n>0

est une algebre graduée par Z/27Z. Considérons l'idéal bilatere I(V,1) engendré par les
élements de T'(V') de la forme v ® v — ¥(v) out v € V. Il est homogene quand les degrés
sont pris modulo 2, donc en quotientant 7'(V') par ce dernier, on obtient une algebre graduée
par Z/2Z, lalgébre de Clifford C(V,4) (ou plus simplement C(V'), ou C(¢)) de V :

CV,¢) =T(V)/(v@v—1(v)) = Co(V) & Cr(V).

L’image Co(V) de Tp(V') dans le quotient est une sous-algebre de C(V') car Tp(V) est une
sous-algebre de T'(V). On lappelle l’algébre de Clifford paire de V. Choisissons une base
orthonormée (ey,...,e,) de V, dans laquelle 9 s’écrit 1 = a1 X? + ... + a, X2. Alors dans
C(V) on a pour tout i, e? = a; et pour tous 4, distincts, e;e; = —eje;. On obtient ainsi
une caractérisation équivalente de l’algebre de Clifford : ’algebre de Clifford d’une forme
quadratique ¢ = a1 X7 +...+a, X2 sur k est une k-algebre engendrée par n éléments ey, . .. e,
linéairement indépendants, et vérifiant pour tous i,j € {1,...,n},i # j les relations

612 =a; et ee; = —eje;.
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On voit facilement que ’ensemble de vecteurs
62{61‘1...61‘[ ]66{1,...,n},1§2‘1 <...<i@§n}

engendre C(V) comme espace vectoriel. Le sous-espace vectoriel de C(V) engendré par les
e, ...e;, pour ¢ pair est exactement Co(V'), celui engendré par les e;,...e;, pour ¢ impair est
C1(V). Ainsi, dim C(V) < 2" et dim Co(V) < 2"~L. Nous verrons ci-dessous qu’il y a en fait
égalité, et que les vecteurs de B forment une base de C(V).

Notons 4 l'injection canonique de V' dans C'(V'). La propriété suivante montre que C(V') est
en fait un objet universel.

Proposition 1.18 Soit (V,1) un espace quadratique sur un corps k. L’algébre de Clifford
C (V) vérifie la propriété universelle suivante : Si A est une k-algébre et o : V. — A une
application k-linéaire compatible avec la forme quadratique 1, c’est-a-dire telle que

o(v)? = (v) pour tout v €'V,

alors il existe un unique morphisme d’algébres 7 : C(V) — A tel que 0 = 7 o i, autrement dit

tel que le diagramme suivant commute :
V g
A

cv)

A

Démonstration. Considérons le diagramme :

~

/ i
v e
N "

Soit j : V' — T(V') l'inclusion canonique. D’apres la propriété universelle de I’algebre tenso-
rielle, il existe un unique morphisme d’algebres ¢ : T(V) — A tel que o = G o j. Pour tout
veV,

Gv®v—1(v)) = 6(v)’ —9(v) = o(v)’ — Y(v) = 0.

Ainsi, 6(I(V,4)) = 0 et donc il existe un unique morphisme d’algebres 7 tel que Tos = &, ou
s:T(V)—C(V)=T(V)/I(V,9) est la surjection canonique. Or i = so j, donc 70i = o.O

Quelques cas particuliers et remarques :
1. Lorsque ¢ = 0, C(V) coincide avec I'algebre extérieure A(V).

2. Lorsque V = (d), C(V) est une k-algebre engendrée par un unique élément e; tel que
= d. Donc C(V) ~ k(Vd) et Co(V) ~ k.

12



3. Lorsque V = (a,b), C(V) est une k-algebre engendrée par des éléments e;, ea qui anti-

commutent et tels que e? = a et €3 = b. On reconnait 1a la caractérisation d’une algebre

de quaternions : C(V) ~ (a,b).

4. Les deux derniers cas particuliers nous montrent que dans les cas n = 1, 2, la dimension
de l'algebre de Clifford est bien 2.

5. Si x Ly dans V, alors leurs images dans C'(V') anticommutent. En effet :
2+ = ) +(y) = Y@ +y) = (@ +y)? = 2" +ay +ya + 7

Afin d’établir d’autres résultats sur les algebres de Clifford, nous avons besoin de la notion
de produit tensoriel gradué de deux algebres graduées. Soient A = Ag ® Ay et B = By ® By
deux algebres graduées par Z/27Z. Leur produit tensoriel gradué A®B est Vespace vectoriel
A ® B muni de la graduation

(A®B)o = (Ao ® By) @ (A1 ® B1), (A®B); = (A ® B1) ® (A1 ® By),

et du produit
(CL ® b)(a' ® b/) _ (_1)degbdega (aa/) ® (bb/)

ot a,a’ € Aet b b € B sont des éléments homogenes dont la notation deg désigne le degré.

Proposition 1.19 Soient (Vi,v1), (Va,12) deuz espaces quadratiques. Alors il existe un iso-
morphisme d’algebres canonique

C(ViLVa) ~ C(V1)RC(Va).

Démonstration. Considérons le diagramme

Ne———Voh-——"W

Nous allons pour i = 1,2, identifier V; & son image dans C(V;). La propriété universelle
de C(V;) nous fournit un morphisme d’algebres «;. Les images de «; et ag dans C(V;LV3)
anticommutent par la remarque 5 ci-dessus :

a1 (’1)1)042('1}2) = V1V = —UVV1 = —042(’02)041(’[)1).

Par la propriété universelle du produit tensoriel gradué, on obtient un morphisme d’algebres
graduées g : C(V1)®C(Va) — C(V; LV3). Pour la réciproque, considérons I’application

h: iV, — C(V1)®C(V2)
v+ — Q1+1R v,

Ce morphisme est compatible avec la forme quadratique 1 = 11 119 :

h(vi+ 1) =0 @1+1Q0w)? =1 @1+ 1Q0v2 =11(v1) + 2(v2) = Y(v1 + v2)
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car vy et vy sont des éléments de degré 1 de C'(V7) et de C(V2) respectivement. Ainsi, par la
propriété universelle de C'(V;_LV5), on obtient un morphisme f : C(ViLV3) — C(V1)®C(V3).
Enfin, on vérifie aisément que g o f = id et f o g = id en regardant sur les systemes de
générateurs. O

Par une récurrence immédiate et grace a la remarque 4. on obtient alors :

Corollaire 1.20 Si (V,v) est un k-espace quadratique de dimension n et (e,...,e,) une
base orthonormale, alors

(1) dim C(V) = 2" et dim Co(V) = 2771,
(2) Les éléments de l’ensemble B = {e;, ...e;,, £ € {1,...,n}, 1 < i3 < ... < iy < n},
forment une base du k-espace vectoriel C(V').

Lemme 1.21 Soit (V) un espace quadratique sur k et a € k*. Alors

(1) Co(ay) = Co(¥).

(2) Soit ¢ = (a)L1p. Alors Cy(¢) ~ C(—ar)).

(8) Soit k C K une extension de corps. Alors K @ C(V,¢) = C(K ®; V,¢¥k), ot Y est la
forme quadratique ¥ vue comme une forme quadratique sur le corps K.

Démonstration.

(1) Considérons le corps K = k(y/a) et lalgebre C(¢)x = C(¢) ® K. On remarque que
pour tout v € V
(v®Va)? = ay(v) @ 1.
On a donc, par propriété universelle de C'(a1)), un morphisme d’algebres o : C(ay)) — C(¢)k
tel que a(v) = v ® y/a. De plus, pour tous v,v' € V

(v®@Va)(v' @ va) =av' ®1 € Cy(y) C C(W)k,

donc 'image de tout élément de Cy(ar)) est dans Cy(v)) ; « se restreint en un morphisme
de Cp(ay)) dans Cy(v)). Soient eq,...,e, les générateurs de C(av)), fi,...,fn ceux de
C(1) associés a une base de V donnée. Pour tout ¢ € {1,...,n} pair et pour tous 1 <
11<...<p<nona

a(fil e flz) = aéeil e 62‘“
le morphisme envoie une base sur une base : c’est un isomorphisme.
(2) Etendons I'espace V en écrivant W = k-eg@V oil eg est un vecteur orthogonal & V' tel que
¥ (eg) = a. Si 'espace quadratique (V) a pour base (eq,...,e,), 'espace quadratique
(W, ¢) a pour base (e, ...,e,). Pour tout v € V,

(eqv)? = equegu = —edv* = —1h(eg)Y(v) = —arp(v),

donc par propriété universelle de C(—at)), on construit un morphisme d’algebres « :
C(—ay) — Cp(o) tel que pour tout v € V, a(v) = egv. En particulier, pour tout ¢ €
{1,...,n} et pour tous 1 <i; <...<iy<nona

£(e=1)
a(e;, .. .eu) = €0€j; ... €€, = (—1) 2 €)€4y -+ - Ciys

colinéaire a epe;, ... €;
isomorphisme.

, si £ est impair, a e;, ...e;, sinon. Ce morphisme est donc un
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(3) Soit le morphisme id®i: K @,V — K ®; C(V),oui:V — C(V) est 'inclusion. Pour
tout A € K,v € V,on a

gA@v)?=A2v)A0v) = N oy) =) @1,

ce qui nous fournit par propriété universelle de C(K ®j V') un morphisme de K —algebres
g:C(K®,V)— K®;C(V). Pour 'autre sens, on considere les applications K-linéaires

hi: K — C(K®;V) ot hey: C(V) — C(K®;V)
A=A x — 1®.

Leurs images commutent, donc par la propriété universelle de ’algebre produit tensoriel,
on peut les factoriser en un morphisme de K —algebres h: K @3 C(V) — C(K @ V). 1l
est ensuite facile de vérifier que h et g sont inverses I'un de 'autre, en le vérifiant sur les
générateurs. O

Nous pouvons maintenant démontrer un résultat essentiel sur les algebres de Clifford, qui
nous servira dans la démonstration du théoreme principal.

Théoréme 1.22 Soit (V1)) un espace quadratique de dimension impaire 2n + 1 > 1. Alors
Co(v) est une algébre centrale simple.

Démonstration. Grace au troisiéme point du lemme 1.21, on peut supposer que le corps
k est algébriquement clos. De plus, si on écrit ¢ = (a) L ¢, d’apres le lemme 1.21, Cy(v)) =
C(—a@). 1l suffit donc de prouver que l'algebre de Clifford d’une forme quadratique de dimen-
sion paire 2n est centrale simple. Puisque toute forme quadratique ¢ d’au moins 2 variables
sur un corps algébriquement clos est isotrope, ¢ est équivalente a une somme de plans hyper-
boliques. Ainsi, d’apres la proposition 1.19,

n fois

o~

Or on a vu que C(H) ~ (—1,—-1); ~ Ms(k). On admet que ]\//Tp(k)(@]\/fq(k) ~ Myy(k), ol
M, (k) est 'algebre M, (k) graduée en « échiquier ». Cela implique C(¢) ~ Man(k) en tant
qu’algebres graduées. Puisque Man (k) est centrale simple, il en est de méme pour C(¢). O
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2 Deux invariants quadratiques : le niveau et le u-invariant

Dans cette partie, nous allons présenter les deux invariants introduits par Kaplansky.
L’étude préalable des formes de Pfister nous permettra de démontrer le théoreme de Pfister :
le niveau d’un corps, s’il n’est pas infini, est toujours une puissance de 2.

2.1 Les formes de Pfister

Définition 2.1 On définit le produit de Kronecker de deux formes quadratiques ainsi :

<a1,...7an>®(b1,...,bm> = a1<b1,...,bm>J_...J_CLn<bl,...,bm>
= (albl,albg,...,albm,...,anbl,...anbm>

Dans I’espace quadratique considéré, le produit de Kronecker correspond au produit tensoriel
des matrices.

Fait 2.2 Le produit de Kronecker est distributif par rapport a la somme orthogonale.

A partir de ce moment, on écrira parfois f = g pour signifier que les formes quadratiques f
et g sont équivalentes. Les formes quadratiques sont toutes supposées non dégénérées.

Théoréme 2.3 (Premier théoréme de Witt) Toute forme quadratique f non dégénérée
s’écrit :
f=HL. 1Hlg
| S——

m

ot g est une forme quadratique anisotrope, que l’on appelle partie anisotrope de f. Cette
décomposition est unique & isomorphisme de g prés. L’entier m est appelé indice de Witt

de f.

Théoréme 2.4 (Second théoréeme de Witt) Si f, f1, fo sont des formes quadratiques telles
que fLf1 et f1fo sont équivalentes, alors fi1 et fo sont équivalentes.

Démonstration. On commence par démontrer le second théoreme de Witt. Par une récurrence
facile, on est ramené au cas ou f = (a). Le probléme se résout alors matriciellement :

AL a 0 ANTC\ (a0
Cc P 0 A ‘L, ')\ 0 B
Il s’agit de démontrer que les matrices A et B sont congruentes.

a=a) + LA'L

0 = a\'C + LA'P
(0=a)C + PA'L)
B = PA'P + aC'C

On cherche une matrice @Q telle que B = QAQ. L’astuce de Borevich et Shafarevich ([1])
consiste a la chercher sous la forme Q = P+ £CL, ou € € k. On a donc :

B = PAP+aC'C = QAQ = (P + ECL)A('P + €'1L'C)
= PAP +(CLAP + EPALIC + 2CLALIC
= E2CLA'LIC + ECLAWP + ¢PALIC — aC'C =0
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On simplifie ensuite grace aux relations obtenues.
£2a(1 — \)C'C — 2a\C'C — aC'C =0

f étant supposée non dégénérée, on peut simplifier par a. Si la matrice C'C est nulle, alors
@ = P convient. Lorsqu’elle ne ’est pas, on peut écrire :

E1-XN)—2X-1=0

Si A2 =1, on prend ¢ = —1/2\. Si I’équation est bien de degré 2, son discriminant est :
A=4)44(1-X\)=4=2°
Et donc & = (1/\_%\12) = _A%Fl convient.

L’existence de la décomposition se fait par une récurrence triviale a partir de la proposi-
tion 1.3. Du second théoreme de Witt découle I'unicité de cette décomposition. Supposons :

f=Hl.1Hlg=HL..1H1l4
— —

m m/

Si m’ > m, on peut simplifier :
g=HL..1H1lg
m/—m

Comme g est anisotrope, m = m’ et g est équivalente a ¢'. O
Définition 2.5 On appelle forme de Pfister d’ordre n une forme quadratique sur k du type :
(L,a1) ® ... @ (1,an) = (1,01, ..., an, a102, ..., 4103...0y).

On désignera cette forme de dimension 2™ par la notation ((a1, ..., an)).

Définition 2.6 On appelle facteur de similitude de la forme quadratique f un scalaire non
nul A tel que f et Af sont équivalentes. On pose :

S(fy=A{rek™ | f=Af}
qui est un sous-groupe multiplicatif de k.

Lemme 2.7 Pour une forme de Pfister anisotrope, D(f) = S(f).

Démonstration. Une forme de Pfister représente 1. Si A € S(f), Af représente A, donc
f représente X : S(f) C D(f). Réciproquement, si A € D(f), on raisonne par récurrence
sur l'ordre. Prouvons le résultat pour ((a)) : soit A = ({a))(xo,y0). On a supposé la forme
anisotrope, donc —a n’est pas un carré et la matrice :

A—<x0 —ay0> (det A = 22 4+ ayd # 0)
Yo  To
définit un changement de variable inversible entre ((a)) et A({a)) :
A(a))(x,y) = (25 + ayg)(2® + ay?)
= ((zz0 — ayyo)? + alyzo + zy0)*)
= ({a))(zzo — ayyo, yzo + xyo)

Supposons a présent le résultat vrai au rang n.

f=g9®(1,b) = gL(bg)
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Premier cas : A € D(g). Par récurrence \g = g et A\f = (\g)L(Abg) = gL(bg) = f.

Deuxiéme cas : A € D(bg). Dans ce cas, g représente b=\ et b=\ € S(g).

b~ 'Ag =g = Ag=bg = Af = (bg) L(b’g) = (bg) Lg = f

Troisiéme cas : A\=a+b8 («a,5 € D(g)). On a alors, en appliquant a deux reprises
I’hypothese de récurrence :

Af = (a+b3)(gLbg)
= a(l+bba")(gLbBa"g)
= a(l+bfa ) (1,080 ") @ g
= ol,bfaH®g
= a(glbBalyg)
= (aglbBg) =gL(bg) = f

Cette transformation gélatino-formelle s’appuie sur la structure de groupe de S(g), et sur le
résultat au rang 1 pour la forme de Pfister {(b3a~1)). Encore une fois, D(f) C S(f). O

Lemme 2.8 Les formes de Pfister isotropes sont hyperboliques.
Démonstration. Par récurrence sur lordre. Le résultat est vrai pour ((a1)), qui est de

dimension 2, donc soit anisotrope, soit hyperbolique selon le premier théoreme de Witt. Sup-
posons le résultat vrai a 'ordre n, et soit une f forme de Pfister isotrope d’ordre n + 1.

f:g®<1ab>

Si g est isotrope, elle est hyperbolique (hypothése de récurrence) et f est hyperbolique. Sinon,
g est anisotrope et D(g) = S(g), or f = gL(bg) est isotrope.

Jo, € D(g)  a=-bB€ D(g) =5(g)
f=9L(bg) = (ag)L(bBg) = (ag) L(—ayg)
La forme est bien hyperbolique. ]

En résumé, deux cas se présentent pour une forme de Pfister : soit elle est hyperbolique,
soit elle est anisotrope et représente exactement ses facteurs de similitude. On dit que les
formes de Pfister sont multiplicatives.

2.2 Etude du niveau

Définition 2.9 On appelle niveau d’un corps k, noté s(k) le plus petit entier n tel que —1
s’écrive dans k comme somme de n carrés.

Ce s utilisé pour désigner le niveau vient de I’allemand Stufe. Par convention, on pose s(k) = oo
si —1 n’est pas somme de carrés. Il est tres facile de déterminer le niveau de certains corps.

Fait 2.10 s(R) =00, s(Q) =00, s(C)=1.
Proposition 2.11 Le niveau d’un corps finiFy est 1 siq est une puissance de 2 ou siq = 1[4] ;

en revanche, si ¢ = 3[4] on a s(F,) = 2.
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Démonstration. Pour un corps de caractéristique 2, bien que ce cas ne nous intéresse pas,
on aurait —1 =1 = 12, et donc s(k) = 1.

Si g = 1 [4] alors —1 est un carré, car (—1)% = 1 et Fg*x est cyclique. Par conséquent
s(F,) =1.

Si ¢ = 3 [4], par le méme argument —1 n’est pas un carré. Il est en revanche somme de

deux carrés : si x et y parcourent F, 22 et —y? — 1 prennent chacun %1 valeurs. Ils ont donc

au moins une valeur en commun, ¥3 = —y3 — 1 et —1 = 23 4+ y3. On a s(F,) = 2. O

Théoréme 2.12 (Pfister) Le niveau d’un corps, s’il n’est pas infini, est toujours une puis-
sance de 2.

Démonstration. Soit k un corps, de niveau s(k) # oo. On a donc 2" < 5(k) < 2""! pour un
certain n. Il s’agit de montrer que s(k) = 2". Considérons la forme de Pfister f = ((1,...,1)),
de dimension 2"*!. On peut I'écrire :

F=folfi=(1, .. 1)L(1,..1)
—_—  ——
s(k) 2ntl—s(k)

Par définition du niveau, fy représente —1; or f1(1,0,...,0) = 1, donc f est une forme de
Pfister isotrope et I'on sait qu’elle est hyperbolique :

f=HL.1H=(1,.,1)1(-1,..,-1)=golg
B <2 )L 2 )

Or par définition, f = golgg. Par le second théoreme de Witt, les formes gy et g1 sont
équivalentes, et g1 représente 1. Par conséquent, —1 est somme de 2" carrés, ce qui conclut.[]

2.3 Présentation du u-invariant

Définition 2.13 Sik est un corps, on appelle u-invariant de k, noté u(k), la dimension mazi-
male d’une forme quadratique anisotrope sur ce corps, i.e. le plus petit entier n tel qu’il existe
une forme anisotrope de dimension n, tandis que toutes les formes de dimension supérieure
sont isotropes sur k.

Cette dénomination, « u-invariant », est 'abréviation d’invariant universel. En effet, il existe
une caractérisation équivalente du u-invariant en termes de formes universelles.

Proposition 2.14 Le u-invariant de k est aussi la dimension a partir de laquelle toutes les
formes quadratiques sur k sont universelles.

Démonstration. Soit n = wu(k). Par définition, toute forme de dimension k > n est iso-
trope sur k, donc universelle. Soit f une forme de dimension n. Si elle est isotrope, elle est
universelle. Sinon, soit d € k. La forme f_1(—d) est de dimension n + 1, elle est donc isotrope
et comme f est anisotrope, f représente d. Ceci étant vrai pour tout d, f est universelle. On
a montré que toute forme de dimension k > n était universelle.
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Réciproquement, il existe f une forme quadratique de dimension n anisotrope.

f=9L{a)
Il existe donc une forme quadratique g de dimension n — 1 et un élément a € k tel que g ne
représente pas —a. O

Fait 2.15 u(R) =00, u(Q)=o00, u(C)=1, u(Q,) =4 (Hasse, 1923).

Proposition 2.16 Les corps finis de caractéristique p # 2 sont de u-invariant 2.

Démonstration. Soit k£ un corps fini de cardinal ¢ = p™. Il y a dans ce corps %1 carrés.

Soit s un élément de k qui n’est pas un carré. Alors la forme quadratique de dimension 2 :
H(X,Y) = X% - sY?
est anisotrope; ainsi u(k) > 2. D’autre part, soit une forme quadratique de dimension 3 sur
ce méme corps :
H(X,Y,Z) = aX?+ pY? + 42>

On suppose 3,7y # 0 (si ce n’est pas le cas, la forme est dégénérée et donc isotrope). Si l’on fixe

X =1let queY et Z parcourent k, o + 3Y? et —yZ? prennent chacun a+L yaleurs distinctes.

2
On peut donc trouver (y, z) € k? tels que :
a+tfy’=-7 = ¢(lyz)=0
Toute forme de dimension 3 étant isotrope, u(k) = 2. O

Définition 2.17 Pour un corps k, on suppose connus l’anneau des séries formelles k[[t]] et
son corps des fractions, appelé corps des séries formelles de Laurent, noté k((t)).

Proposition 2.18 Si u(k) < oo, on a u(k((t))) = 2u(k).

Démonstration. D’une part, si ¢ est une forme quadratique anisotrope de dimension n
sur k, on considere la forme de dimension 2n :

(I)(Xl, ey Xgn) = ¢(X1, ,Xn) + t¢(Xn+1, ...,Xgn)

qui est anisotrope sur k((t)). En effet, si (X1,..., X2,) € k((t))*" est un vecteur isotrope,
quitte & multiplier par une série on peut supposer (X1, ..., Xo,) € k[[t]]*". #(X1,..., Xpn),
&(Xpnt1, vy Xon) sont donc des séries de k[[t]] vérifiant :

¢(X1, ,Xn) + t¢(Xn+1, ...,Xgn) =0

Le coefficient constant de ¢(X1, ..., X,,) est donc nul. Comme ¢ est anisotrope sur k, les
coefficients constants de X1, ..., X, sont nuls, et ces séries sont divisibles par t.

Vi=1,..,n X;=tY; = oX1,..,X,)==t’6(Y1,..,Y,)
oY1, Vo) +td(Xnst, o Xon) =0
On divise tout par ¢ puis on recommence pour obtenir par récurrence que (Xi, ..., Xop) =

(0,...,0). Ceci montre que u(k((t))) > 2u(k). L’autre sens, plus compliqué, fait appel au
lemme d’Hensel. O

Corollaire 2.19 u(C((X1))...((Xy))) = 2™.
Proposition 2.20 On a toujours l'inégalité u(k) > s(k).
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Démonstration. En effet, si n est le niveau de k, la forme X7+ ... +X3L_1 ne représente pas
—1 et par conséquent X7 + ... + X2 est une forme quadratique de dimension n et anisotrope
sur k. ]

u-invariant et niveau d’un corps semblent tres liés. C’est ce qui a conduit Kaplansky a conjec-
turer que I'un comme 'autre étaient toujours des puissances de deux.

Conjecture fausse : Le u-itnvariant d’un corps est toujours une puissance de 2.
(Kaplansky, 1953)

Fait 2.21 1] existe des corps de u-invariant 2n pour tout n (Merkurjev, 1988), ainsi que des
corps de u-invariant 9 (Izhboldin, 2001) et 2" + 1 pour tout r > 3 (Vishik, 2005). 1l n’existe
pas de corps de u-invariant 3, 5 ni 7 (résultat élémentaire, plus ancien).

Le premier de ces résultats fait I’objet du présent travail. La forme générale du u-invariant est
toujours inconnue. On ne sait pas, par exemple, s’il existe un corps de u-invariant 11. Nous
donnons au lecteur, en exclusivité, un résultat qui paraitra bientot :

Fait 2.22 Le corps Q,(t) est de u-invariant 8, ainsi que toutes ses extensions finies.

Le cas p # 2 a été démontré par Parimala et Suresh en 2007, et le cas p = 2 par Heath-Brown
et Leep en 2009.
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3 Le théoreme de Merkurjev

3.1 Propriétés des ordres de D(t)

On considére ici une algebre a division D, de dimension finie sur son centre k = Z(D).

Définition 3.1 On note D[t] l’algébre des polynomes a coefficients dans D, et D(t) ’algébre
des quotients centrauzx, que l’on définit par :

D(t) = (k[t])\{0})~' D[t].
Fait 3.2 On a D[t] ~ D ®y k[t], D(t) ~ D ®j, k(t).

Proposition 3.3 D[t] est un anneau principal a gauche.

Démonstration. Ils’agit d’établir dans D[t] un algorithme de division euclidienne & gauche.
Tout fonctionne comme dans le cas commutatif. Soient A, B € D[t], il existe un unique couple
(Q, R) d’éléments de DJt] tel que :

A=QB+ R et deg(R) < deg(B).

On le montre par récurrence sur le degré de A. Soit maintenant I un idéal & gauche de D][t],
et P dans I un élément de degré minimal. La division euclidienne & gauche d’un élément de
I par P montre que tout élément est de la forme QP, et donc que I = D[t].P. [l

Proposition 3.4 D(t) est une algébre a division.

Démonstration. 1l est facile de voir que D(¢) est integre. L’intégrité de D implique celle
de DIt] (prendre les coefficients dominants), qui est équivalente a celle de D(t). Or, pour
une algebre associative unitaire de dimension finie, il est équivalent d’étre integre et d’étre
a division : soit  un élément non nul de D(¢), il posseéde un polynéme minimal p, dont le
coefficient constant est non nul (par intégrité). D est a division, par conséquent ce coefficient
constant non nul est inversible, et = est inversible dans D(t). O

Définition 3.5 On appelle ordre de D(t) sur kft] un sous-anneau de D(t) qui est également
un kft]-module de type fini.

Lemme 3.6 Tout ordre de D(t) est conjugué a un sous-anneau de D[t].

Démonstration. Soit A un ordre de D(t). Il s’agit de montrer que pour un certain x € D[t],

ona:
z.Ax™! C D[t]

On définit ’ensemble :
M = DJt].A

C’est un sous-module de type fini de D(t) sur k[t]; le ppcm d des dénominateurs de ses
générateurs est donc aussi le ppcm des dénominateurs de tous ses éléments. Ainsi :

d.M C D[t]
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C’est un idéal a gauche de D[t] dont on sait qu’il est principal a gauche et par conséquent :
dr € D[t] d.M = Dit].z

On peut considérer
N={zeD(t)|dM.zCdM}

On vérifie sans probleme que A C A’ et que A’ C 2~ L.D[t].x :

ze€AN=dMz=dD[t]Az=d.D[t]|A=d.M
z€N =dM.zCdM= D[t].zz C D[t].x = zz € D[tjz = z € 2~ '.D[t].z,

d’ot1 'on conclut in fine que z.A.x~1 C DIt].

3.2 Le théoréeme de Merkurjev

Théoréme 3.7 (Théoréme de réduction d’indice de Merkurjev) Soit D une algébre
a division centrale de dimension finie sur k et ¢ une forme quadratique anisotrope sur k de
dimension au moins 2. Alors lalgébre D ®y, k(1)) n’est pas a division si et seulement si
D contient une image homomorphe de l’algébre Co()). Si 1) est isotrope non dégénérée de
dimenston au moins 3, l’énoncé vaut également, mais de maniere vide, car aucune de ces
conditions ne peut étre satisfaite.

Démonstration. Supposons d’abord 1 anisotrope. Quitte a la multiplier par un scalaire,
ce qui ne change ni k(1) ni Cy(v)), on peut supposer que 1) s’écrit

Y= —-Xg+mXP+..  +a X2

ol aj,as, ...an € k. D’apres le lemme 1.21 Cy(1)) est isomorphe & C'(a1 X% +. ..+ a, X?2). Par
définition de I'algebre de Clifford C(a1 X? + ...+ a,X2), le théoréme se reformule alors de la
fagon suivante :

D ®y k(1)) n’est pas a division si et seulement si D contient des éléments dy, ..., d,
satisfaisant les relations

d? =a; pour i€ {l,...,n} @)
didj = —djdi pour ¢,j € {1, R ,n}, 1% 7.

Nous allons démontrer cela par récurrence sur n.

Dans le cas n = 1 I’énoncé devient : D ®j, k(y/a1) n’est pas a division si et seulement si D
contient un sous-corps isomorphe a k(y/a1). Puisque v est anisotrope, on a \/a; & k.

Si D ®j, k(y/a1) n’est pas a division, elle n’est pas integre, donc il existe o, 3,7v,6 € D tels
que (@ @1+ F®./a1)(y®1+§®/a;) = 0. En développant, cela donne deux équations :

ay+a180 =0
ad + By = 0.

Ainsi on a, puisque D est a division,

a; = —ays 171
v6~ = - ta.
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Finalement, en remplacant, a; = —a(—8"'a)s~! = (a371)?2, donc D contient un élément de
carré aj.
Réciproquement, si D contient un élément /a; de carré aq,

(Var®1l-1®/a)(yauu®1l+1®a)=a1®1—-1®a; =0,

donc D ®y, k(y/a1) n’est pas inteégre, donc pas & division.
Supposons a présent le résultat vrai au rang n—1 ot n > 2. On introduit la forme quadratique

0= —Y02 + a1Y12 +...+ an,gYnQ_Q + (an,1t2 + an)YT?_l

de dimension n sur k(t), obtenue comme dans le paragraphe 1.2. D’apres la proposition 1.10,
les corps k(1)) et k(t)(6) sont isomorphes, et donc D @y k(¢) ~ D ®y, k(t)(). D’autre part,

D @ k(t)(0) = D @y (k(t) @) k()(0)) = (D @4 k(1)) @r) k()(0) = D(t) ey k(£)(0).

Ainsi, D ®; k(1)) n’est pas a division si et seulement si D(t) @y k(t)(¢) n’est pas a division,
ce qui par I’hypotheése de récurrence, est équivalent au fait que D(t) contienne des éléments
e1,...,€e,_1 satisfaisant les relations

e?=a; pour i€ {l,...,n—2}

e | =an 1> +ap (3)
ejej = —eje; pour i,j € {l,...,n—1}, i#j.

[\

11 suffit donc de prouver que D contient des éléments di, ..., d, vérifiant les relations (2) si
et seulement si D(t) contient des éléments e, ..., e,_1 vérifiant les relations (3).

Si cette derniére condition est satisfaite, considérons la sous k[t]-algebre A de D(t) engendrée
par les éléments eq,...,e,_1. C’est un module de type fini sur k[t], donc un ordre de D(t).
D’apres le lemme 3.6, quitte a remplacer A par un ordre conjugué, ce qui ne change pas les
relations vérifiées par les e;, on peut supposer que A C D[t], et donc que ey, ..., e,—1 € D[t].
Ainsi, pour i € {1,...,n — 2}, puisque e? est de degré zéro dans D[t], on doit avoir e¢; € D.
D’autre part, e,%_l est de degré deux, donc e,_1 est de la forme e, 1 = xt + y pour x,y € D
bien choisis. Pour tout i € {1,...,n — 2} on a e;xt + e;y = ejep—1 = —ep_16; = —xe;t — ye;
et donc par identification des coefficients, z et y anticommutent avec e;. De plus, (zt + y)? =

2

e2_, = an_1t* + a,, donne

2 2
T = dn-—1, Y = —Yzx, Yy = an.

En posant d; = ¢; pour i € {1,...,n — 2}, d,—1 = x et d,, = y on obtient donc des élements
dy,...,d, € D vérifiant les relations (2), ce qui prouve un sens de 1’équivalence.
Réciproquement, si D contient des élements d,...,d, satisfaisant (2), alors les éléments
el,...,en—1 € D(t) définis par e; = d; pour i € {1,...,n — 2} et e,_1 = dy—1t + dy, vérifient
les relations (3), ce qui conclut l'autre sens de 1’équivalence.

Dans le cas ou v est isotrope, on peut supposer de plus que a; = 1. Il est alors impossible de
trouver des éléments di,...,d, tels que les conditions (2) soient vérifiées car sinon d; serait
un élément non central de D tel que d? = 1, et le corps k(d;) aurait trois éléments de carré 1.
De plus, le corps k(1)) est alors une extension transcendante pure de k et D ®y k(1)) est donc
a division. ]
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4 Construction d’un corps de u-invariant pair

La construction présentée procede d’un double passage a la limite inductive. Partant d’une
algebre D construite ad hoc comme produit tensoriel d’algebres de quaternions, on étend
successivement les scalaires aux corps des fonctions de toutes les formes quadratiques de
dimension 2n + 1. L’enjeu de cette construction est double : pour que le u-invariant soit 2n,
il faut d’une part que les formes quadratiques de dimension supérieure soient isotropes, et
d’autre part qu’il existe une forme anisotrope de dimension 2n.

4.1 Construction et propriétés de ’algebre D

La proposition suivante nous garantira l’existence d’une forme quadratique anisotrope de
dimension 2n apres extension des scalaires.

Proposition 4.1 Soit A = Q1 ®p ... ®r Qn_1 un produit d’algébres de quaternions sur un
corps F. Il existe une forme quadratique q4 de dimension 2n sur F telle que si l'on étend les
scalaires a une extension F' de F et telle que A @p F' demeure a division, qa est anisotrope
sur F’.

Démonstration. Pour [ = 1,...,n — 1, 'algebre de quaternions (); est engendrée en tant
que F-algebre par deux éléments dont nous notons i;, j; les images dans A. Nous rappelons
que ces éléments anticommutent et que leurs carrés sont centraux, i.e. :

Vi=1,..,n—1 i €F* jEcF* |k =iy =—ji
D’autre part, les éléments de deux de ces algebres commutent pour le produit naturel défini
sur le produit tensoriel A.
VIiEm by =iml WJm = Jmb Jim = Jmil
On définit alors, pour [ = 1,...,n — 1 les éléments :
u; = ki...kj_19; v = k1...ki_1J w = ki...kn_1
dont on vérifie qu’ils anticommutent et sont de carrés centraux.
w? =k} k2_, € F*, Viul =k} .k} i} € F* et de méme pour vy,

Vi< m Ui Uy, =Kki..kj—10k1. km—1tm = —ki..ki—1k1.. . kp—1910m
= —ki..kpm_iki.. ki—1imiy = —ki.. km_1tmkr.. k11
= —u,u; et ainsi de suite.

Ces éléments forment la base d’un F-espace vectoriel de dimension 2n — 1 :

n—1
V= (@ulF@v,F) GuwFC A
=1

Tout élément de V' a son carré dans F ; en effet, les carrés des éléments de la base sont centraux
et les produits croisés s’annulent par anticommutativité, on peut donc écrire :

n—1

1:61/7 x:wz+zulxl+vlyl) x2:¢(l‘17yla"°a$nflaynflaz) EF
=1
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Ou ¢ est une forme quadratique sur F de dimension 2n — 1. On pose enfin :
qa=T? - ¢(X1, Y1, Xn1, Y1, Z)

Il reste a voir que g4 vérifie la propriété attendue : supposons qu’elle soit isotrope, et soit
alors (t,x) un vecteur isotrope.

(t,z) e F xV\(0,0)=t—x, t+x#0car FNV =0
ga(t,z) =t* = p(x) = 1> = 2> = (t —2)(t +2) =0

ce qui est impossible si A est a division. ]

Remarque. Dans le cas d’une seule algebre de quaternions, la construction précédente re-
donne la norme définie en premiere partie. Cette norme est bien une forme quadratique de
dimension 4 anisotrope sur l'algebre tant que celle-ci est a division, puisque les vecteurs iso-
tropes sont exactement les éléments non inversibles.

De méme pour un produit de deux algebres de quaternions : on trouve alors la forme d’Albert,
bien connue, de dimension 6, qui est anisotrope sur F’ si et seulement si A ®p F/ est & divi-
sion (C’est le théoreme d’Albert, [3] p.69). A partir de trois algebres, une seule implication
demeure (celle de la proposition).

Le probleme est maintenant de construire un produit tensoriel de n — 1 algebres de qua-
ternions qui soit a division.

Définition 4.2 Soit 0 un automorphisme d’un anneau R. On note Rt,o] l'anneau des po-
lynomes o-tordus de la variable t a coefficients dans R. Ce sont des polynémes non commu-
tatifs, dans lesquels on pose :

Vre R tr=o(r)t

Remarque. Sio = Id, R[t,0] = R[t] est 'anneau des polynomes habituel.

Proposition 4.3 Si R est un anneau intégre, R[t, o] est intégre.

Démonstration. Par 'absurde, soient P, Q € R[t, o] deux polynémes non nuls vérifiant :
degP =n deg@Q =m PQ=0

Si p,qg € R sont les coefficients dominants & gauche respectifs de ces deux polynomes, le
coefficient & gauche de degré mn de PQ est p.c™(q) = 0. Par intégrité de R, p = 0 ou
0™(q) = 0, ce qui est impossible par hypothese, o étant un automorphisme. ]

Remarque. Ce résultat tient au fait plus général que si R est integre, on a dans R[t, o]
comme dans R[t] 'égalité :
deg PQ) = deg P 4+ deg Q)

quand P et Q) sont des polynémes non nuls.
Ici, on considere le cas particulier on R = A[z], quand A est une algebre centrale simple

a division. On prend pour ¢ 'automorphisme qui vaut I'identité sur A et envoie x sur —z, de
telle sorte que A[x][t, o] est 1'algebre des polynomes anticommutatifs en x et ¢.

26



Proposition 4.4 Soit A une algebre a division sur F. Il existe une algébre de quaternions Q
sur une extension E de F telle que 'algébre A @r Q soit encore a division.

Démonstration. On considere 'algebre A[z][t, o]. On rappelle un fait déja utilisé en pro-
position 2.2 : pour une algébre associative de dimension finie, il est équivalent d’étre integre
et d’étre & division. Or si 'on étend les scalaires & F(¢2, 2%), on observe que l'algebre :

B = A[CE] [tv U] ®F[t2,x2] F(t2ax2)

est integre et de dimension finie sur son centre E = F(t2, 22). Elle est donc & division, et
E est un corps. Si l'on s’intéresse a l'algebre E[x][t, o], on voit qu’elle s’écrit de maniere
évidente comme une algebre de quaternions sur E : on ne fait qu’ajouter a E deux éléments
anticommutatifs de carrés respectifs 22 et t2.

Elz|lt,0] = Q = («*, 1)
On observe enfin que :
B =A®p E[z][t,0] = AQr Q
est une algebre a division, ce que ’on espérait. ]

Proposition 4.5 Pour tout n > 2 il existe une algébre D = Q1 Qp ... Q Qn_1 sur une
extension F de notre corps k, qui est a division.

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 2, il suffit de prendre une algebre de
quaternions a division sur le corps k; c¢’est 'embarras du choix (pour un k idoine). Si I'on
dispose déja de I'algebre A = Q1 ®p ... ® Qn—1 sur F, la construction précédente nous donne
une algebre de quaternions @, sur une extension F’ de F, telle que A®j Q, = Q1 Qp ... Q1 Qn
soit une algebre a division, ce qui conclut. ]

4.2 Genese et propriétés de la limite inductive

Définition 4.6 Soit (I, <) un ensemble ordonné. On dit que ’ordre est filtrant s’il vérifie :
V(i,j)eI?3kel i<ketj<k.

Nous n’aurons a considérer ici que des ordinaux, qui sont des ensembles bien ordonnés, et

donc filtrants.

Définition 4.7 Soit C une catégorie, et (I,<) un ensemble ordonné filtrant. On appelle
systeme inductif d’objets de C' indexé par I la donnée d’une famille d’objets (E;)icr et de
morphismes f; ;1 E; — Ej pour i < j vérifiant :

Viel fii=1Idg et V(i,jk)€I’, i<j<k= fixofij=fir
Autrement dit, tels que les diagrammes triangulaires commutent.

B fik o

E;

On travaillera ici avec la catégorie des corps, et les morphismes seront des injections cano-
niques.
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Définition 4.8 Sil’on dispose d’un systéme inductif, on appelle limite inductive de ce systéme
la donnée d’un objet Eo de la catégorie C et de morphismes ®; : E; — Eo, compatibles avec
les fij, i.e. vérifiant :

V(i,5) € I?,i < j = &; = Pjo fi .

On demande également que cette propriété soit universelle : si E._ est un autre objet de C
vérifiant les mémes propriétés, il existe un unique morphisme u : Eo, — E._ compatible avec
les autres fleches.

Proposition 4.9 La limite inductive d’un systéme inductif de corps existe et elle est unique
a isomorphisme unique pres.

Démonstration. Soit (K;);c; un systeme inductif de corps. On commence par construire
la limite inductive des ensembles sous-jacents. Pour cela, on considere I'union disjointe de ces
ensembles :

Kais = | |Ki={(i,2) | i€ I,z e K}
i€l
On considere la relation d’équivalence suivante sur I'union disjointe :

(i,z) ~ (j,y) <= 3Fkel i<k j<k, fix(z)= fir(y)

Cette relation est bien définie car 'ordre de I est filtrant, et que la famille est un systeme
inductif. La limite inductive est le quotient de Kgjs par cette relation. Les morphismes ®;
sont naturels : a x € K; on associe la classe d’équivalence de (i, x).

Koo = lim F; =Fais/ |

Munissons & présent I'ensemble K, de la structure de corps induite par les (K;,+, x). Il est
aisé de vérifier que toutes les propriétés sont vérifiées, et que les ®; sont des morphismes de
corps.

Le corps construit vérifie la propriété universelle de la limite inductive; il est donc unique a
unique isomorphisme pres. [l

4.3 Construction de K

Théoreme 4.10 Soit n un entier naturel non nul. Il existe un corps de u-invariant 2n.
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Résumé de la démonstration. Pour construire un corps de u-invariant 2n, il nous faut
rendre isotropes toutes les formes quadratiques de dimension 2n+ 1, en s’assurant qu’une cer-
taine forme de dimension 2n demeurera, elle, anisotrope. On peut rendre une forme isotrope
en étendant les scalaires a son corps de fonctions. Le théoreme de Merkurjev nous assurera
que l'algebre A reste a division sur le nouveau corps, et par conséquent la forme quadratique
q4, de dimension 2n, dont on a prouvé l'existence, demeurera anisotrope.

Il faut faire cela pour toutes les formes quadratiques de dimension 2n + 1 sur F : on passe
une premiere fois & la limite inductive (selon le cardinal I de ’ensemble de ces formes) pour
obtenir un corps FT. Mais cette extension des scalaires a fait apparaitre de nouvelles formes
qui, elles, n’ont pas été prises en compte : on passe donc une nouvelle fois a la limite inductive
(selon w), et 'on vérifie que le corps obtenu convient.

Démonstration. Pour tout corps ¢, étant donnée une forme quadratique non dégénérée
¥, on sait construire le corps des fonctions £()), qui est une extension de ¢ sur laquelle
est isotrope. On peut de cette maniere construire une extension de £ dans laquelle toutes les
formes voulues (& coefficients dans ¢) deviennent isotropes.

Premieére étape. A tout corps £ on associe 2y ’ensemble des classes d’équivalence de
formes quadratiques non dégénérées de dimension 2n + 1 sur £. On indexe ces formes, a
équivalence pres, par le cardinal I de cet ensemble.

Ay = (Yi)ier
I est muni d’un bon ordre, donc en particulier d’un ordre filtrant. On pose :
by =14
Viel liyn =4(i)
Sii € I est limite, ¢ =lim({;);<

IS(E) = h_n)l(&)le[

Par propriété de la limite inductive, Is(¢) est un corps. Toutes les fleches étant des inclusions,
c’est une extension de £. Si ¢ est une forme quadratique anisotrope de dimension 2n+ 1 sur £,
elle est équivalente a une certaine forme v; ; elle est isotrope dans ¢;11, et donc dans Is(?). A
tout corps ¢, on est donc en mesure d’associer une extension telle que les formes quadratiques
de dimension 2n + 1 a coeflicients dans ¢ sont isotropes sur Is(¢).

Nous n’en sommes pas quittes pour autant : de nouvelles formes anisotropes de dimension
2n + 1 sont apparues dans Is(¢), qu'il s’agit de rendre isotropes a leur tour.

Seconde étape. On part cette fois-ci de notre corps k, et 'on pose :

Ky =k
Vi € w Ky, = IS(KZ)
Koo = h_H}(Kz)zEw

Encore une fois, K, est un corps, et c’est une extension de k.
k=Ko CK C..CKo=|]JK;

€W
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Soit 1 une forme quadratique de dimension 2n + 1 sur K. Elle n’a qu’un nombre fini de
coefficients, et chaque coefficient est dans Ko, = |J;¢,, /. 1l existe donc un entier n tel que
1 soit a coefficients dans K, ; elle est isotrope dans K, 1, et donc dans K.

Il reste a établir I'existence d’une forme quadratique de dimension 2n anisotrope sur K.
Soit A ’algebre construite en 3.3. C’est une algebre centrale, a division, et de dimension finie
sur k. La forme ¢4 construite en 3.1 est anisotrope sur K, & condition que I'algebre A ®p K
soit a division, ce qui demande une vérification étape par étape qui retrace le plan de la
construction.

Usage chirurgical du théoréme de Merkurjev. Si/ est un corps tel que D = A®j £
est a division, et si ¥ est une forme quadratique non dégénérée de dimension 2n + 1 > 3 sur
ce corps, le théoreme de Merkurjev nous donne ’équivalence suivante : D ®y £(¢) n’est pas
a division si et seulement si D contient une image homomorphe de l’algébre Cy()). Or cette
seconde éventualité n’est pas envisageable : ¢ étant de dimension impaire, Cy(1)) est simple
en vertu du théoreme 1.1. S’il existait un morphisme d’algebres non trivial u : Cp(¢p) — D,
ce serait une injection.

dimy, Co(vp) = §2d4mv =220
dimg D =dimy Q1 Rk ...  Qn_1 = gn—1 = 92n—2

dimy Cy(vp) > dimyg D

Pour une simple question de dimension en tant que k-espaces vectoriels, il est impossible que
D contienne Cp(v)). L’algebre demeurera a division a chaque extension de scalaires.

Premiere étape. Sil’on part d’'une extension ¢ de k telle que A ®; ¢ est a division, on
pose :
Ay = ARl
Viel Aiy1 = AR liv1 = A; @ (1)
Si i € I est limite, A, = h_H)l(Aj)j<Z'

Le théoreme de Merkurjev nous permet de dire que si A; est a division, A;11 'est aussi.
Comme une limite inductive d’algebres a division est a division, le fait d’étre a division est
préservé par notre construction.

Seconde étape. On applique simplement le résultat précédent a notre tour d’extensions.

Dy =A
View D1 = ARy K1 = IS(A Rk Kz) = IS(Dz)
Do =A®, K = h_r)n(A Ok Ki)icw

L’algebre Dy est a division selon la proposition 3.3. Le fait d’étre a division passe encore une

fois & la limite inductive. Issue de cette construction, A ® K, est une algebre & division, et
q4 est une forme quadratique de dimension 2n anisotrope sur K.

On a établi que u(Ky) = 2n. O
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Notre mémoire s’achéve sur ce résultat qui en est 'aboutissement. Le corps obtenu restera
pour toujours dans les spheres de la théorétique : il ne serait pas raisonnable d’en étudier plus
avant la structure. Comme nous ’avons dit, on ne connait a ce jour aucune forme générale
du w-invariant d’un corps; mais tous ceux dont la structure nous est « accessible » ont pour
u-invariant une puissance de 2, ce qui explique en partie la longévité de la conjecture émise
par Kaplansky.

Nous adressons nos vifs remerciements & Monsieur Wittenberg qui nous a guidés et conseillés
tout au long de ce travail.
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