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Introduction

Sur une variété riemannienne (c’est-a-dire sur laquelle on peut définir des longueurs) compacte non
simplement connexe, il apparait une longueur particuliere : la systole. Elle peut, au méme titre que ’aire,
étre considérée comme un parametre de la variété. Il s’avere que l'on peut établir des inégalités reliant
aire et systole d’une certaine classe de variétés. Dans ce mémoire, nous retrouverons ces inégalités pour
les tores, les plans projectifs, les bouteilles de Klein et les rubans de M&bius. Pour ce faire, nous met-
trons en avant deux méthodes : I'une faisant appel aux isométries de la variété (pour le plan projectif),
Pautre reposant sur 'exploitation des courbes systoliques (pour la bouteille de Klein). Mais nous com-
mencerons par étudier ’exemple concret de la transformation de Mercator pour introduire les notions
importantes de variété riemannienne et de représentation conforme. On énoncera également un théoreme
de représentation conforme indispensable & la résolution du probleme.
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1 Introduction au sujet

1.1 Un exemple d’introduction

Observons pour nous éclairer le probléeme suivant :

Mercator, au seizieme siecle, afin de réaliser des cartes terrestres plus proches de la réalité, trouva la
transformation de la sphere sur le plan qui conserve les angles en envoyant les latitudes sur les droites
horizontales et les méridiens sur les droites verticales. Une application qui, comme celle-ci, conserve les
angles est dite conforme. Nous allons donc retrouver ce résultat avec les outils mathématiques modernes.

1.1.1 Observation

Dans ce sujet, nous allons étre amenés a calculer des longueurs et des angles sur des variétés. Nous
avons donc besoin d’une notion de métrique définie sur une variété. On appelle alors variété riemannienne
une variété sur laquelle on peut définir en chaque point une forme quadratique définie positive sur ’espace
tangent, et donc une métrique, de telle maniere que localement ces métriques ”s’arrangent bien”.

Pour résoudre le probleme de Mercator, commengons par I’observation suivante. La notion d’angle est
une notion locale qui se joue au niveau d’un point. En effet, 'angle formé par deux courbes qui se coupent
au point x est ’angle formé par les vecteurs vitesses de ces courbes en ce point. Une application conforme
f: X — Y est donc une application qui conserve ”de maniere infinitésimale” les angles , c’est-a-dire,
pour tout couple de chemins dérivables v1, 72 : [0,1] — X tels que 1 (0) = 72(0) = z, dont les dérivées ne
s’annulent pas, Pangle orienté (74 (0),v5(0)) est égal & 'angle orienté (T 'f.(v1(0)), T f=(75(0))). Notons de
plus qu’'un angle est défini au voisinage du point ou les courbes se croisent et que par conséquent, il suffit
de connaitre la métrique en ce point pour parler d’angle. On voit donc ici surgir le caractere demandé
pour une variété riemannienne qui est de posséder en chaque point une forme quadratique définie positive
sur l'espace tangent en ce point, car cela nous permet alors de définir les angles sur cet espace.

1.1.2 Résolution

La premiere étape pour résoudre ce probleme est donc de trouver en chaque point de la sphere et du
plan la forme quadratique associée. Sur le plan cette forme quadratique est indépendante du point du
plan et elle correspond bien & la distance usuelle : c’est la forme quadratique g(z,y) = 2% + 3. Pour la
sphere, ce n’est pas la méme histoire. Nous proposons de retrouver en un point M de la sphere la forme
quadratique associée de la manieére suivante.

Soit M : R? — X qui & (u,v) € R? associe M (u,v) € R?; c’est une paramétrisation de la variété X.
On prend un chemin v : R — R2. Alors M o v est une courbe tracée sur la variété X. Sa longueur est

alors :
Y Il AaM @) |
L = /O\/ —a || ¥
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La forme quadratique dépendant du point de la variété qui apparait sous le signe intégrale est en fait la
forme quadratique associée pour les variétés riemanniennes. C’est donc par ce biais que I'on va trouver
la forme quadratique associée a chaque point de la sphere. On choisit la paramétrisation de la sphere
suivante :

ie. L



Fi1G. 1 — Paramétrisation de la sphere

Ensuite, on prend 7 : [0,1] — (—=7/2;7/2) x (—m,m) C*. Alors,

-/ 1 %os?(v(t)) (f;‘(t))Q " (i:@))th

Donc la forme quadratique recherchée est :

M = (40 )

Nous allons maintenant rechercher la transformation de Mercator sous la forme suivante :

Y (—m,m) X (—7/2,7/2) — (—m7m) xR
(w,v) = (u, f(v))

ou f est une fontion C*°. Ceci se justifie par le fait qu’une application conforme envoie les latitudes sur
des droites horizontales et les méridiens sur les droites verticales de maniére équidistante (car en tout
point de croisement les latitudes et les méridiens sont orthogonaux, et sur 'équateur les distances sont
conservées) ; on cherche donc la hauteur d’un méridien en fonction de 'angle v qui le caractérise. Sachant
que f(0) = 0, il ne nous reste plus qu’a exprimer le caractére de conservation d’angles. Soient v et ¥
deux courbes régulieres tracées sur la sphere et vérifiant v(0) = 4(0) = P. On veut que ’angle orienté
(v/(0),~/(0)) soit égal & I'angle orienté (T p(7'(0)), Typ(7(0))). La conservation d’angles se voit par la
conservation de 'orthogonalité, ce qui équivaut a (avec P = (ug,vp) ) :

% <0)§(0>>(WO)—0 = (TYp(v(0), Tp(7'(0))g. =0
V' (0)0(0) + cos(vo)*u/ (0)u/(0) = 0 <= (((0),"(0)f(v0)), (d'() "(0)f'(v0)) gz =0
y 0)°u (0)u'(0) =0 <= '(0)0'(0)(f'(v0))* + v/ (0)u/(0) = 0

v’(0)v’(0) + cos(v
Et ce, quels que soient les chemins v et 7 se coupant en P. Donc la conservation d’angle orienté revient a
léquation différentielle suivante : f/(vg) = on a choisi le signe + lorsqu’on a pris la racine carrée

1
cos(vg) (
pour exprimer ’orientation).

La solution recherchée est donc :



1.2 Quelques définitions

Nous aurons besoin par la suite des définitions suivantes :

Définition 1 Soient M, M deuz variétés riemanniennes de méme dimension munies respectivement
des métriques g et g. (M, g) est dite conforme a (M, ) s’il existe un difféomorphisme F': M — M et
une fonction positive f : M — R tels que Fug = fg.

Définition 2 (M, g) est une variété plate si au voisinage de chaque point, la forme quadratique associée
a la métrique g s’écrit q(x1,..,x,) = 23 + .. + 22 dans des coordonnées adaptées.

On s’intéresse particulierement aux métriques plates a cause du résultat suivant :

Théoreme 1 Toute variété riemannienne compacte de dimension 2 et de caractéristique d’Euler nulle
est conforme a une variété plate.

Théoréme 2 Le plan projectif muni d’une métrique continue positive quelconque est conforme a un plan
projectif muni d’une métrique sphérique.

Nous admettons ces théorémes. Pour une démonstration du premier théoréme, voir [Tro86).

Remarque : Soit un difféomorphisme F : M — M, ot (M, g) et (M, §) sont des variétés riemanniennes,
tel que F.g soit conforme & §. Si v est une courbe tracée sur M, sa longueur est égale & celle de F'(y)
dans (M, F.g).

1.3 Définition de la problématique

Définition 3 La systole d’une variété riemannienne compacte M est la plus petite longueur d’une courbe
non contractile. On note alors cette valeur Sys M.

La question que I'on se pose est de savoir si on peut controler la systole d’une variété par l'aire de celle-
ci et ce, de maniere indépendante de la variété. Un controle de maniere absolue n’est pas envisageable : en
effet, il est possible d’avoir une systole arbitrairement petite pour une variété d’aire constante et l'inverse
se produit aussi pour certaines variétés. Cependant un controle au moins partiel est parfois possible. Par
exemple, il est possible de majorer pour toute la famille des tores de dimension 2 la quantité ii’f:gg

Les questions naturelles sont alors les suivantes :

1. A-t-on une inégalité %((MM)) < constante pour une famille de variétés M de dimension n (ou au

moins dans une méme classe conforme) ?
2. Si une telle inégalité existe, quelle est alors la constante minimale ?
3. La constante minimale est-elle atteinte ? Si oui, pour quelle(s) variété(s) ?

Dans la suite, on se limitera en fait a 1’étude systolique de variétés de dimension 2 : les tores, les
plans projectifs, les bouteilles de Klein et les rubans de Mobius.

2 Inégalité isosystolique pour le tore de dimension 2
Nous allons dans cette partie démontrer I'inégalité isosytolique suivante :

Sys?(T) 2
Aire(T) - V3 (1)

pour tout tore T de dimension 2.



F1G. 2 — Tore de dimension 2

2.1 Tores plats
2.1.1 Caractérisation des tores plats

En dimension 2, un tore est un quotient de R? par le groupe engendré par deux translations de
vecteurs v1 et vo non colinéaires. On parle de tore plat lorsque le tore est muni d’une métrique telle que
la longueur d’une courbe sur le tore soit celle de sa pré-image (pour la projection canonique) dans un
domaine fondamental du plan, par exemple le parallélogramme construit sur v; et vs.

Notons que, grace au Théoreme 1, classer les tores plats nous permet d’identifier les classes conformes

des tores (car le tore est de caractéristique d’Euler nulle). Une classe conforme de tores est donc ca-
Hvlll)

[zl

ractérisée par deux parametres (’angle 6 et le rapport

>

Vi

Fi1G. 3 — Tore plat

2.1.2 Systole des tores plats

On cherche la longueur minimale d’une courbe fermée sur le tore qui ne puisse étre déformée en un
point. Avec la métrique plate, il faut donc trouver une courbe du plan qui relie deux points identifiés
mais différents et qui soit de longueur minimale. Il suffit de considérer le cas ou cette courbe part
d’un sommet du parallélogramme précédemment cité. Elle doit étre une géodésique du plan, c’est-a-dire
une portion de droite. Des lors, il suffit de trouver la distance minimale entre deux points du réseau
engendré par nos translations, et ce sera la systole. Cette longueur s'écrit ||av; + Buvs]|, ou a, 8 € Z.
Remarquons que nécessairement, « et § sont premiers entre eux. Sinon, il existe d > 1 divisant « et [,
et |lavy + Bua|| = d||@’v1 + B'va|| > |lavy + Bual| car ||o'vi + B'vs|| > ||avr + Bue| par définition de la
systole. Donc il existe A et p tels que Aa + pf = 1. Posons alors v] = avy + fvs et vl = —pvy + Ava.



On a vy = \v] — Bvh et vy = pvy + awh, donc le réseau engendré par v} et v5 est le méme que celui de
départ. On peut donc se ramener au cas ou la systole est la longueur d’un des vecteurs de base.

2.1.3 Inégalité isosystolique pour les tores plats

On remarque que lorsque vy et vy forment deux cotés d’un triangle équilatéral, le rapport if::g;
est égal a % On veut donc montrer qu’a aire fixée, c’est-a-dire & det (v1,v2) constant, c’est le tore
équilatéral qui admet la plus grande systole.

Prenons un tore tel que v; réalise la plus grande systole possible & det(vy, v2) fixé. Supposons d’abord
que vy et —v7 sont les seuls vecteurs qui réalisent la systole. Il y a un nombre fini de points contenus dans
le cercle de rayon le diametre du parallélogramme fondamental centré en l'origine. Leur norme dépend
continiment des normes de vy et vy. Il est alors possible d’augmenter légérement ||vq || et de diminuer un
peu ||vz||, de fagon & conserver la méme aire pour le parallélogramme fondamental et & ce que vy réalise
toujours la systole. Ceci est contraire a I’hypothese faite sur v, donc il existe un autre vecteur du réseau
vh = avy + fve de méme norme que v;.

Montrons que (v1,v5) engendre le réseau, et en fait que |3| = 1. Supposons § > 1, et munissons le
plan d’un repére orthonormé dont un des vecteurs de base est vy (prenons Sys(T') = 1). L’ordonnée de

’

vh, yh est alors inférieure & 1 en valeur absolue et celle de vy est %2, au signe pres (on la prend positive,

comme [ et on identifie ¢ & 0 + ¥). Soit D I'ensemble des points d’ordonnée %2

Y8 D
T
— Vi
On note que maxyep infrez d(y, Av1) = g—% +1 < %, et a fortiori il existe A € Z tel que

d(Avy,v3) < 1, et donc un vecteur du réseau de norme strictement inférieure & la systole, ce qui est
absurde. On peut donc prendre v; et v5 comme vecteurs de base.

Ils forment un angle supérieur ou égal & %, sinon min(|lvy + vsl| , [[vr — v4]) < [lv1]|. Et sils formaient
un angle § < 6 < 3, laire du tore Sys?(T) sin O serait strictement supérieure & celle du tore équilatéral
Sys(T)

Aire(T) "
Pour les tores plats, on a donc I'inégalité (1), qui est une égalité uniquement pour un tore équilatéral.

correspondant a un angle de ¥ avec la méme systole, et on ne maximise pas le rapport

2.2 Inégalité isosystolique pour les tores de dimension 2

On regarde maintenant un tore T de dimension 2 quelconque, c’est-a-dire muni d’une métrique g
quelconque. Alors, d’apres le Théoreme 1, il va exister un tore T, un difféomorphisme F : T — T, une
fonction f : T'— R réguliere et une métrique plate § sur T tels que Fog = f2 - §. (T,g) étant un tore
plat, c’est le quotient de R? par un groupe G qui est engendré par deux translations 71 et 75. Sans perte
de généralité on peut supposer que 71 : (z,y) — (r+a,y) et 2 : (x,y) — (z+ ¢,z +b) avec 71 étant une
des plus petites translations du groupe G (en particulier, les droites horizontales réalisent la systole). En
effet, on peut toujours, quitte & exercer une rotation, se ramener a ce cas-la.

L’idée est maintenant la suivante : on va intégrer de 0 a b les longueurs pour g des segments horizontaux
réalisant la systole pour la métrique g, afin de faire apparaitre une double intégrale (on se ramene donc
& une aire). Ensuite, apres une inégalité de Cauchy-Schwarz, on va reconnaitre aire des tores (7, g) (i-e.
celle de (T, F,g)) et (T,§).

Soient (7¢):e[o,5 les courbes fermées réalisant la systole pour j comme présenté sur le schéma.



Ces courbes sont donc de la forme v, (u) = (z¢(u),t). Le calcul final est alors le suivant :

1
Lirg (1) = / gty (i (W)l
1

= | )y ()

= flae(u), t)zh (u)du
0

= /a flz, t)dz

0

Or  L(p,g)(v:) > Sys(T, g)

b b ra
donc / Lp,g)(7e)dt = / / f(z,y)dxdy > bSys(T, g)
0 0o Jo

Par ailleurs,

b ra
Aire(T,g) = /0/0 det(g(z,y))dzdy
b ra
_ /0/0 Vdet(£2(z, 9)g(z, y))dady

b ra
- /0/0 VA (z,y)det(§(z, y))dzdy

-/ b / " (e, y)dady

/Ob /Oa f(z,y)dedy 2 < ab x /Ob /Oa 2 (x,y)dzdy

Sys’(T,g) _a _ Sys*(T,3) _
Aire(T,g) — b Aire(T,§) ~

)

Au final,

b*Sys*(T, g) <

IN

Sl

0 [

On arrive donc bien & la relation (1) recherchée.

3 Inégalité isosystolique pour le plan projectif

3.1 Démarche pour établir une inégalité isosystolique

Trouver de telles inégalités pour des métriques riemanniennes quelconques n’est pas chose aisée. En
effet, il n’est pas treés évident de voir le comportement de l'aire et des longueurs de courbes sur une



métrique dont on ne sait rien. Heureusement grace au Théoreme 1 et a la transformation de Mercator,
on peut se ramener a ’étude isosystolique pour des métriques plus visuelles (plate ou sphérique) et
plus gentilles (elles vont posséder des régularités particulieres). La méthode pour simplifier le probleme
est donc la suivante : étant donné une métrique positive quelconque sur une variété riemannienne de
dimension 2, on la met sous la forme : ds? = f(z,y)(dz? + dy?) (ou ds? = f(u,v)(cos?(v)du? + dv?))
avec f continue positive. Maintenant, grace a la géométrie de notre variété, nous allons pouvoir nous
ramener a une métrique ¢ possédant des régularités particulieres. Enongons dans un premier temps un
lemme de Pu [Pu52]; nous verrons ensuite en quoi il nous permet de simplifier notre métrique.

Lemme 1 (Pu) Soit T une variété de dimension deuzx, munie d’une métrique continue positive go. On
désigne par g une métrique positive et continue conforme a gg. Alors :

1. la fonction /g — Aire(g) est convexe

2. la fonction \/g — Sys(g) est concave

Corollaire 1 Soit T une variété de dimension deux. Soient (g;)i=1... n métriques positives et continues
sur T telles que
Sys(g1) = ... = Sys(gn)
Si on pose
g= (11 + ...+ an@)2

avec o; > 0 et Y a; =1, alors

Sys*(9) o . Sys*(g:)

Aire(g) — 1Si%n Aire(g;)

Ce lemme va nous permettre, comme nous ’avons annoncé précédemment, de simplifier notre métrique.

En effet, nous disposons & ce stade d’une métrique g plate (ou sphérique) quelconque. Mais si T est un
groupe de Lie compact d’isométries de notre variété T, alors on va définir la métrique h suivante :

(h(p)]V/2 = / l9(o()]?do

On remarque que les métriques goo ont toutes des aires et des systoles égales a celles de g. En approchant
I'intégrale par des sommes, et en appliquant le corollaire du lemme de Pu, on obtient

Sys*(h) _ Sys*(g)

Aire(h) — Aire(g)
On a bien simplifié notre probleme de recherche de la constante isosystolique, car étant donné ’expression

de h, elle va exprimer les symétries de I'. Apres avoir démontré ce lemme, nous appliquerons donc cette
méthode a ’exemple du plan projectif.

Preuve du lemme 1
Soient A € [0,1] et g1, g2 deux métriques continues positives conformes a (T, gg). L’aire de (T, g), ol

9= Vg1 + (1= X)\/g2)? sécrit :
Aire(g) = [[ g = [[ Ovar+ 1 - nvras
Comme x — 22 est convexe on obtient alors le premier résultat du lemme :

Airelg) < [[ Oar+ (1= Nga)as?
Aire(gr) + (1 — X) Aire(g2)

A

Passons au second résultat. Soit C une courbe fermée non contractile de T. Alors,

/ gl/zds = / (A1 + (1= X)/g2)ds
c e}
ASys(g1) + (1 — A)Sys(g2)

v

et ce, quelle que soit la courbe fermée C non contractile. On obtient donc le résultat voulu. O



3.2 Inégalité isosystolique pour le plan projectif

3.2.1 Inégalité pour des métriques sphériques

Sn

F1G. 4 — Plan projectif

Le plan projectif est le quotient de la speére par le groupe {+1}. Nous allons ici calculer aire et la
systole du plan projectif P muni de la métrique sphérique dp? = cos(v)2du?+dv? (oll u et v caractérisent
les méridiens et les longitudes). Pour cette métrique l’aire du plan projectif P est alors la moitié de l’aire
de la sphere, c’est-a-dire 27. Recherchons désormais la systole de P. Une courbe (continue) fermée et non
contractile du plan projectif 7 : [0, 1] — P se reléve en une courbe (continue) de la sphere 7 : [0, 1] +— S?
qui relie deux points antipodiques. Ce résultat vient du fait que [0, 1] est simplement connexe et que S?
est un revétement du plan projectif P. Or pour la métrique sphérique, la longueur la plus petite d’une
courbe allant d’un point de la sphére a son point antipodique vaut 7 (car les géodésiques de la sphere
sont les arcs de cercle). Finalement, pour la métrique sphérique dp? :

Sys?(P,dp?) =«

Aire(P,dp?) 2

3.2.2 Groupe de Lie d’isométries du plan projectif sphérique

Les isométries de la sphére munie de sa métrique usuelle sont les éléments de O(3). On se souvient que
le plan projectif est le quotient de la sphere par {id, o}, ot o est une symétrie orthogonale. On remarque
que les isométries de la sphére restent des isométries lorsqu’elles sont projetées dans le plan projectif
muni de la métrique sphérique. Comme O(3) = SO(3) UaSO(3), on obtient les mémes applications par
passage au quotient des isométries de la spheére que par passage au quotient des seules rotations. On note
T" le groupe de Lie d’isométries du plan projectif obtenu.

3.2.3 Résultat

Nous allons maintenant appliquer la méthode énoncée précédement. Soit P le plan projectif muni
d’une métrique continue positive g. Par une transformation conforme (Théoréme 2), nous nous ramenons
A une métrique sur P de la forme §(p) = f(p)dp? ot p est un point de P, f est continue positive et dp?
est la métrique sphérique. Puis on définit une nouvelle métrique hdp? sur P par :

v = ([ m&f)z.

Comme les éléments de I" sont des isométries de P, les métriques (f oo)dp? avec o € T ont toutes méme
aire et méme systole. Ainsi, d’apres le corollaire du lemme de Pu, on a :

Sys®(hdp®) _ Sys®(9)

Aire(hdp?) — Aire(g)’

10



Nous allons maintenant montrer que la fonction h est constante. Soient p € P et 7 € I'. Alors :
e = [ Ve

| VT oa)

[ VG

= [a@)]"?

et ce quel que soit 7 € T". Par transitivité de I', on conclut que h est constante. En reprenant les résultats
du 3.2.1, on trouve que Aire(hdp?) = 2rh et Sys(hdp?) = mv/h. Finalement on trouve :

Sys*(Pg) _ Sys’(P.hdp®) _ @ @)
Aire(P,g) — Aire(P,hdp?) 2

4 Inégalités isosystoliques pour la bouteille de Klein et le ruban
de Mobius

Le probléme systolique pour la bouteille de Klein peut se résoudre de la méme maniére (cf. [Bav86]),
mais méme si on utilise la méme méthode, il reste encore du travail pour conclure. Ceci vient essentiel-
lement du fait que, pour la bouteille de Klein, on se raméne a une métrique plate alors que 'inégalité
isosystolique n’est pas réalisée par une métrique plate (en fait elle n’est pas réalisée par une métrique
riemannienne lisse). Cette méthode, utilisée par Bavard en 1986, se sert du resultat de la these de
Pu [Pub2] sur les inégalités isosystoliques des rubans de Mobius. Cependant, sa démonstration sans sup-
port géométrique demeure assez obscure. Or une explication plus géométrique existe : nous allons voir
que lorsqu’on utilise pleinement toutes les courbes qui réalisent la systole, on va réussir a exprimer le rap-
port systolique optimal. Nous utiliserons donc, dans ce chapitre, cette autre méthode plus géométrique.
Toutefois, pour ne pas perdre les bonnes habitudes, nous allons commencer par classifier les bouteilles
de Klein plates, et donc les classes conformes de bouteilles de Klein.

F1G. 5 — Bouteille de Klein

4.1 Classification des bouteilles de Klein plates

Prenons une bouteille de Klein plate K sous sa forme la plus générale ; c’est-a-dire : K est le quotient
de R? par le groupe engendré par une translation 7 et une translation (non colinéaire & 7) composée avec
une symétrie axiale. Quitte a conjuguer par une rotation, ce qui ne change ni la systole, ni I'aire de K,
on peut supposer que notre symétrie s’effectue par rapport & 'axe des z. K est alors le quotient de R?

11



par le groupe G engendré par :

($+a77y+b)

o (x,y)
T (x+c,y+d)

sz, y)

—
—

ou a, b, ¢,d sont des réels. Cependant, pour obtenir une variété par passage au quotient, nos quatre réels
a, b, ¢, d vont devoir vérifier quelques conditions. Pour que R? passe au quotient, il faut que 'action de
G soit proprement discontinue et que tous les éléments de G — {id} soient sans point fixe. Or si g € G,
g est de la forme

(,y) = (z+ o, ey + 5)

avec « € aZ + cZ, B € VZ + dZ et € € {—1,1}. Donc pour que G soit proprement discontinue, il faut
et il suffit que aZ + cZ = eZ et bZ + dZ = fZ avec e, f des réels. On a alors les relations suivantes :
dn,m,p,q € Z tels que a = ne, c=me, b=pf,d=qf avecn Am =1¢et pAg=1. Quitte & appliquer
une affinité on peut supposer que e = 1 et f = 1 (cette transformation modifie l'aire et la systole, mais
en appliquant son inverse a la fin du raisonnement, on retrouve les mémes). On note désormais :

o:(z,y)
T (z+m,y+q)

(z,9)

—
—

En appliquant m fois o et —n fois 7, on trouve I’élément de G :

- (z,~y+p—ng)
ou (xv y) - (CB, Yy — nQ)

selon que m est respectivement impair ou pair. Or, le premier élément admet un point fixe, ce qui empéche
de quotienter R? par G et d’obtenir une variété. Donc m est pair et n est impair. On écrit alors une
relation de Bezout entre m et n :

INpu€Z telsque An+pum=1
Par parité, A est impair. On trouve donc dans G I’élément :

(z,y) = (x+1,—y +p+ puq)

On a alors les deux éléments :

o' (vy) — (r+1,-y+p+pg)
Ti(z,y) — (r+m,y+q)

qui engendrent le groupe G (car o = o’~"*~1) o 77# 0 ¢’). Mais alors :

(z+1,-y+p+pq)

o (2,y)
o (z,y+q)

—
et 700 " :(x,y) —

engendrent le groupe G. Par un changement d’axe des ordonnées, on se ramene a la forme :

(Iay) - (I + 13 7y)
(z,y) — (z,y+u)

12



N’ayant effectué que des isométries depuis notre premiere transformation affine, on peut appliquer son
inverse et on retrouve la bouteille de Klein plate K initiale sous la forme du quotient de R? par le groupe
engendré par :

— (z+a,-y)
(z,y) — (z,y+0)

ol a et b sont des réels non nuls. On la notera désormais K p.

Y

F1G. 6 — Bouteille de Klein plate

4.2 Inégalités isosystoliques conformes pour la bouteille de Klein

Bavard dans son texte [Bav88], réussit & exprimer 'importance des courbes systoliques dans notre
problématique. En effet, il énonce un critere de maximalité qui constitue notre prochain lemme. Avant
de I’énoncer, introduisons quelques notations. Soit I" 'espace (supposé non vide) des courbes systoliques
d’une variété riemannienne compacte M de dimension 2 munie d’une métrique lisse positive g. Alors a
toute mesure de Radon p sur I' on va associer une mesure *u sur M en posant :

(uo) =, 0) ¢ C(MR)
ot ¢(7y = [ ¢ o~(s)ds, avec ds la longueur d’arc de . Enongons maintenant le lemme :

Lemme 2 (Bavard) S’ existe p une mesure positive de masse 1 sur T’ telle que

. _ Sys(M)
p= sV
Aire(M)
2
ot V est la mesure volume de M, alors M maximise la fonctionnelle % dans sa classe conforme.
Dans ce cas M est unique a homothétie pres.

Notons qu’il y a en fait une équivalence : ce résultat, qui constitue un véritable théoreme, est exposé
dans I'article de Bavard [Bav88]. N'utilisant que le sens facile, nous n’en dirons pas plus sur la réciproque.

Preuve du lemme 2

Soit (M, ) une métrique conforme & (M,g). Alors il existe F' un difféomorphisme entre M et M, et
¢ continue, positive sur M tels que F,§ = ¢?g. Apreés avoir remarqué que ¢(7) est la longueur de v € T
dans (M, g), on a :

- 1/2
- Sys(M Aire(M, g
Sys(VL.8) < {11,9) = M | 0av < susiite) (M)
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la derniére inégalité étant 'inégalité de Cauchy-Schwarz. L’égalité n’a donc lieu que pour ¢ constante.
O

Nous pouvons remarquer que nous avons déja fait ce calcul, et donc que nous aurions pu utiliser ce
lemme pour démontrer I'inégalité isosystolique du tore.

Avant de continuer, faisons une petite parenthése pour montrer qu'on peut appliquer le Théoréeme
1 aux bouteilles de Klein : c’est-a-dire que la caractéristique d’Euler d’une bouteille de Klein K, ; est
nulle. Comme K, ; est connexe, on a HO(Ka,b) = R; et comme K, est compacte et non orientable,
H?(K,;) = 0. Reste alors & voir que H!'(K, ;) = R. Si on prend une 1-forme fermée a sur la bouteille
de Klein K, 5, on en déduit une 1-forme fermée & sur le tore T = R?/2aZ + bZ. Mais on sait que H(T)
est isomorphe aux formes alternées A(RQ) sur R2. On en déduit donc que dz et dy forment une base de
HY(T). & s’écrit alors @ = udz + vdy + d3, ou (u,v) € R? et 3 est une O-forme sur le tore. Mais & vérifie
a(z,y) = a(x + a, —y), c’est-a-dire : udz + vdy + d8 = udz — vdy + d(F*3) (ot F(z,y) = (x + a, —y)).
Donc vdy est une forme exacte sur le tore, donc v = 0. En passant & au quotient, on trouve a = udz+dg3’.
Comme dz est bien une 1-forme fermée non exacte de la bouteille de Klein on a bien H' (K, ;) = R.

Ce lemme en poche, nous disposons désormais d’une nouvelle stratégie. Nous allons chercher la
métrique optimale pour chaque classe conforme et ainsi nous obtiendrons, en particulier, I'inégalité
isosystolique des bouteilles de Klein. Comme chaque bouteille de Klein est conforme a une métrique
plate (Théoreme 1), nous connaisssons un parametre des classes conformes. En effet, soit K une bouteille
de Klein munie d’une métrique lisse positive g, (K, g) est conforme & une bouteille plate K, 5 et donc &
une bouteille plate f(g = K08 avec 3 = 72%’ (par f(z,y) = (Zx,%y)). Il sera commode de considérer
également des bouteilles K munies d’'une métrique de la forme :

ds? = o%(v)du? + dv?

avec [u| < F, [v| < B et o continue, positive et B-périodique. Alors, si on pose f(v) = fov % et 8= f(B),
application F(x,y) = (z, f~*(y)) induit un difféomorphisme de K sur K p tel que F* (0% (v)du?+dv?) =

o2 o f~Y(y)(dz? + dy?). Nous sommes désormais préts pour démontrer le théoréme de Bavard suivant :

Théoréme 3 (Bavard) Dans toute classe d’équivalence conforme de métriques riemanniennes conti-
nues sur K, il existe une métrique gg, unique a isométrie et homothétie prés, qui mazimise le rapport

2
Syjfgie2. Pour cette métriqgue mazimale, m(3) = ii’.:e((gi; est donné par :
1.0<B< 3
20 -
(B) = - (95 = Kp plate)

2. T <pB<2ln(l+2)

m(B) = T (sin(A) + (£ — A)cos(\))
ol 2M(tan(} + 7)) + 22 =3

3. 2In(1++v2) < B <2In(2+ V3)

4. 2In(2++3) <3

Preuve du théoréme 3
Notons deés & présent que Sys(gg) = 20 dans le cas (1) et Sys(gz) = 7 dans les cas (2), (3) et (4).
Preuve de (1) : soit 0 < # < 7. Les courbes systoliques de la bouteille plate K g sont donc les droites
verticales. On note alors 7, la courbe systolique définie par ¢t — (z,t) (|t| < 8), et p = Lda mesure sur

_ . : x,, _ B __ Sys(Kg)
I = {y, : ¢z € R/xZ}. Clairement, u est2;1e masse 1 et *u = ﬂﬁdxdy = Hire(Ry)

Bavard, on en déduit donc que m() = == et que la métrique maximale est la métrique plate.

dzdy. Par le lemme de
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Notons que I'argument n’est plus valable pour 8 > 7 car les v, ne sont plus systoliques.

Les cas (2), (3) et (4) se démontrant de la méme maniére nous allons rédiger complétement tout les
calculs du cas (2) et énoncer les résultats dans les autres cas. Démontrons donc le cas (2) ou § < 8 <
21n(1 + v/2). Soit (Kz,9x) la bouteille de Klein carrée définie plus haut, munie pour A € [0, §] de la
métrique g (u, v) = o3 (v)du® 4+ dv?, définie par : o (v) = cos(v) sur [=\, A], oA (v) = cos(A) sur [-F, =]

et sur [\, ] et oy est T-périodique.

%
i i D=A="h
i i
1 1 &
-2 0 A%, m2 vy
Le type conforme de (K%7g/\) est
Tt N -
= =21 2.0 T o .
&) NG n(taun(2 + 4))4-(2 A)/ cos(A)

Ainsi lorsque A varie de 0 & 7, 8 varie de § a 2In(1 + V?2).

Remarquons a présent que sur notre bouteille carrée, nous avons deux familles de courbes systoliques :
la premiere étant la famille des droites verticales (I'1) et la seconde la famille (I'sy) des demi-cercles sur
la bande [~7, F] x [\, A] (et sur la bande {§ — X < v < T + A}). Nous allons donc utiliser ces deux
familles.

Soit v, (t) = (u,t) pour [t| < Z. On munit I'y = {7, : v € R/7Z} de la mesure p; = cos(A)dv. Ainsi,
soit ¢ une fonction continue de la bouteille Kz sur R :

(1, 9) = /_ia(%)cos()\)du

2

3

/_g /_gﬂ ¢(u,v)dv cos(\)du

1oy
2

donc *py = cos(A)dudv = ?;((2‘)) ga(u,v).

On regarde maintenant, sur la bande {|v| < A}, la géodésique +§ pour —A < a < A qui est la
géodésique passant par les points (—75,0), (0,a) et (5,0). Comme sur la bande {|v| < A}, g est la
métrique sphérique, 7§ est le demi-cercle d’extrémités (—3,0) et (5,0) et dont la latitude maximale ou
minimale (suivant que a soit positif ou négatif) est a.

[K'= courbure)

____.Kio —_———]
K=l

Fia. 7 — Géodésique
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On regarde aussi ses images g par les isométries (u,v) — (u+ 6,v) pour § € R/7Z. Munissons
Io={vg:—-A<a<Xet § € R/7Z} de la mesure suivante :

o = h(a)da ® df

h étant une fonction & déterminer. Calculons alors * 5. Pour 'instant nous n’exprimerons pas entierement
la paramétrisation de 7§ : nous noterons juste que v§(t) = (¢t + 6, v(t,a)) ol v est une fonction continue.
Alors, soit ¢ une fonction continue de la bouteille Kz sur R :

1, & / ﬂ/ B /_g 6t + 0, u(t, a))\/cog( (t,a)) + (Z(t,a})zh(a)dtdeda

Or t — v(t,a) est une fonction paire pour tout a fixé, donc

(o) = z/ai_A /0__ /:_ qb(t+9,v(t,a))\/cos2(v(t,a))—|— (?;(t,a)fh(a)dtdeda.

Effectuons le changement de variables suivant :

a = a
0 = 6
Yy = ”U(t, a)

dont le jacobien est 2%(¢,a), qui est toujours positif sur ¢ € [~Z,0] (comme on le voit sur la figure 7).
Posons k(y,a) =t et f(y, a) = 2(t,a). Alors :

* 2 2 h(a)
<:u27 /__/\/ e 0¢ y, +9y\/COS —|—f y7 )|f( )‘d d9da

Effectuons maintenant le changement de variables suivant :

a = a
z = k(y,a)+0
y =y

dont le jacobien vaut 1. Comme 6 — k(y,a) + 6 est m-périodique, on a :

/A / g/y_od’”“"y\/cos2 y) + 2y )f(;’)”dydxda

A N (€ Iy e

Il
)

("o, &)

Donc

A c v 2
i) = 2N (50 orta )

Exprimons maintenant le fait que les courbes 4 sont des géodésiques. Dans larticle [Pu52], Pu
exprime les géodésiques sur des métriques de la forme ds? = g(y)(dz? + dy?) comme étant les courbes

1
~v(t) = (z(t),y(t)) qui réalisent (f—y <$’ (1%522) 2> =0, oz = g—z. Dans notre cas, g(y) = cos?(v) et

2’ = < Done nos courbes v¢ vérifient
f(v,a) o

d ( cos?(v) > o
dv \ \/f2(v,a) + cos2(v)
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On obtient ainsi une équation différentielle vérifiée par v — f2(v, a), sachant que f2(0,a) = 0. La solution

de ce probleme est : f%(v,a) = 222;22; (cos?(v) — cos?(a)).

Ainsi, on a :
A 1
* o (u,v) = 2x(Jv| < )\)/ (cos?(v) + cos®(a)) ? h(a)dagx(u,v).
a=|v|
Nous allons maintenant chercher la fonction h qu’il faut pour vérifier les conditions du lemme de
Bavard. On veut que h vérifie I’équation :
“pn 4T p2 = ga

sur |v| < A, ie.

cos(A) A 2 20, -1 2da =

cos(v) +2/a_|v (cos®(v) + cos®(a)) ? h(a)da = 1.
On trouve alors : _

o= 20 ot S (05053

Puis on définit de méme po sur la famille s(I'z), ol s est la symétrie le long de {v = +7}. Finalement
*(u1 + pe) = gx et on vérifie que uq + po est de masse finie. Ainsi on peut appliquer le lemme de Bavard
qui nous dit que (Kz,gy) est maximale et que :

m(B) = Z (sin()\) n (% Y cos()\))_l

Preuve du cas (3), ot 2In(1 + v/2) < 8 < 2In(2 + v/3). Soit (Kap, gop = 0%(v)du? + dv?) la bouteille
de Klein déja définie (avec § < b < %). On définit o par : o(v) = cos(v) sur [—b,b] et o est 2b-périodique.
Le type conforme de (Kap, g2p) est 3 = 2In(tan(3 + 7)).

T.sbs")

Sur {|v| < b} on considere comme dans le cas (2) la famille ' = {v§ : —b < a < b,0 € R/7Z} et la
mesure p = h(a)da ® df (de méme pour b < v < 2b). On remarque qu’on ne regarde pas ici les droites
verticales car elles ne sont pas systoliques. On demande donc (apres avoir fait les mémes calculs que dans
le cas (2)) que h vérifie :

A _1
2x([v] < b) /—| (c0s2(e) 08’ @) " F h(a)da =1

pour avoir *p = gop. On trouve alors la solution :

sin(2a)

o (cos?(a) + cosg(b))_% (0<a<b)

h(a) =
On vérifie de plus que p est de masse finie, et on en déduit, grace au lemme 2, que (Kap, gop) est maximale

et que :
m 0

- 4sin(b) - 4tanh(§)

m(f3)
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On remarque que pour § > 21n(2+ \/5) on n’en déduit pas le résultat car les courbes v¢ ne sont plus
systoliques. En effet, si on regarde la longueur de la courbe (t) = (¢,b) on trouve :

™

L(y)=2 /_E cos(b)dt = mcos(b) < .

Preuve du cas (4), ott 2In(2 + v/3) < 8. Soit (Kap, gop = 02(v)du? + dv?) la bouteille de Klein déja
définie (avec b > Z). On définit o par : o(v) = cos(v) sur [-%, %], o(v) = 1 sur [—b, —Z] et sur [Z,b], et
o est 2b-périodique. Le type conforme de (Ko, gop) est 3 = 2(In(2 + v/3) + 4(b — I)).

i L -]
Il

1 !
|| ,
-2b "] 3 b 2b

Dans la bande plate {§ < |v| < 2b — £}, on considere la famille de courbes ~, d’équation v = +a
pour {7 < a < 2b— T}, et on pose 4 = da. Dans la bande {|v| < T}, on consideére encore la famille
F={y:-5<a< g,H'G R/7Z} et la memire p = h(a)da ® df (de méme pour 2b — T < v < 2b+ %).
On trouve alors h(a) = %(COSQ(G) -3 (0<a<3).

Par le lemme de Bavard, on trouve alors que (Kayp, gop) est maximale et que :

23

™

m(B) = (L + (5 - 2n(2 + VE) .

O

Corollaire 2 Soit K une bouteille de Klein munie d’une métrique riemannienne continue positive g.

Alors
SysQ(K) T
Tire(K) = 23 (3)

De plus le cas d’égalité est réalisé pour la bouteille de Klein K= suivante : Kz est le quotient de R? par
<s,t2>, ol :

SI(CL’7y) - ((E—f—’]‘r,—y)

@y = (@ytg)

lorsqu’on munit cette bouteille de la métrique g= t-invariante définie, pour |y| < %, par cos(y)?dx? + dy?.

Preuve du corollaire 2
En effet, nous n’avons plus qu’a comparer les m(3) pour 8 > 0 et on trouve le résultat voulu. O

Corollaire 3 Soit R un ruban de Mébius muni d’une métrique g. Alors
1. (R,g) est conforme a un ruban plat Ry, ot Ry est le quotient de R x [=b,b] par (s : (z,y) —
(x 4+ 7, —y)) muni de la métrique plate ds*> = dz? + dy?.
2. On a alors l'inégalité suivante :
Sy82<R) < .77 )
Aire(R) ~ 4sin(b)
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FiG. 8 — Ruban de M&bius sphérique

Preuve du corollaire 3
Soit (R,g) un ruban de Mébius. Celui-ci est conforme & un ruban plat (Rg,gs), avec (Rg, gg) le
quotient de Rx[—0, ] par le groupe engendré par 7 : (z,y) — (x+m, —y). De plus, ce dernier est conforme
au ruban (Ry, g), pour b = arcsin(tanh(3)), avec (Ry, g) le ruban sphérique : g (u, v) = cos?(v)du?+dov?,
|ul < 7 et |v] < g. Rappelons ce fait : nous utilisons ici exactement la transformation conforme inverse
de Mercator F' : (x,y) — (x,2arctan(exp(y)) — %), qui induit un difféomorphisme de [0, 7] x [0, 0]
™

sur son image [0, 7] x [~b,b], avec b = 2arctan(exp(3)) — § = arcsin(tanh(3)). Comme une bouteille

de Klein est le recollement de deux rubans de Mobius, si on définit (f( ,g) comme le recollement de
deux rubans (R, g), et (Kap, gop) comme celui de deux rubans (Rb,gb), alors (K, g) et (Kap,gap) sont
deux bouteilles de Klein conformes. On remarque que la bouteille (Ko, gop) ainsi définie est en fait
la bouteille déja rencontrée dans la démonstration du cas (3) du théoreme de Bavard. Les calculs ont
donc essentiellement déja été faits. Or ceux-ci sont plus aisés pour les rubans de Mobius, car les droites
verticales, étant non fermées, ne sont jamais prises en compte. On élimine donc les cas (1) et (2) que l'on
traite comme le cas (3). Ainsi, on vérifie que le lemme de Bavard est réalisé, pour 8 < 21n(2++/3), pour
le ruban (Ry, g) : on trouve alors le résultat voulu. Pour 8 > 2In(2 + v/3), la démonstration du cas (4)
2

nous donne igie((gg < (? + (8 —2In(2 4+ V3)))~!. L’inégalité énoncée est donc juste mais n’est pas

optimale (car les v§ ne sont plus systoliques). O

Conclusion
On a donc établi les inégalités suivantes :
2

Variété Sus <
7/['62

Tore 7

Plan projectif P? 5

Bouteille de Klein 2“—2

Ruban de Mobius R, 4517;1(1))

Nous nous sommes limités a un petit nombre de variétés, et seulement en dimension 2, mais on pourrait
poursuivre I'étude en dimension supérieure ou sur des surfaces de genre plus grand. Nous renvoyons pour
cela aux articles de M. Gromov.
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